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—  Me'moire  sur  le  pendule  de  Foucault,  Paris,  Mem.  sav.  e"tr.  31  (1894). 


1.  Vorbemerkung.     Der  folgende   Artikel   beschaftigt  sich  mit 
der  Mechanik  der  einfachsten  physikalisclien  Apparate  und  Versuchs- 
anordnimgen.     Er  macht  keinen  Anspruch  auf  Vollstandigkeit,  da  die 
Riicksicht  auf  den  verfiigbaren  Raum   die  Beschrankung  auf  wenige 
charakteristische   Beispiele   erforderte.     Als  solche  sind  gewahlt:   Das 
Pendely  die   Wage  und   die   Versuche  zum  mechaniscken  Nachweis  der 
Erdrotation. 

Das  Hauptgewicht  ist  auf  die  Hervorhebung  der  Wechsel- 
beziehung  zwischen  Theorie  und  Praxis  gelegt:  es  sollte  hervor- 
treten,  welcher  Art  einerseits  die  Fragestellungen  sind,  die  die 
praktische  Durchfiihrung  der  Versuche  an  die  Theorie  stellt  und  in 
welcher  Weise  andererseits  in  der  Praxis  die  theoretischen  Entwick- 
lungen  zur  Benutzung  gelangen.  Es  zeigt  sich  dabei,  dass  nicht  die 
explizite  Losung  von  theoretisch  einfach  zu  konstruierenden  Fallen 
das  Wesentliche  ist,  sondern  vielmehr  die  Angabe,  mit  welcher 
Genauigkeit  nach  einer  bestimmten  Rechenvorschrift  das  gesuchte 
Resultat  ermittelt  werden  kann.  Auch  der  andere  Umstand  verdient 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  in  der  Praxis  sehr  viel  darauf  an- 
kommt,  in  welchem  Grossenbereich  sich  die  Konstanten  und  Vari- 
abeln  der  Aufgabe  bewegen,  der  Art,  dass  zwei  Probleme,  die  - 
theoretisch  vollig  analog  -  -  sich  nur  durch  die  Grossenordnuug  der 
Konstanten  und  Variabeln  unterscheiden ,  doch  praktisch  eine  ver- 
schiedene  Durchfiihrung  erfordern  (wie  z.  B.  die  Schwingungen  eines 
Pendels  und  einer  Wage). 

I.  Das  Fendel. 

2.  Kelative  und  absolute  Messungen.     Die  fundamentalen  Defi- 
nitionen  fiir  das  Pendel  und   die  Beziehungen   zwischen  ihuen  finden 
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sich  in  alien  Lehrbiichern  der  Mechanik,  worauf  hier  verwiesen  wird. 
An  dieser  Stelle  naoge  nur  zur  Erganzung  folgendes  hinzugefiigt  werden. 
Das  Pendel  soil  hier  in  seiner  Eigenschaft  als  Messinstrument  fiir  die 
Schwerebeschleunigung  g  betrachtet  werden.  Man  unterscheidet  zwei 
Arten  von  Schweremessungen,  die  absoluten  und  die  relativen.  Die 
ersten  haben  den  Zweck,  den  absoluten  Wert  der  Schwerkraft  an 
einem  Orte  festzustellen,  wahrend  bei  den  letzteren  nur  das  Verhaltnis 
der  Schwerkrafte  an  zwei  Orten  bestimmt  wird1). 

Aus  diesera  Grunde  wird  fiir  relative  Schwerkraftsmessungen 
nicht  Fehlerlosigkeit,  sondern  nur  Konstanz  des  Pendelapparates 
vorausgesetzt;  man  benutzt  zu  diesen  Messungen  deshalb  die  soge- 
nannten  },invariabeln  Pwulel",  die  so  konstruiert  sein  sollen,  dass  sie 
auch  bei  Transport  moglichst  unverandert  bleiben2). 

Zu  absoluten  Schwerkraftsmessungen  hat  man  das  Fadenpendel*} 
und  das  Beversionspendel*)  benutzt. 

1m  folgenden  werden  uns  gerade  die  einzelnen  Fehlerquellen  bei 
Pendelbeobachtungen  hauptsachlich  beschaftigen;  deshalb  wird  sich 
ein  Teil  der  folgenden  Nummern  nur  auf  absolute  Schwerkrafts 
messungen  beziehen. 

1)  Die  Idee   der  relativen  Schwerkraftsmessungen   stammt  schon  aus  dem 
18.  Jahrhundert. 

2)  ttber  invariable  Pendel  vgl.  J.  Herschel,  Notes  for  a  history  of  the  use 
of  invariable    pendulums    (Survey    of  India  5  (1879),    Appendix  Nr.  2);    ferner 
Defforges,  Observations,   p.  135.     Gegenwartig    haben    die    nach    dem  Vorgange 
JR.  v.  Sterneck's  konstruierten  Halbsekundenpendel  (Militar-geograph.  Inst.  Wien  2 
(1882),  p.  86)  grosse  Verbreitung  erlangt.     Neuerdings  sind  auch  Pendelapparate 
konstruiert,    bei  denen  gleichzeitig  mehrere  Pendel  auf  demselben  Stativ  auf- 
gehangt  werden  konnen.    Vgl.  die  Beschreibung  solcher  Apparate  bei  M.  Haid, 
Ztschr.  f.  Instr.  16  (1896),  p.  193  und  bei  L.  Haasemann,  Ztschr.  f.  Instr.  22  (1902), 
p.  97.     Auch  mit  Viertelsekundenpendeln   sind  Beobachtungen  ausgefiihrt,  vgl. 
G.  E.  Putnam,  Wash.  Phil.  Soc.  Bull.  13   (1895—99),  p.  57.     Eine  von  /.  Wilsing 
(Ztschr.  f.  Instr.  17  (1897),  p.  109)  angegebene  besondere  Art  von  Viertelsekunden 
pendeln  aus  Glas,  die  gegen  Temperatureinflusse  wenig  empfindlich  sein  sollten, 
scheint  nach  den  vom  Geodatischen  Institut  in  Potsdam  gemachten  Erfahrungen 
nicht   geniigend    invariabel    zu    sein.      Beziiglich    der    Keeultate    der    relativen 
Schwerkraftsmessungen  verweisen  wir  auf  F.  K  Helmert,  Bericht  iiber  die  rela 
tiven  Messungen  der  Schwerkraft  mit  Pendelapparaten,  Verhandlg.  Konf.  (Paris) 
1900  Bd  2,  p.  139.    Naheres  dariiber  in  VI  1.  Teil. 

3)  Das  Fadenpendel  ist  hauptsachlich  von  J.  C.  Borda  und  F.  W.  Bessel 
tervollkommnet  worden.     Beschreibung  von   Fadenpendelapparaten  bei   Borda, 
Bessel  Sekundenpendel,  Pisati. 

4)  Das  Reversionspendel  ist  dreimal  erfunden  worden,    von   E.  de  Prony 
(die  betreffende  Abhandlung  ist  aber  erst  1889  in  Collection  4,  p.  65  publiziert), 
von  J.  Bohnenberger  (Astronomic,  Tubingen  1811)  und  H.  Kater  (Lond.  Phil.  Trans. 
108  (1818),  p.  33).    Abbildungen  von  Eeversionspendeln  siehe  auf  p.  32. 
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Die  Pendel  sind  meistens  aus  Messing5)  hergestellt;  sie  werden, 
besonders  bei  den  relativen  Messungen,  in  einem  transportablen  Stativ6) 
aufgehangt.  Das  Stativ  selbst  ist  dann  mit  einem  Pfeiler  oder  einer 
Unterlagsplatte  verbunden,  die  auf  dem  Fussboden  des  Beobachtungs- 
raumes,  moglichst  vor  Erschiitterungen  geschiitzt,  ruhen.  Es  sind 
auch  Stative  konstruiert,  die  direkt  in  die  Zimmerwand  eingelassen 
werden  (Wandstativ).7) 

A)  Die  Schwingungsdauer  des  Pendels. 

3.  Die  Fundamentalformel  fur  die  Schwingungsdauer  des 
Pendels.  Fiir  ein  physisches  Pendel,  das  ebene8)  ungedampfte 
Schwingungen  um  eine  feste  horizontale 9)  Axe  ausfiihrt,  gilt  die 
Diiferentialgleichung : 

Dabei  bedeutet: 

cp  die  Elongation  des  Pendels, 
I  die  mathematische  Lange  des  Pendels, 
J  das  Tragheitsmoment  des  Pendels  fiir  die  Drehaxe, 
M  die  Masse  des  Pendels, 

h  den  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Drehaxe. 
Finden  die  Schwingungen  mit  unendlich  kleiner  Amplitude  statt, 
so  kann  man   in   der  genannten   Differentialgleichung   sin  cp  durch  cp 
ersetzen,  und  es   gilt  dann  fiir  die  Schwingungsdauer  T  des  Pendels 
die  Beziehung: 

/f)\  rp%  -J         ' 

W  •*     —  *   '  T7 ' 


5)  Man  vermeidet  Stahl  wegen  seiner  magnetischen  Eigenschaften.     Dass 
auf  die  gebrauchlichen  Messingpendel  das  erdmagnetische  Feld  keinen  merk- 
lichen  Einfluss  ausiibt,  folgt  aus  einer  tJberschlagsrechnung  und  ist  auch  durch 
Versuche  von  L.  Haasemann  im  Geodatisehen  Institut  zu  Potsdam  bewiesen  (vgl. 
auch  Helmert,  Beitrage,  p.  56). 

6)  tJber  neuere  Konstruktionen  von  Pendelstativen  fiir  relative  Messungen 
vgl.  R.  v.  Sterneck,  Militar-geogr.  Inst.  Wien  2  (1882),  p.  87;  M.  Haid,  Ztschr.  f. 
Instr.  16  (1896),  p.  193  und  L.  Haasemann,  ibidem  22  (1902),  p.  97. 

7)  S,  v.  SternecJc,  Militar-geogr.  Inst.  Wien  14  (1894),  p.  247  und  17  (1897), 
p.  101;    K.  E.  Koch,  Jahreshefte  des  Vereins  fiir  vaterlandische  Naturkunde  in 
Wiirttemberg  1901,  p.  358. 

8)  Raumliche  Pendelschwingungen  sind  bislang  zur  Bestimmung  der  Schwer- 
kraft  nicht  benutzt;  im  folgenden  sind  daher  unter  Schwingungen  ohne  weiteren 
Zusatz  immer  ebene  Schwingungen  verstanden. 

9)  Man  praft  die  Horizontalitat  der  Axe  durch  ein  Niveau,   moglichst  bei 
hangendem  Pendel. 
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Zur  Bestiminung  von  #.10)  1st  daher  T,  die  Schwingungsdauer, 
und  I,  die  Lange  des  gleichschwingenden  mathematischen  Pendels,  zu 
ermitteln. 

Derjenige  Punkt,  der  auf  dem  Lote  vom  Schwerpimkt  auf  die 
Drehaxe  im  Abstande  I  von  der  Drehaxe  nach  unten  liegt,  heisst 
der  Schwinyiinysmittclpimlct  des  Pendels. 

4.  Die  Bestimmung  der  Schwingungsdauer.  Die  Bestirnrnung 
von  I  durch  eine  Langenmessung  ist  bei  einem  einfachen  Pendel,  das 
nur  eine  Drehaxe  besitzt,  nicht  ausfiihrbar,  da  weder  die  Drehungs- 
axe  noch  der  Schwingungsmittelpunkt  prazis  genug  fixiert  werden 
konnen;  iiber  die  Hilfsmittel  zur  Uberwindung  dieser  Schwierigkeit 
vergleiche  man  den  Abschnitt  C. 

Die  Scliivingungsdauer  eines  Pendels  wird  durch  Vergleichung 
seiner  Schwinguugen  mit  denen  einer  astronomischen  Pendeluhr  (oder 
eines  Chronometers),  deren  Gang  durch  astronomische  Zeitbestim- 
mungen  ermittelt  wird,  bestimmt.  Die  Vergleichung  erfolgt  entweder 
durch  elektrisches  ,,Registrieren"  von  Durchgangen  des  Pendels  durch 
die  Ruhelage  oder  durch  Beobachtung  von  ,,Koinzidenzen" . 

Das  Registrieren  kann  entweder  vom  Beobachter  selbst  aus- 
gefiihrt  werden n)  oder  automatisch  vom  Pendel 12).  Die  von 
J.  J.  Mairan 13)  erfundene  und  von  J.  C.  Borda  ausgebildete  Methode 
der  Koinzidenzen  erfordert,  dass  das  Pendel  und  die  Vergleichsuhr 
annahernd  gleiche  Schwingungszeit  haben  oder  dass  sich  wenigstens 
das  Verhaltnis  ihrer  Schwingungszeiten  annahernd  in  kleinen  ganzen 
Zahlen  m  :  n  ausdriicken  lasst.  Es  werden  nach  dieser  Methode  die 
Zeitmomente  beobachtet,  in  denen  beide  Pendel  gleichzeitig  durch  die 
Ruhelage  gehen  (Koinzidenz),  oder,  allgemeiner  gesagt,  in  denen  beide 
Pendel  sich  in  einer  bestimmten  Lage  befinden.  Die  zwischen  zwei 
aufeinander  folgenden  Koinzidenzen  verflossene  Zeit  heisst  das  Koinzi- 


10)  An   Stelle   von  g  wird   bei   absoluten   Schwerkraftsmessungen  vielfach 
die   Lange   des  Sekundenpendels   (mittlere  Zeit)    fiir   den   betreflFenden   Ort   an- 
gegeben. 

11)  v.  Orff,  p.  30  (190);  Peirce,  Methods,  p.  6;  Lorenzoni,  Relazione,  p.  182. 
Uber  die  Anderung  der  personlichen  Gleichung  bei  verschiedener  Geschwindigkeit 
dea  Pendels  vgl.  v.  Orff',  p.  92—97  (252—257);  fiber  Vermeidung  dieser  Ande 
rung  durch  Anwendung  verschiedener  Vergrosserung  siehe  Peirce,  Methods,  p.  7. 

12)  C.  Bruhns  und  Th.  Albrecht,  Astron.-geodilt.  Arbeiten  fiir  die  europaische 
Gradmessung  im  Konigreich   Sachsen.     III.  Abteilung:    Die  astronomischen  Ar 
beiten  1883,  p.  344;  bei  Pisati,  p.  103  Vergleich  beider  Methoden. 

13)  Historisches  fiber   die  Erfindung  der  Koinzidenzmethode  bei  C.  Wolf, 
Introduction,  p.  X. 
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denzeiiintervall  c.    Aus   dem  angenaherten  Verhaltnis  m  :  n  und  dem 
Koinzidenzenintervall  c  ergiebt  sich  die  Schwingungszeit  des  Pen  dels: 


™    /I       I  __  "L\ 

n   V1    t  cn  ip  m//  ; 


wenn  man  als  Einheit  die  Schwingungszeit  der  Uhr  rechnet.  Es 
gilt  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem  das  genaue  Verhaltnis 
der  Schwingungszeiten  beider  Pendel  grosser  oder  kleiner  als  m  :  n 
ist,  was  vor  Anwendung  der  Methode  ermittelt  werden  muss14).  Die 
Koinzidenz  findet  im  allgemeinen  nicht  mit  mathematischer  Strenge 
statt;  es  geniigt  dann  lineare  Interpolation15). 

Zur  Beobachtung  der  Koinzidenzen  dient  entweder  ein  direktes 
optisches  Verfahren16)  oder  es  werden  vermittelst  des  elektrischen 
Stromes  die  Uhrschwingungen  auf  einen  ,,Koinzidenzapparat"  iiber- 
tragen,  mit  dessen  Hilfe  die  Koinzidenzen  beobachtet  werden17). 

Die  letzte  Methode  hat  den  Vorteil,  dass  sich  die  Uhr  an  einem 
beliebigen  Orte  befinden  kann,  den  Nachteil,  dass  die  Verzogerung, 
die  durch  Einschaltung  des  Koinzidenzapparates  entsteht,  als  konstant 
angesehen  werden  muss,  was  iibrigens  in  praxi  ausreichend  der  Fall 
ist.  Um  geniigende  Genauigkeit  zu  erzielen,  ist  stets  eine  grossere 
Anzahl  von  Registrierungen  oder  Koinzidenzbeobachtungen  erforder- 
lich.  Diese  sind  entweder  streng  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  auszugleichen,  wozu  dann  auch  die  Kenntnis  des  Gesetzes 
der  Amplitudenabnahme  erforderlich  ist,  oder  aber,  was  bei  kleinen 
Amplituden  stets  gestattet  ist,  mit  Hilfe  einer  angenaherten  Ans- 
gleichung  zu  behandeln18). 

Die  geschilderte  Schwingungsdauerbestimmmung  eines  Pendels 
bedient  sich  der  Vermittelung  einer  astronomisclien  Uhr.  Daraus  re- 
sultiert  eine  Fehlerquelle,  insofern  die  Bestimmung  des  Vkrganges 
Fehlern  unterworfen  ist.  Diese  Fehlerquelle  kann  bei  Benutzung  von 
mittelmassigen  Pendeluhren  (oder  Chronometern)  sehr  betrachtlich 
werden,  da  die  astronomischen  Zeitbestimmungen  nur  den  mittleren 


14)  Dies   kann    entweder    dadurch   geschehen,    dass    man    einige   Pendel- 
schwingungen  registriert,  oder  besser,   indem  man  sich   direkt   des  Koinzidenz 
apparates  bedient;    vgl.   E.  Borrass  in  „ Schwerkraft  von  Kolberg  bis  Schnee- 
koppe",  p.  225,  Anmerkung. 

15)  Vgl.  Helmert,  Beitrage,  p.  43. 

16)  Sorda,  p.  342;  Bessel,  Sekundenpendel,  p.  11;  H.  C.  Vogel,  Eepertorium 
f.  Experimentalphysik  (Carl's  Rep.)   17  (1881),  p.  337;    Defforges,  Observations, 
p.  31  und  Perm.  Komm.  (Nizza)  1887,  Annex  5C,  p.  19. 

17)  L.  Gruber,  Wien.  Ber.  70  (1874),  p.  565;  E.  v.  Stermck,  Militar.-geograph. 
Inst.  Wien  3  (1883),  p.  69;    C.  F.  W.Peters,  Astr.  Nachr.  110  (1884),  p.  231. 

18)  Vgl.  unter  Nr.  6  und  Nr.  8. 
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Uhrgang  fur  einen  oder  mehrere  Tage  liefern,  wahrend  die  Schwin- 
gungsdauerbeobachtungen  die  Kenntnis  des  mittleren  Uhrganges  fiir  die 
Dauer  der  Beobachtung  erfordern. 

Man  kann  dieser  Fehlerquelle  dadurch  abhelfen,  dass  man  die 
ganze  Zeit  zwischen  zwei  Zeitbestimmnngen  durch  Beobachtungen 
ausfiillt19).  Bei  relativen  Schweremessungen  hat  man  auch  zur  Eli 
mination  des  Uhrganges  durch  dieselbe  Uhr  gleichzeitig  zwei  Koinzi- 
denzapparate  an  den  beiden  Orten,  fiir  welche  das  Verhaltnis  der 
Schwerkrafte  bestimmt  werden  soll;  treiben  lassen20).  Uber  die  Aus- 
fiihrung  von  Koinzidenzbeobachtungen ,  wenn  das  Verhaltnis  der 
Schwingungszeiten  von  Uhr  und  Pendel  sich  nicht  mit  geniigender 
Annaherung  durch  kleine  Zahlen  ausdriicken  lasst,  vgl.  Bessel,  Sekunden- 
pendel,  p.  13. 

Die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  lasst  sich  mit  einer  Genauig- 
keit  von  einigen  Zehnmillionteln  ihres  Betrages  ermitteln. 

B)  Die  storenden  Einfliisse. 

Es  sei  eine  kurze  Bemerkung  von  prinzipieller  Bedeutung  vor- 
weggeschickt.  Die  Voraussetzungen,  die  iiber  die  einzelnen  Versuchs- 
bedingungen  gemacht  werden,  sind  in  Wirklichkeit  niemals  streng 
erfiillt.  Wenn  z.  B.  von  einer  Pendelschneide  angenommen  wird, 
dass  sie  kreisformigen  oder  elliptischen  Querschnitt  hat  oder  noch 
allgemeiner,  dass  sich  der  Kriimmungsradius  des  Q'uerschnittes  in 
eine  gewisse  Reihe  entwickeln  lasse,  so  sind  alle  diese  Annahmen, 
auch  die  letzte,  nur  approximativ  erfiillt.  Es  ist  darum  fiir  die 
Praxis  auch  von  keiner  grossen  Bedeutung,  dass  die  Folgerungen 
aus  den  Hypothesen  in  aller  Strenge  entwickelt  werden;  es  braucht 
vielmehr  immer  nur  eine  gewisse  Approximation  an  das  strenge 
Resultat  erreicht  zu  werden,  deren  Grad  .durch  die  Approximation 
der  Hypothesen  an  die  Wirklichkeit  und  ausserdem  durch  die  Be- 
obachtungsgenauigkeit  bedingt  ist.  Sehr  wichtig  fiir  alle  Anwen- 
dungen  ist  es  dagegen,  den  Grad  der  Approximation  in  jedem  einzelnen 
Falle  festzulegen,  eine  Forderung,  die  haufig  nicht  beachtet  wird21). 


19)  Man   lasst    dann    am    besten    die   Pendel    im    luftverdunnten    Raume 
schwingen.     Vgl.  Mendenhdll,  Determinations  of  gravity,  p.  505  und  andere. 

20)  Ibidem,  p.  528;    P.  G.  Eosen,  Stockholm  Handlingar  (Bihang)  24  (1898), 
p.  1;    K.R.Koch,  Relative  Schweremessungen,  Jahreshefte  d.  Vereins  f.  vaterl. 
Naturkunde  in  Wiirttemberg  1901,  p.  S56. 

21)  Beziiglich  naherer  Ausfuhrungen  vgl.  F.  Klein,  Anwendung  der  Diffe 
rential-   und   Integralrechnung    auf   Geometrie,    eine    Revision    der   Prinzipien, 
Leipzig  1902. 
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5,  Der  Einfluss  der  endlichen  Amplitude.  1st  T  die  Schwin- 
gungsdauer  des  Pendels  bei  unendlich  kleiner  Amplitude,  so  wird  fiir 
ein  nach  Differentialgleichung  (1)  schwingendes  Pendel  die  Schwin- 
gungsdauer  bei  der  endlichen,  aber  immer  noch  kleinen  Amplitude  a 
mit  geniigender  Annaherung  durch  den  Ausdruck22): 


dargestellt;    das  Glied   -  -  T~  heisst   die   yjReduldion    auf  unendlich 

kleine  Amplitude". 

Da  eine  Schwingungsdauerbeobachtung  immer  langere  Zeit  er- 
fordert,  in  deren  Verlauf  die  Amplitude  abnimmt,  so  ist  zur  genauen 
Ermittelung  der  Reduktion  auf  unendlich  kleine  Amplitude,  die  in 
genugender  Weise  durch  das  Integral: 

(5)  '  '  _.-£ 

dargestellt  wird,  wenn  die  Beobachtung  von  tQ  bis  ^  gedauert  hat, 
entweder  die  Kenntnis  des  Gesetzes  der  Amplitudenabnahme 23)  er- 
forderlich,  oder  es  muss  die  Amplitude  haufig  genug  beobachtet  werden, 
um  das  Integral  durch  mechanische  Quadratur  auszuwerten.  Fiir  die 
Bereclmung  der  Reduktion  auf  unendlich  kleine  Amplitude  haben  die 
einzelnen  Beobachter  verschiedene,  zum  Teil  unnotig  komplizierte 
Naherungsverfahren  angewandt 24) ;  bei  der  jetzt  gebrauchlichen  Am- 
plitudengrosse  (Anfangsamplitude  kleiner  als  30')  geniigt  meistens 
die  Rechnung  mit  dem  geometrischen  oder  sogar  arithmetischen  Mittel 
aus  Anfangs-  und  Endamplitude.  J.  C.  Borda  und  J.  D.  Cassini  haben 
als  Korrektion: 


22)  Historisches  bei  C.  Wolf,  Introduction,  p.  XII.  Die  vollstandige  Reihe 
fiir  die  Schwingungsdauer  findet  man  in  jedem  Lehrbuch,  das  eine  Anwendung 
der  elliptischen  Funktionen  auf  das  Pendel  gibt;  vgl.  auch  Th.  Wittstein,  Astr. 
Nachr.  58  (1862)  p.  135,  wo  nach  C.F.Gauss  als  Formel  fiir  die  Schwingungs 
dauer  bei  der  Amplitude  a  angegeben  wird: 


T 


cc 
Arithm.-geometr.  Mittel   von  1  und  cos  -- 

Der  Fehler  der  im  Text  angegebenen  Formel  ist  kleiner  als  5  •  10-  8  T,  wenn  die 
Amplitude  kleiner  als  rund.  3°  ist. 

23)  Vgl.  hierzu  Nr.  8. 

24)  Borda,  p.  353;    Bessel,  Sekundenpendel,  p.  28;    Lorenzoni,  Relazione, 
p.  188;  v.  Orff,  p.  74  (234);    Jli.v.  Oppolzer,  Wien.  Ber.  86  (1882),  p.  713;  Helmert, 
Beitrage,  p.  42. 
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(&]  _  T    ^in  («  +  ft  sin  («  —  ft 

32  (logn  a  —  logn  ft 

angebracht,  wo  a  die  Anfangs-  und  ^  die  Endamplitude  bezeichnet. 
Diese  Formel  ist  im  wesentlichen  mit  dem  oben  angegebenen  Integral 
identisch,  wenn  man  eine  Abnahme  der  Amplitude  in  geometrischer 
Progression  anninimt 25). 

6.  Der  Einfluss  des  umgebenden  Mediums26).  Das  umgebende 
Medium  iibt  einen  doppelten  Einfluss  auf  die  Pendelschwingungen  aus, 
indem  es  erstens  die  Schwingungsdauer  vergrossert  und  zweitens  die 
Amplitude  der  Scliwingunyen  verringert. 

a)  Einfluss  auf  die  Schwinguiigsdauer. 

Der  erste,  der  einen  Einfluss  auf  die  Sehwingungsdauer  beriick- 
sichtigte,  war  P.  Bouf/uer*1).  Er  brachte  die  nhydrostati8Cheu  (aerosta- 
tische)  Korreldion  an,  die  vom  Auftrieb  der  Luft  herriihrt  und  da- 
durch  berficksichtigt  wird,  dass  man  das  statische  Moment  gleich 
M  h  —  MJit  setzt,  wo  Mt  die  Masse  der  verdrangten  Luft  und  1>t  den 
Abstand  des  Volumenschwerpunkts  von  der  Drehaxe  bedeutet.  Das 
Unzulangliche  dieser  Korrektion  erkannte  zuerst  L.  G-.  Dubuat 28) ;  seine 
theoretischen  Betrachtungen  und  seine  Versuche  blieben  unbeachtet  29); 
und  erst,  als  F.  W.  Bessel30)  bei  seinen  Untersuchungen  iiber  das 
Fadenpendel  selbstandig  dieselbe  Entdeckung  rnachte,  wurde  es  allgemein 
bekannt,  dass  nicht  nur  das  statische  Moment,  sondern  auch  das  Trdg- 
lieitsmoment  des  Pendels  infolge  der  mitschwingenden  Luft  eine 
Veranderung  erleidet.  Ausfiibrliche  experimentelle  Untersuchungen 
wurden  ausser  von  F.  W.  Bcssel  sp'ater  noch  von  E.  Sabine31)  und 
F.  Baity™)  angestellt.  Ist  Mr2  das  Tragheitsmoment  des  Pendels  (r 
Tragheitsradius),  so  ist  nach  L.  G.  Dubuat  und  F.  W.  Bessel  zur  Be- 
rucksichtigung  des  Lufteinflusses  an  Stelle  von  M  der  Ausdruck 
M  -|-  kMl  zu  setzen,  wo  k  eine  dem  Pendel  eigentiimliche  Konstante 


25)  Collection  4,  p.  30.    tJber  die  Reduktionsformeln  bei  anderen  Gesetzen  der 
Amplitudenabnahme    vgl.    Th.  v.  Oppolzer,    Wien.    Ber.    86    (1882),    p.  726    und 
Ch.  Defforges,  Perm.  Komm.  (Freiburg)  1890,  p.  179  und  Observations,  p.  65. 

26)  Vgl.  IV  15,  Nr.  15  (A.  E.  H.  Love}  und  IV  16,  Nr.  6b  (A.  E.  H.  Love}. 

27)  Figure  de  la  terre,  Paris  1749. 

28)  Principes   d'hydraulique,   verifies   par    un    grand  noinbre   d'experiences 
faites  par  ordre  du  Gouvernement,  2.  ed.  Paris  1786. 

29)  C.  Wolf,  Bibl.,  p.  64. 

30)  Sekundenpendel,  p.  32. 

31)  Lond.  Phil.  Trans.  119  (1829),  p.  207  =  Collection  5,  p.  134. 

32)  Lond.  Phil.  Trans.  122  (1832),  p.  399  =  Collection  5,  p.  185. 
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1st.  Die  erste  theoretische  Ermittelimg  von  Jc  versuchte  S.  D.  Poissonss\ 
der  unter  Vernachlassigung  der  Reibung  fiir  eine  Kugel  den  Wert 
Jc  =  ^  ermittelte.  G.  Green^)  gab  die  Losung  fiir  ein  Ellipsoid. 
Da  die  Theorie  mit  den  Versuchen  nicht  stimmte,  inusste  die  Reibung 
beriicksichtigt  werden.  Dies  fuhrte  G.  G.  Stokes3^  durch,  indem  er 
das  Problem  unter  Beriicksichtigung  der  Reibung,  aber  unter  Be- 
schrankung  auf  unendlicb  kleine  Schwingungen  (Vernachlassigung  des 
Quadrates  der  Geschwindigkeit)  und  unter  der  Annahme,  die  Luft 
sei  inkompressibel,  fur  Kugel  und  Zylinder  loste.  Eine  mathematisch 
vollstandigere  Losung  gab  0.  E.  Meyer  3G),  indem  er  vor  alien  Dingen 
zeigte,  dass  bei  dem  vorliegenden  Problem  wirklich  eine  bestimmte 
Schwingungsdauer  existiert;  er  fuhrte  spater  auch  den  Nachweis,  dass 
die  Kompressibilitat  der  Luft  vernachlassigt  werden  darf  37).  Man  ver- 
gleiche  auch  die  Entwickelungen  von  J.  Bonssinesq38).  Das  Resultat 
fiir  eine  Kugel,  die  im  unbegrenzten  Medium  Pendelschwingungen 
ausfiihrt,  ist  folgendes: 

Bedeutet  a  den  Kugelradius,  d  die  Dichte  des  umgebenden 
Mediums,  ??  seine  absolute  Zahigkeit39)  und  I  die  ungestorte  mathe- 
raatische  Pendellange,  so  gilt: 


9       M-M 


9 

~  -  ,          V  = 
4  v  a  ' 


Schwingt  die  Kugel  innerhalb  einer  konzentrischen  Kugel  VOIQ  Radius  b, 
so  erleidet  k  die  Anderung  A  k  : 

3a3 

(8)  A  k  =  ^~aS). 

Fiir  einen  unendlich  langen  Zylinder  vom  Radius  a,  der  um  eiue 
Gerade  senkrecht  zu  seiner  Axe  im  unbegrenzten  Medium  schwingt, 
wird  k  in  Gestalt  einer  unendlichen  Reihe  erhalten: 


33)  Conn,  des  temps  pour  1834,  p.  18  und  Paris  Mein.  de  1'Acad.  11  (1832), 
p.  521. 

34)  Edinb.  Phil.  Soc.  Trans.  13  (1836),  p.  54. 

35)  Pendulums. 

36)  J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  31. 

37)  J.  f.  Math.  75  (1872),  p.  336. 

38)  Paris  C.  R.  100  (1885),  p.  935  u.  974. 

39)  Man  kann,  wie  aus   den  obigen  Formeln  und  den  analogen   unter  b) 
hervorgeht,    durch  Beobachtung   der   Pendelschwingungen   die    Zahigkeit  TJ    des 
umgebenden   Mediums   ermitteln.     Giinstiger   ist  es    allerdings,    die  Drehungen 
einer  Peudelkugel    oder  noch    besser    einer  Scheibe    um  eine   vertikale  Axe  zu 
beobachten;    man  vergleiche  hierzu  0.  E.  Meyer,  J.  f.  Math.  59  (1861),  p.  229  u.  a. 
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m  = 


Die  Anwendung  der  Stoked 'schen  Theorie  auf  das  Reversidnspendel 
fiihrten  C.  S.  Peirce*0)  und  Ch.  Defforges*1}  durch,  indem  sie  fur  die 
Reduktion  der  Schwingungszeit  auf  das  Vakuum  den  Ansatz  machten: 

(10)  Ad+By~d, 

wo  d  die  Dichte  der  Luft  bezeichnet  und  A  und  B  Konstante  be- 
deuten,  die  von  Ch.  Defforges  experimentell,  von  C.  S.  Peirce  experi- 
mentell  und  reclmerisch  bestimmt  sind42).  Wiihrend  die  beiden  ge- 
nannten  den  Einfluss  der  umgebenden  Luft  durch  Beobachtungen  bei 
verscliiedener  Luftdichte  ermittelten43),  benutzte  Bessel  bei  seinen  Unter- 
suchungen  mit  dem  Fadenpendel  zwei  gleich  grosse  Pendelkugeln  von 
moglichst  verschiedenem  spezifischen  Gewicht. 

b)    Der  Einfluss  auf  die  Amplitude. 

Der   Einfluss    des    urngebenden    Mediums    auf   die    Amplitude44) 
wird,  so  lange  es  sich  um  kleine  Schwingungen  handelt,  in  geniigender 

Weise    beriicksichtigt,   wenn   man   in  Gleichung  (1)    ein  Glied   2x  -^ 

hinzufiigt,  so  dass  die  Diflferentialgleicliimg  fiir  die  gediimpften  Pendel- 
schwingungen  lautet: 

(it)  +  »«    +    »-°- 


40)  Methods,  p.  61. 

41)  Observations,  p.  56.     Man   vergleiche   ferner  noch   Survey  of  India  5, 
p.  [72]. 

42)  Von  C.  S.  Peirce  ist  auch  die  Abhlingigkeit  der  Zilhigkeit  der  Luft  von 
der   absoluten  Temperatur  in  Rechnung   gezogen,   indeni   er  annahm,    dass  die 
absolute  Temperatur  mit  der  s/4  Potenz  als  Faktor  in  dieselbe  eingeht  (Methods, 
p.  66). 

43)  In  gleicher  Weise  wird  auch  bei  den  invariabelen  Pendeln  verfahren, 
bei   denen   es    meistens   genxigt,   die  Abhangigkeit   der  Schwingungsdauer  vom 
Luftdruck  als  linear  anzusehen.  (Vgl.  z.  B.  ,,Schwerkraft  von  Kolberg  bis  Schnee- 
koppe",  p.  98  und  p.  188.)     Bei  Pendelbeobachtungen  im  luftverdunnten  Raume 
ist  zu  beachten,  dass  die  Thermometerkorrektion  vom  Luftdruck  abhangt.    Vgl. 
E.  Sdbine,  Lond.  Phil.  Trans.  119  (1829),  p.  207  ==  Collection  5,  p.  144;  Survey  of 
India   5,   p.  [46];    Travaux    1    (1881),   p.  D  6    und    5  (1886),    p.  27    der   Etudes 
thermonie'triques ;   Wissenschaftl.  Abhandlgn.  der  Physik.-Techn.  Reichsanstalt  1 
(1894),  p.  71. 

44)  Schon  von  J.  Newton  untersucht. 
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Der  Widerstand  der  Luft,  zu  dem  noch  die  an  der  Aufhangung  wirk- 
samen  Reibungskrafte  hinzutreten,  kann  also  fiir  kleine  Amplituden 
der  Geschwindigkeit  des  Pendels  proportional  angenommen  werden. 
Aus  dieser  Annahme  resultiert  eine  Abnahme  der  Amplitude  in  geo- 
metrischer  Progression45): 
(12)  a  =  a0e~x', 

wenn  man  mit  a  die  Amplitude  zur  Zeit  t,  mit  a0  die  Amplitude  zur 
Zeit  t  =  0  bezeichnet. 

Der  Dampfungskoeffizient  x,  statt  dessen  man  auch  haufig  das 
Jogarithmischc  Decrement"  (10logeTx)  benutzt,  hangt  von  der  Dichte 
der  unigebenden  Luft  ab.  Es  gilt  unter  Benutzung  der  friiheren  Be- 
zeichnungen  fiir  die  Pendelschwingungen  einer  Kugel: 


VT-  ll  1'    -  \      I  , 

~  2M         fc  .af»      "I'^lt-rtV1     !     va         2n) 


Fiir   einen  Cylinder,   der   unter   den   oben   angegebeneu   Bedingungen 
schwingt,  hat  7i\  wieder  die  Gestalt  einer  unendlichen  Reihe: 

(14)  fc  =  1^  +  ^  -]  ---- 

^     J  m         2m* 

In    diesen  Ausdriicken    kommt    selbstverstandlich    nur    der    von    dem 
unigebenden  Medium  ausgeiibte  Widerstand  zur  Geltung. 

Die  Dampfung  als  solche  hat,  mag  sie  nun  der  ersten  oder 
zweiten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  sein,  wenn  sie  sich 
in  den  gewohnlichen  Grenzen  halt,  keinen  merklichen  Einfluss  auf 
die  Schwingungsdauer;  gilt  die  Differentialgleichung  (11),  so  ist  die 

x*T3 
Korrektion  wegen  Dampfung  ---  —Y  '    Dass  die  Pendelschwingungen 

auch  bei  beliebigem  Widerstandsgesetz  fiir  unendlich  kleine  Amplitude 
isochron  sind,  hat  L.Decombe*6)  bewiesen. 

7.  Das  Mitschwingen  des  Stativs,  des  Pfeilers  und  Untergrundes. 

Chr.  Huygens4'1)  und  J.  Ellicott4S}  haben  beobachtet,  dass  zwei  Uhren 
an  derselben  Wand  den  gleichen  Gang  annehmen.  Spater  hat 
)  dariiber  eingehendere  Versuche,  allerdings  nur  qualitative!- 


46)   Zuerst  von  P.  Bouguer   ausgesprochen.     Man    sehe    auch   C.  F.  Gauss, 
Werke,  5,  p.  374. 

46)  Paris  C.  R.  133  (1901),  p.  147. 

47)  Journ.  des  savants  1665,  p.  130. 

48)  Lond.  Phil.  Trans.  41  (1739),  p.  12G  u.  128. 

49)  L'Institut  7  (1839),  p.  463. 

Kucyklop.  d.  math.  Wisaenach.     IV  1,  n.  2 
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Art,   angestellt;    an   diese   Versuche    kniipfea   die   theoretischen   Ent- 
wickelungen  von  S.  D.  Poisson™)  und  H.  Resal  ^  an. 

Jedenfalls  war  den  alteren  Beobachtern52)  die  Tatsache,  dass 
durch  den  wechselnden  Horizontaldruck  53),  den  das  Pendel  bei  seiner 
Bewegung  ausiibt,  die  Aufstellung  in  Mitschwingen  versetzt  wird, 
wohl  bekannt.  Sie  geriet  indessen  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts  vollig  in  Vergessenheit  und  wurde  erst,  als  die  Beobachtuugen 
mit  den  Repsold'schen  Reversionspendeln,  denen  ein  Stativ  von  sehr 
geringer  Stabilitiit  beigegeben  war,  stark  abweichende  Resultate  er- 
gaben,  auf  einen  Hinweis  von  General  J.J.Baeyer  1875  von  C.S.Peirce^) 
wieder  entdeckt.  Bei  der  theoretischen  Behandlung  macht  man  im 
wesentlichen  die  Annahme,  dass  die  Ausladung  des  Stativs  einfach 
dem  Horizontaldruck  des  Pendels  proportional  sei55)  und  vernach- 
lassigt  die  Eigenschwingungen  der  Aufstellung.56)  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen  ergibt  sich  fiir  die  Ausladung  <5  des  Stativs  und  fur  die 
gestorte  mathematische  Pendellange  I': 

Mgh  7, 


wo  li  den  Schwerpunktsabstand  von  der  Drehaxe,  I  die  ungestorte 
mathematische  Pendellange,  cp  die  Elongation  des  Pendels  und  \je  die 
Verschiebung  bedeutet,  die  das  Pendellager  unter  dem  Horizontal 
druck  1  erleidet.  Fiir  die  mit  einem  Reversionspendel  beobachtete 
gestorte  Lange  L'  des  Sekundenpendels  ist: 


50)  Conn,  des  temps  pour  1833,  p.  5. 

51)  Paris  C.  E.  76  (1872),  p.  75  und  Ann.  ec.  norm.  2  (1873),  p.  445. 

52)  Sie  wiihlten  deshalb,  obwohl  sie  meistens   leichte  Pendel  batten,   sehr 
feste  Aufstellungen  und  priiften  die  Festigkeit,   allerdings  nur  qualitativ,  noch 
durch  das  vom  Uhrmacher  W.  Hardy  (Ann.  d.  Phys.  75  (1823),  p.  389)  erfundene 
,,noddy",  ein  aufwarts  gekehrtes  Federpendel,  ahnlich  dem  zur  Taktangabe  bei 
Musikstucken  gebrauchten  ,,Malzels  Metronom";    der  Gebrauch  des  ,,noddy"  zu 
quantitativen   Messungen    (C.  S.  Peirce,   U.  S.  Survey    1884  App.  15    und    1885 
App.  16)  scheint  keinen  Anklang  gef'unden  zu  haben. 

53)  Die  Anderung  des  Vertikaldrucks  wahrend  einer  Scbwingung  (von  der 
Ordnung  des  Amplitudenquadrates)  kann  vernachliissigt  werden;  vgl.  C.  S.  Peirce, 
U.  S.  Survey  1881  App.  14. 

54)  U.  S.  Survey  1881  App.  14. 

55)  Uber  unelastisches  Mitschwingen  vgl.  Helmert,  Beitrilge,  p.  72. 

56)  Vgl.  Helmert,  Beitrage,  p.  70;  ferner  C.  S.  Peirce,  Boston,  Ainer.  Acad. 
Proc.  13  (1878),  p.  396. 

57)  Zuerst  von  C.  S.  Peirce  entwickelt  in  Verhaudlgn.  Konf.  (Stuttgart)  1877, 
p.  142.    Uber  die  Beriicksichtigung  des  Anfangszustandes  und  uber  hohere  Glieder 
vgl.  neben  Peirce  1.  c.  auch  Helmert,  Beitrage,  p.  71. 
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(16)  ~  L'- 

wenn  mit  A  der  Schneidenabstand  bezeichnet  wird. 

Experimented  Sestimmung  der  Korrektion  wegen  Mitschwingens. 
Die  Konstante  £;  von  der  die  Korrektion  wegen  Mitschwingens  ab- 
hangt,  muss  experimentell  bestimmt  werden.  Dazu  dient 

a)  die  statische  Methode,  bei  der  die  Ausweichung,  die  das  Stativ 
bei  Ausubung  eines  bekannten  Druckes  oder  Zuges  erleidet,  beobachtet 
wird.      Die    Beobachtung    kann    auf   verschiedene    Weise    geschehen, 
direkt  mikroskopisch,  mit  Fiihlhebel,  vermittelst  Spiegel  und  Skala, 
oder  unter  Benutzung  von  optischen  Interferenzen58). 

b)  Die  dynamisclien  Methoden*9}. 

a)  Mikroskopische  Beobacbtung  der  Stativbewegung,  wenn  das 
Pendel  schwingt60)  (entweder  direkt  oder  mit  Fiihlhebel  oder  mit 
Benutzung  von  optischen  Interferenzen). 

/3)  Das  sogenannte  „  Wippverfahren",  bei  dem  unter  Zuhilfenahme 
eines  Dynamometers  (Federwage)  eine  Anzahl  Druckstosse  (oder  Zug- 
und  Druckstosse)  im  Takt  der  Pendelschwingungen  gegen  die  Peudel- 
aufstellung  ausgefiihrt  werden61). 

Wird  w-mal  mit  W  Kilogramm  in  Schneidenhohe  gewippt  und 
erhalt  das  anfangs  ruhig  hangende  Pendel  dabei  den  Ausschlag  a} 

so  ist: 

it     ±n  — 


58)  E.  Plantamour,  Verhandlgn.  Konf.  (Stuttgart)  1877,  Anhang;  C.S.Peirce, 
Verhandlgn.  Konf.  (Stuttgart)  1877  App.  lb;  Ch.  Defforges,  J.  de  phys.  (2)  7  (1888), 
p.  358;    H.  NagaoJca,   J.  of  the   college  of  science,  imperial  university,  Tokyo, 
Japan  16  (1902),  Article  11,  p.  20. 

59)  Uber  den  Unterschied  der  auf  statischem  und  dynamischem  Wege  er- 
mittelten  Werte  fur  f   (die   letzten  sind  die  kleineren)  vgl.  E.  Plantamour  1.  c., 
p.  9,  48  u.  49;  C.  S.  Peirce,  U.  S.  Survey  (1881)  App.  14,  p.  69;  Defforges,  Obser 
vations,  p.  19.    Letzterer  zieht  zur  Erklarung  des  Unterschiedes  das  Gleiten  der 
Schneiden  heran  und  folgert  aus  seinen  Beobachtungen  (J.  de  phys.  (2)  7  (1888), 
p.  362),    dass   der   statisch   ermittelte  Koeffizient   zu  benutzen  sei.     Die  Ursache 
du'rfte   wahrscheinlicher   in    der   elastischen   Nachwirkung   liegen,    die    bei   den 
statischen  Versuchen  voll  zur  Geltung  kommt ;  bei  E.  Plantamow  tritt  z.  B.  die 
voile  Ausweichung  des  Stativs  erst  nach  circa  60  sec.  ein. 

60)  Vgl.  neben  den  Litteraturangaben  in  Fussnote  58  noch  Th.  v.  Oppolzer, 
Verhandlgn.    Konf.    (Stuttgart)    1877,    Annex   ld,    p.  191;    Perm.   Komm.  (Haag) 
1882,  p.  89. 

61)  R.  Schumann,  Astr.  Nachr.  140  (1896),  p.  257;  E.  Borrass  in  Veroffentl. 
Preuss.  Geod.  Inst.    Neue  Folge  Nr.  9,  Berlin  1902.    Zweiter  Teil,    p.  95.     tJber 
den  Einfluss  von  Takt  und  Rhythmus  beim  Wippen  auf  das  Eesultat  vgl.  Helmert, 
Beitriige  III,  §  8. 
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y)   Verwendung  zweier  Pendel  von  annahernd  gleicher  Scbwin- 
gungsdauer,   die  gleichzeitig  auf  demselben  Stativ   schwingen. 

Uber  die  letzte  Methode,  die  wohl  die  genauesten  Resultate  liefert, 
sei  noch  folgendes  erwahnt.  Die  Differentialgleichungen,  nach  denen 
die  gleiclizeitige  Bewegung  zweier  Pendel  auf  demselben  Stativ  erfolgt, 
bilden  ein  System  von  zwei  simultanen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung62): 


(18) 


I     9X      ^  4--« 
-*1   dt  7, 


dt*    ~   -~l  dt    ~  I,  r*  ~  T,       AC- 


I\   '   dt* 


Hier  sind  die  Indices  1  und  2  zur  Unterscheidung  der  beiden  Pendel 
gewahlt;  yt  und  y2  bedeuten  die  Vergrosserungen,  welche  die  Sch win gimgs- 
dauern  der  beiden  Pendel  durch  das  Mitschwingen  der  Unterlage  er- 
fahren.  Voraussetzung  fiir  die  Giiltigkeit  der  Gleichungen  (18)  ist, 
dass  erstens  die  Amplituden  klein  sind  und  dass  zweitens  keine 
Drehungen  im  Stativ  stattfinden.  Um  die  letzte  Voraussetzung  plau- 
sibel  zu  machen,  miissen  die  Schwingungsebenen  beider  Pendel  zu- 
sammenfallen 68).  Die  Integration  der  angegebenen  Dift'erentialglei- 
chungen  bietet  theoretisch  keine  Schwierigkeit.  Zur  Ermittelung  von 

yi  oder  y2  (—  ist  als  bekannt  vorauszusetzen64))  konnen  Amplituden- 

beobachtungen  oder  Schwingungsdauer-  resp.  Phasenbeobaclitungen 
dienen. 

Bei  den  Amplitudenbeobachtungen  wird  meistens  das  eine  Pendel 
(das  getriebene)  vor  der  Beobachtung  berubigt,  wahreud  man  dein 
anderen  Pendel  (dem  treibenden)  eine  starke  Amplitude  gibt.  Das 
getriebene  Pendel  gerat  dann  in  Schwingungen,  aus  deren  Grosse  sicli 
die  Elastizitat  der  Aufstellung  ermitteln  llisst. 

Bezeichnet  man  namlich  den  Quotienten  der  Amplituden  beider 
Pendel  mit  v21  (Pendel  2  sei  das  getriebene)  und  setzt  ausserdem: 


02)  Ch.  Cellerier,  Verhandlgn.  Konf.  (Munchen)  1880  Annex  II. 

63)  tiber  die  bei  anderen  Anordnungen  anzuwendenden  Ditterentialgleichungen 
siehe  Ch.  Cellerier,   p.  6  der   unter  Fussn.  62)   zitierten  Arbeit  und  C.  S.  Peirce, 
Boston,  Amer.  Acad.  Proc.  14  (1879),  p.  99.    Uber  Drehungen  im  Stativ  vgl.  auch 
M.  Haid,  Ztschr.  f.  InStr.  16  (1896),  p.  196. 

64)  Es   ist    yt  :  ys  =  -~-^-  :  -„*  .'*  ,   wenn  Ml  ,  Mt   die  Massen  der  beiden 

J1          -/x" 

Pendel  und  7t1 ,  ht  die  Abstande  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Drehungsaxen  be 
deuten. 
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(16)  L'- 

wenn  mit  A  der  Schneidenabstand  bezeichnet  wird. 

Experimentette  Bestimmung  der  Korrektion  wegen  Mitschivingens. 
Die  Konstante  £,  von  der  die  Korrektion  wegen  Mitschwingens  ab- 
hangt,  muss  experimentell  bestimmt  werden.  Dazu  dient 

a)  die  statiscJte  Methode,  bei  der  die  Ausweichung,  die  das  Stativ 
bei  Ausiibung  eines  bekannten  Druckes  oder  Zuges  erleidet,  beobachtet 
wird.      Die    Beobachtung    kann    auf  verschiedene    Weise    geschehen, 
direkt  mikroskopisch,  mit  Fiihlhebel,  vermittelst  Spiegel  und  Skala, 
oder  unter  Benutzung  von  optischen  Interferenzen  58). 

b)  Die  dynamischen  Methoden*9}. 

K)  Mikroskopische  Beobachtung  der  Stativbewegung,  wenn  das 
Pendel  schwingt60)  (entweder  direkt  oder  mit  Fiihlhebel  oder  mit 
Benutzung  von  optischen  Interferenzen). 

/3)  Das  sogenannte  „  Wippverfahren",  bei  dem  unter  Zuhilfenahme 
eines  Dynamometers  (Federwage)  eine  Anzahl  Druckstosse  (oder  Zug- 
und  Druckstosse)  im  Takt  der  Pendelschwingungen  gegen  die  Pendel- 
aufstellung  ausgefiihrt  werden61). 

Wird  w-mal  mit  W  Kilogramm   in   Schneidenhohe  gewippt  und 
erhalt   das   anfangs  ruhig    hangende    Pendel    dabei    den  Ausschlag  a, 
so  ist: 
fin\ 

(17)  f- 


58)  E.  Plantamour,  Verhandlgn.  Konf.  (Stuttgart)  1877,  Anhang;  C.  S.  Peirce, 
Verhandlgn.  Konf.  (Stuttgart)  1877  App.  lb;  Ch.  Defforges,  J.  de  phys.  (2)  7  (1888), 
p.  358;    H.  Nagaoka,   J.  of  the   college  of  science,  imperial  university,  Tokyo, 
Japan  16  (1902),  Article  11,  p.  20. 

59)  t)ber  den  Unterschied  der  auf  statischem  und  dynamischem  Wege  er- 
mittelten  Werte  fur  *   (die  letzten  sind  die  kleineren)  vgl.  E.  Plantamotir  1.  c., 
p.  9,  48  u.  49;  C.  S.  Peirce,  U.  S.  Survey  (1881)  App.  14,  p.  69;  Defforges,  Obser 
vations,  p.  19.    Letzterer  zieht  zur  Erklarung  des  Unterschiedes  das  Gleiten  der 
Schueiden  heran  und  folgert  aus  seinen  Beobachtungen  (J.  de  phys.  (2)  7  (1888), 
p.  362),    dass   der   statisch   ermittelte  Koeffizient   zu  benutzen  sei.     Die  Ursache 
diirf'te   wahrscheinlicher   in   der   elastischen   Nachwirkung   liegen,    die    bei    den 
statischen  Versuchen  voll  zur  Geltung  kommt;  bei  E.  Plantamour  tritt  z.  B.  die 
voile  Ausweichung  des  Stativs  erst  nach  circa  60  sec.  ein. 

60)  Vgl.  neben  den  Litteraturangaben  in  Fussnote  58  noch  Th.  v.  Oppolzer, 
Verhandlgn.    Konf.    (Stuttgart)    1877,    Annex   ld,    p.  191;    Perm.   Komm.  (Haag) 
1882,  p.  89. 

61)  E.  Schumann,  Astr.  Nachr.  140  (1896),  p.  257;  E.  Sorrass  in  Veroffentl. 
Preuss.  Geod.  Inst.    Neue  Folge  Nr.  9,  Berlin  1902.    Zweiter  Teil,    p.  95.     Uber 
den  Einfluss  von  Takt  und  Rhythmus  beim  Wippen  auf  das  Resultat  vgl.  Helmert, 
Beitrage  III,  §  8. 
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y)   Verwenduny  zweier  Pendel  von  annahernd  gleicher  Schwin- 
gungsdauer,   die  gleichzeitig  auf  demselben  Stativ   schwingen. 

Uber  die  letzte  Methode,  die  wohl  die  genauesten  Resultate  liefert, 
sei  noch  folgendes  erwahnt.  Die  Differentialgleichungen,  nach  denen 
die  gleichzeitige  Bewegung  zweier  Pendel  auf  demselben  Stativ  erfolgt, 
bilden  ein  System  von  zwei  simultanen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung62): 


(18) 


d'ffi  l  ty  ^<Pl 

rftr  ~T~       ^  "rft 


l_Ti   J_   9v     liZt   J-     ^    rr.     _      7l    . 

7.0         ™   l"     ^  *^*>  7  i  7         ^r->  HI          *  J  J  •! 

dt-  *•   dt          L  ^i  J.,       at' 


Hier  sind  die  Indices  1  und  2  zur  Unterscheidung  der  beiden  Pendel 
gewahlt;  j^  und  y2  bedeuten  die  Vergrosserungen,  welche  die  Schwingungs- 
dauern  der  beiden  Pendel  durch  das  Mitschwingen  der  Unterlage  er- 
fahren.  Voraussetzung  ftir  die  Giiltigkeit  der  Gleichungen  (18)  ist, 
dass  erstens  die  Amplituden  klein  sind  und  dass  zweitens  keine 
Drehungen  im  Stativ  stattfinden.  Um  die  letzte  Voraussetzung  plau- 
sibel  zu  maclien,  miissen  die  Schwinguugsebenen  beider  Pendel  zu- 
sammenfallen 63).  Die  Integration  der  angegebenen  Differentialglei- 
chungen  bietet  theoretisch  keine  Schwierigkeit.  Zur  Ermittelung  von 

yi  oder  j>2  (—  ist  als  bekannt  vorauszusetzen64))  konnen  Amplituden- 

beobachtungen  oder  Schwingungsdauer-  resp.  Phasenbeobachtungen 
dienen. 

Bei  den  Amplitudenbeobachtungen  wird  meistens  das  cine  Pendel 
(das  getriebene)  vor  der  Beobachtung  beruhigt,  wahrend  man  dem 
anderen  Pendel  (dem  treibenden)  eine  starke  Amplitude  gibt.  Das 
getriebene  Pendel  geriit  dann  in  Schwingungen,  aus  deren  Grosse  sich 
die  Elastizitat  der  Aufstellung  ermitteln  lasst. 

Bezeichnet  man  namlich  den  Quotienten  der  Amplituden  beider 
Pendel  mit  %  (Pendel  2  sei  das  getriebene)  und  setzt  ausserdem: 


G'2)  Ch.  Cellerier,  Verbaudlgn.  Konf.  (Miinchen)  1880  Annex  II. 

63)  liber  die  bei  anderen  Anordnungen  anzuweudenden  DiiFerentialgleichungen 
siehe  Ch.  Cellerier,   p.  6  der   unter  Fussn.  62)   zitierten  Arbeit  und  C.  S.  Peirce, 
Boston,  Amer.  Acad.  Proc.  14  (1879),  p.  99.    Uber  Drehungen  im  Stativ  vgl.  auch 
M.  Haid,  Ztschr.  f.  Instr.  16  (1896),  p.  196. 

64)  Es   ist    YI  '•  7*  =  -7^'  :  ~V  »'*  '   wen"   MI  '  M*    die  Massen  der  beitlen 

J1  -/j," 

Pendel  und  ht ,  ht  die  Abstande  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Drehungsaxen  be 
deuten. 
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T  —  '    ~*~        8  A  -    *2  Xl  //  —    (2  -M)  ^ 

2         >      °*  ~  2  2  T* 


so   gilt   unter   der   angegebenen   Voraussetzung,    dass   das    getriebene 

Peudel  zur  Zeit  i  —  0  in  Ruhe  ist: 

(20)  1)    %  =  fat  65)     (fur  den  Anfang  der  Bewegung); 

'         a    >2«M        ^  (coshyp.  2Jxt  -  cos  2  Art)   66^ 


(wenn  die  Riickwirknng  des  getriebenen  Pendels  auf  das  treibende 
zu  vernachlassigen  ist,  wenn  also  z.  B.  das  getriebene  Pendel  ein 
leichtes  Fadenpendel  ist); 

(22)  3)   ^  =  j      -fl^^  J2_  A2,  +  M) 

/2  cos2  Ji  -(-  A|,  sin2  Ji  ' 
(wenn  beide  Pendel  gleiclie  Dampfungskoeffizienten  haben). 

C.  v.  Orff  hat  bei  seinen  Beobachtimgen  ein  stark  gedampftes 
Fadenpendel  benutzt.  In  diesem  Falle  tritt  bereits  nach  kurzer  Zeit 
ein  konstantes  Amplitudenverhaltnis  der  beiden  Pendel  ein.  Bezeichnet 
man  dieses  mit  v,  so  gilt: 

(23)  ^==2»2l^f+~^-67) 

Will  man  das  Mitschwingen  durch  Schwingungsdauerbeobachtungen 
ermitteln,  so  verfahrt  man  am  einfachsten  so,  dass  man  zwei  sehr 
gut  abgestimmte  Pendel68)  einmal  mit  annahernd  gleicher  und  sodann 


65)  Nach  der  angegebenen  Formel  hat  zuerst  G.  Lorenzoni  (Rcla/,ione,  p.  65) 
das  Mitschwingen   ermittelt,   indem  er   als   getriebenes  Pendel    ein  Fadenpendel 
benutzte.     B.  Schumann  (Ztschr.  Math.  Phys.  44  (1899),  p.  102)  hat  die  Methode 
eingehend    studiert   und    durch   Beobachtungen    auf  Stativen   von   verschiedener 
Elastizitiit  ibre  Brauchbarkeit  nachgewiesen.     Er  benutzt  als   treibendes  Pendel 
ein  besonders  schweres  Pendel,  das  einen  verschiebbaren  Zylinder  zur  Regulierung 
seiner  Schwingungen  tragt.     M.  Haid  (Astr.  Nachr.  143  (1897),  p.  145  und  146 
(1898),  p.  331)  benutzt  die  gleichen  Pendel,  die  zur  Schwerkraftsmessung  dienen. 
K.  E.  Koch  (Jahreshefte  des  Vereins  fiir  vaterl.  Naturkunde  in  Wiirttemberg  1901, 
p.  361)  benutzt  ein  Fadenpendel,  an  dem  als  Pendelkorper  ein  Spiegel  befestigt 
ist,  der  direkt  zur  Beobachtung  mit  Spiegel   und  Skala  dient.     Die  angegebeno 

y-i 
7s 
ist;  weiterhin  macht  sich  die  Riickwirkung  geltend. 

66)  Ph.  Furtwdngler,  Berl.  Ber.  1902,  p.  250. 

67)  v.  Orff,  p.  123  (283). 

68)  Es  gelingt  durch  aufgelegte  kleine  Gewichte  leicht,   2  Pendel  bis   auf 
10  ~6  sek.  abzustimmen. 
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mit  annahernd  entgegengesetzter  Phase69)  schwingen    liisst.     Sind  die 
fiir  die  beiden  Versuche  in  Betracht  kommenden  Grossen  die  folgenden: 


Versuch 

Schwingungsdauer 
des  ersten  Pendels 

Schwingungsdauer 
des  zweiten  Pendels 

Cosinus  der  mittleren 
Phasendifferenz 

1 

*i 

T2 

l-£l 

2 

r,  -S, 

*t  —  *i 

-l  +  «, 

so  gilt: 

(24) 


70 


wenn    man   den  Amplitudenquotienten  v21    bei   den   beiden  Versuchen 
annahernd  gleich  y  —  wahlt,  bei  gleichen  Pendeln  also  mit  annahernd 

gleichen  Amplituden  beobachtet. 

Wie  man  sieht,  kommen  fiir  die  praktischen  Zwecke  nur  der 
Amplitudenquotient  %  nnd  die  Phasendiiferenz  der  beiden  Pendel, 
die  wir  mit  f2i  bezeichnen,  in  Betracht.  Es  ergibt  sich  deshalb  eine 
einfache  Ableitung  der  Gebrauchsforrneln,  wenn  man  die  kouiplexe 
Grosse 

(25)  w21  =  %  (cos  fn  -f  i  sin  fn) 

einfiihrt,  die  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(26)  -  ^J1-  =  itou*!  —  2  (dx  +  *  Ar)  wai  —  i^ 
genugt71). 

Da  an  clem  Mitschwingen  nicht  nur  das  Pendelstativ,  sondern 
auch  der  Pendelpfeiler  und  der  Untergrund  beteiligt  sind72),  so  ist 
die  Ermittelung  des  Mitschwingens  auch  fiir  relative  Schwerkrafts- 
messungen  von  Bedeutung.  Uber  die  Elimination  des  Einflusses  des 
Mitschwingens  durch  Benutzung  zweier  Pendel  gleicher  Lange  von 
verschiedenem  Gewicht  oder  von  gleichem  Gewicht  und  verschiedener 
Lange  vgl.  Nr.  15. 

8.  Der  Einfluss  der  Aufhangung.    Das  Gesetz  der  Amplituden- 

abnahmc.    Die  Aufhangungsvorrichtung  besteht  meistens  aus  der  am 
Pendel   befestigten  Schneide   (Achat  oder  Stahl)    und   dem  am  Stativ 


69)  Dieser  Beobachtungsfall  entspricht  einem  von  M.  Faye  zur  Elimination 
des  Mitschwingens  gemachten  Vorschlage,  Verhandlgn.Konf.  (Stuttgart)  1877,  p.  23. 

70)  Ph.  Furtwangler,  Berl.  Ber.  1902,  p.  252. 

71)  Ibid.,  p.  245—248.    An  dieser  Stelle  sind  auch  die  Formeln  (20)  bis  (23) 
aus  der  Differentialgleichung  (26)  abgeleitet,  p.  248—253. 

72)  A.  Hirsch  in  Verhandlgn.  Konf.  (Stuttgart)  1877,  p.  22—24. 
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angebrachten  Lager  (gewohnlich  Achat).73)  Fur  das  Fadenpendel 
sind  verschiedene  Aufhangungsarten  benutzt,  entweder  ist  der  Pendel- 
faden74)  direkt  geklemmt  oder  er  wird  irber  einen  kleinen  Zylinder 
(Abwickelungszylinder)  gefuhrt,  von  dem  er  sich  abwickelt75).  End- 
lich  hat  man  auch  Schneiden  benutzt;  in  diesem  Falle  ist  die  Ein- 
richtung  getroffen,  dass  die  Schneide  mit  ihrer  Fassung  fiir  sich  an- 
uahernd  dieselbe  Schwingungsdauer  hat  wie  das  gauze  Fadenpendel 
(synchronisierte  Schneide)  76).  Bei  derinNr.  11  angegebenen  Differenzen- 
methode  zur  Bestimmung  von  g  vermittelst  zweier  Fadenpendel  von 
verschiedener  Lange  wird  der  Einfluss  der  Aufhangung  eliminiert. 

Die  bei  der  Pendelbewegung  an  der  Schneide  auftretenden  elastischen 
Krafte  und  Deformationen  sind  noch  nicht  ermittelt,  man  behilft  sich 
mit  empirischen  Ansatzen77).  Den  Einfluss  des  Abrollens  der  abge- 
stumpften  Schneide  auf  der  Unterlage  (beide  als  starr  vorausgesetzt) 
ermittelten  L.  Euler  78)  und  P.  S.  Laplace  79)  im  Falle  kreisformigen 
Schneidenquerschnitts80).  Ist  Q  der  Krunanmngsradius  der  Schneide 
und  h  der  Abstand  des  Pendelschwerpunktes  von  der  Schneide,  so 
ist  die  Korrektion  fur  die  Lange  I  des  gleichschwingenden  mathe- 
matischen  Pendels 


F.  W.  Bessel  81)  hat  den  allgemeinen  Fall  betrachtet,  dass  die  Schneide 
von  einem  Zylinder  mit  kegelschnittformigem  Querschnitt  begrenzt 
wird,  der  in  der  Ruhelage  symmetrisch  zur  Vertikalen  durch  den 
Beriihrungspunkt  verlauft,  und  als  Korrektion 

(28)  +  *-*-l 

ermittelt,    wo  &    die  Breite    der  Abstumpfung   und   q    eine  von    der 

73)  Auf  die   zuerst  von  F.  Baily  benutzte  umgekehrte  Einrichtung   ist  in 
Nr.  13  hingewiesen. 

74)  Der  Einfluss  von  Ungleichheiten  des  Pendelfadens  ist  von  F.W.  Bessel 
(Sekundenpendel,  Beilage  VEQ)  untersucht  ;  er  kommt  praktisch  nicht  in  Betracht. 

75)  Bei  Bessel,  Sekundenpendel,  Beilage  T,  wird  die  Bewegung  eines  von 
einem  horizontalen  Zylinder  sich  abwickelnden  Fadenpendels  untersucht. 

76)  Borda,  Collection  4,  p.  19. 

77)  Vgl.  Helmert,  Beitrage  III  §§  6,  9,  11,  wo  eine  ausfuhrliche  Diskussion 
der  moglichen  Annahmen  gegeben  ist. 

78)  Nova  Acta  Acad.  Petrop.  6  (1788)  Hist.,  p.  93;  Mem.,  p.  145. 

79)  Ann.  chim.  phys.  3  (1816),  p.  92. 

80)  Die   von  A.  Denizot  gegebenen   Entwickelungen   (Ztschr.  Math.   Phys. 
46  (1901),  p.  471)  durften  kaum  praktisches  Interesse  haben. 

81)  Sekundenpendel  Art.  25—30  und  Beilage  IX  und  X. 
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Schneidenform  abhangige  Konstante  bedeutet.  Aus  den  angegebenen 
Formeln  folgt,  dass  bei  veranderlichem  Kriimumngsradius  des  Schneiden- 
querschnittes  die  Schwingflngsdauer  eines  Pendels  auch  nach  An- 
bringung  der  Reduktion  auf  unendlich  kleine  Amplitude  (vgl.  Nr.  5) 
noch  von  der  Amplitude  abhangen  wird.  Dadurch  diirften  die  Unter- 
schiede  in  den  Schwingungsdauern  erklart  werden,  die  A.  Sokoloiv**} 
bei  verschiedener  Amplitude  erhalten  hat. 

Experimented  Untersuchungen  iiber  die  Schneidenbewegung  mit 
etwas  unsicheren  Ergebnissen  sind  angestellt  von  F.  W.  Bessel, 
Th.  v.  Oppolzersy),  Ch.  Defforges  und  G.  Lorenzoni.  Die  drei  ersten 
verfuhren  dabei  in  der  Weise,  dass  ein  in  horizontaler  Richtung  sehr 
leicht  verschiebbares  Metallstiick  mit  geringem  Druck  gegen  die 
Schneide  gedriickt  wird,  die  es  beim  Gleiten  initnimnit,  beim  Rollen 
dagegen  in  seiner  Lage  lasst;  die  in  entsprechender  Weise  vergrosserte 
Bewegung  des  Metallstiicks  (Fiihlhebel,  Interferenzfiguren)  lasst  sich 
dann  beobachten. 

F.  W.  Bessel 81)  fand  auf  diese  Weise,  dass  die  Schneide  kleine, 
der  Pendelainplitude  proportionale  Bewegungen  ausfuhrt,  die  in  dem- 
selben  Sinne  wie  die  Bewegung  des  unteren  Pendelendes  erfolgen-, 
das  Maximum  der  Geschwindigkeit  liegt  bei  dem  Durchgang  durch 
die  Ruhelage.  Der  Umfang  der  Bewegung  ist  vom  Schwerpunkts- 
abstande  unabhangig,  dagegen  abhangig  von  der  Beschaft'enheit  der 
Unterlage.  F.  W.  Bessel  benutzte  als  Unterlagen  Achat,  mattgeschliffene 
Glasplatten,  Glasrohren,  Stahl,  gehammertes  Messing  und  Messing- 
draht;  besonders  bei  den  beiden  letzten  Unterlagen,  die  weit  weniger 
Harte  besitzen  als  die  zuerst  genannten,  zeigte  sich  die  beschriebene 
Schneidenbewegung  sehr  deutlich.  Bei  ihnen  war  auch  starkere 
Dampfung  vorhanden  wie  bei  den  harten  Unterlagen  und  eine  be- 
trachtlich  kiirzere  Schwingungsdauer84).  Die  von  F.  W.  Bessel  ge- 
gebenen  theoretischen  Entwicklungen  zur  Schneidenbewegung  erklareu 
die  beobachteten  Tatsachen  nicht  vollig85). 

Ch.  Defforges^  nimrnt  an,  dass  die  Pendelschneide  zuni  Teil 
rollt,  zum  Teil  gleitet  wie  in  einem  Zapfenlager.  Das  Gleiten  soil 
der  Pendelamplitude  und  dem  Gewicht  des  Pendels  proportional  sein, 
dagegen  unabhangig  voiu  Schwerpunktsabstand;  bei  einem  Meter- 


82)  Schriften  der  Kaiserl.  Russ.  geogr.  Gesellschaft  25  (1892)  S.  A.,  p.  174. 

83)  Perm.  Komm.  (Paris)  1875  Annex  I,  p.  99. 

84)  Verschiedenartige  Unterlagen   konnen    auch   das  Mitschwingen  beein- 
flussen,  wie  J.  M.  Barraquer  gefunden  hat.    Verhandlg.  Konf.  (Eom)  1883,  p.  288. 

85)  Helmert,  Beitrage,  p.  77. 

86)  Perm.  Komm.  (Florenz)  1891,  p.  154;  Observations,  p.  10. 


8.  Der  Einfluss  cler  Aufhangung.  25 

pendel  von  5  kg  Gewicht  findet  er  bei  der  Amplitude  von  30'  einen 
Gleitbetrag  von  0,2  Mikron.  Er  setzt  auch  den  Unterschied,  den 
verschiedene  von  ihm  benutzte  Pendel  bei  der  Bestimmung  von  y 
zeigen,  wesentlich  auf  Rechnuug  des  Gleitens  der  Schneiden,  ob  mit 
Recht  oder  Unrecht,  mag  dahingestellt  bleiben. 

G.  Lorenzoni86*)  hat  durch  direkte  mikroskopische  Beobachtung 
der  aussersten  Schneidenquerschnitte  den  Mittelpnnkt  der  Bewegung 
festzustellen  gesucht. 

Der  Yerlauf  der  Amplitudenabnahme  wird  bei  den  gewohnlichen 
Pendeln,  so  lange  die  Amplitude  nicht  den  Betrag  von  einigen 
Graden  iibersteigt,  in  geniigender  Weise  dargestellt,  wenn  man  fiir 
die  Amplitude  a  den  Ansatz  macht87): 

(29)  '  *£-A  +  Ba+  Ga\ 

wo  A,  B,  C  Konstante  bedeuten.  Das  Glied  A  reprasentiert  die  von 
der  Geschwindigkeit  unabhangigen  Krafte,  die  ihren  Sitz  wesentlich 
an  der  Schneide  haben88);  die  Glieder  Ba  und  Ca2,  von  denen  das 
letztere  nur  bei  grosseren  Amplituden  in  Frage  kommt,  reprasentieren 
in  der  Hauptsache  den  Widerstand  des  umgebenden  Mediums  und  den 
Einfluss  der  Schneidenreibimg,  soweit  er  der  ersten  oder  zweiten 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Sie  entsprechen  in  der 
Differentialgleichung  (11)  der  Pendelbewegung  Gliedern  von  der  Ge- 

dtp  ,    /cZcp\2    s9\ 

stalt  x  •  -37     und     -T  x  •  (-37 1  •     ' 

at  \dt J 

Uber  die  Darstellung  grosserer  Reihen  von  Amplitudenbeobach- 
tungen  sei  folgendes  erwahnt.  Mehrere  in  der  Survey  of  India90)  an- 
gegebene  iiber  rund  22  Stunden  sich  erstreckende  Reihen  von  Ampli- 
tudenbeobachtungen  (Luftdruck  0,05  Atmospharen,  Amplitudengrenzen 
80'  und  5')  werden  geniigend  dargestellt 91) ,  wenn  man  in  (29)  A 
und  C  gleich  Null  setzt,  also  Abnahme  der  Amplitude  in  geometrischer 
Progression  annimmt.  Th.  v.  Oppolzer^  hat  mit  einem  Repsold'schen 
Reversionspendel  eine  Reihe  von  Amplituden  bei  gewohnlichem  Luft- 


86*)  Venezia  Istit.  Atti  (7)  5  (1893/94),  p.  9. 

87)  J.  F.  W.  Gronau,   Progr.    der    Johannisschule    Danzig    I860;    Peirce, 
Methods,  p.  33;  Th.  v.  Oppolzer,  Wien.  Ber.  86  (1882),  p.  713;  v.  Orff,  p.  65  (225); 
Lorenzoni,  Relazione,  p.  44. 

88)  A.  J.  F.  Yvon  Villarceau,  Paris,  Ann.  de  1'observ.,  Memoires  15  (1880), 
p.  B  1. 

89)  S.  D.  Poisson,  J.  e'c.  polytechn.  7  (1808),  p.  143  und  8  (1809),  p.  345. 

90)  Survey  of  India  5,  p.  127  u.  213. 

91)  v.  Orff,  p.  71  (231). 

92)  Citat  in  Fussn.  87. 
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drack  zwischen  den  Grenzen  130'  und  10'  beobachten  lassen;  er  findet, 
dass   die  Reihe,    die  sich   etwa  fiber  3  Stunden  erstreckt,   geniigend 
durch  die  Formel: 
(30)  a 


dargestellt  wird,  in  der  «0  die  Amplitude  zur  Zeit  t  =  0  bedeutet; 
er  setzt  also  B  und  C  in  (29)  als  von  Null  verschieden  voraus. 
Cli.  Defforges9y)  benutzt  zur  Darstellung  seiner  umfangreichen,  bei 
verschiedenem  Luftdruck  angestellten  Amplitudenbeobachtungen  samt- 
liche  drei  Konstanten  A,  B,  C.  Er  findet,  dass  B  der  Wurzel  aus 
der  Luftdichte  und  C  der  Luftdichte  selbst  proportional  ist;  in  Betreff 
der  Konstanten  A  glaubt  er  aus  seinen  Beobachtungen  schliessen  zu 
konnen,  dass  sie  wahrend  der  Amplitudenabnahme  sprungweise  Ande- 
rungen  erleidet  und  dass  diese  durch  Diskontinuitaten  in  der  Krum- 
mung  des  Schneidenquerschnitts  verursacht  seien. 

E.  Anding  hat  neuerdings  Beobachtungen  iiber  den  Einfluss  einer 
Neigung  der  Unteiiagsflache  angestellt;  er  sucht  das  abweichende 
Verhalten  eines  seiner  Pendel  durch  die  Annahme  zu  erklaren,  dass 
seine  Schneide  eine  ebene  Facette  besitzt94). 

Bei  der  Aufhangung  eines  Pendels  mittelst  Schneide  ist  es, 
sowohl  fiir  absolute  wie  fur  relative  Schwerkraftsmessungen,  von  der 
grossten  Bedeutung,  dass  die  Unterlagsflache  eben  und  die  Schneide 
gerade  ist.  Man  kann  die  Ebenheit  der  Schneide  einigermassen 
priifen,  wenn  man  sie  auf  eine  Planfliiche  auflegt  und  die  Lichtlinie 
zwischen  Schneide  und  Flache  beobachtet.  Hat  man,  wie  bei  dem 
Reversionspendel,  zwei  gleichartige  Schneiden,  so  legt  man  sie  mog- 
lichst  nahe  zusammen  und  zwar  einmal  so,  dass  die  beiden  durch  die 
Schneiden  gehenden  Mittelebenen,  welche  die  Schneidenkorper  halbieren, 
in  eine  Ebene  zusammenfallen,  und  zweitens  so,  dass  die  Mittel- 
ebenen  parallel  zu  einander  sind.  Misst  man  dann  an  verschiedenen 
Stellen  den  Abstand  mikroskopisch,  so  lassen  sich  dadurch  Ab- 
weichungen  von  der  Geradheit  im  Betrage  von  0,1  Mikron  feststellen. 


93)  Perm.  Komm.  (Freiburg)  1890,  p.  169. 

94)  Astr.  Nachr.  162  (1903),  p.  225.     Dass    eine    ebene    Facette    einen  sehr 
starken  Einfluss  besitzt,  wenn  man  die  Schneide  als  starr  voraussetzt,  hat  schon 
F.  W.  Bessel  gezeigt  (Sekundenpendel,  Beilage  IX,  p.  162).     Man   kann    aber, 
wenn  man  wie  E.  Anding  Facetten    von    einigen    Zehnteln   Mikron   Breite    in 
Betracht  zieht,  die  Hypothese,  dass  die  Schneide  starr  sei,  nicht  mebr  machen, 
was  auch  F.  R.  Helmert  (Beitrage,  p.  66)   betont  hat.     Jedenfalls   muss,  wenn 
die  Schneide  starke  Krummungsdiskontinuitaten  aufweist,   auch  eine  ungewohn- 
liche  Abhangigkeit  der  Schwingungsdauer  von  der  Amplitude  zu  Tage  treten, 
was  nicht  untersucht  ist. 
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Die  von  E.  Sdbine96}  bemerkte  Verschiedenheit  der  Schwingungs- 
zeiten  eines  Pendels  auf  zwei  verschiedenen  Unterlagen  aus  deinselben 
Material  (Achat)  diirfte  auf  Kriimmung  der  Schneide  und  der  Unter- 
lagsflachen  zuriickzufiihren  sein. 

0.  E.  Schiotzse)  hat  beobachtet,  dass  durch  Bodenerschiitterungen, 
die  vom  Wind  und  Strassenverkehr  herriihren,  die  Schwingungszeit 
seiner  Pendel  merklich  verringert  wurde,  und  bat  daraufbin  den  Ein- 
fluss  von  Bodenerscbtitterungen  eingebend  untersucht.  Er  findet,  dass 
die  angegebene  Wirkung  nicbt  direkt  von  periodiscben  Boden- 
bewegungen  berriihren  kann;  er  greift  desbalb  zu  der  Hypothese,  dass 
die  Bodenbewegungen  durch  Beeinflussungen  des  Stativmitschwingens 
wirken,  indem  sie  momentanes  Gleiten  der  Schneide  veranlassen  und 
dadurcb  momentan  das  Stativ  der  Wirkung  des  vom  Pendel  aus- 
geiibten  Horizontaldruckes  entziehen. 

Die  in  dieser  Nummer  besprochenen  Einfliisse  treten  weit  starker 
hervor,  wenn  der  Abstand  des  Schwerpunkts  von  der  Drebaxe  sehr 
gering  ist,  hauptsachlich  also  bei  den  Wagen.  Man  vergleiche  des- 
balb  Nr.  24  und  25,  wo  auch  uber  die  mathematische  Darstellung 
gestorter  Pendelschwingungen  berichtet  ist. 

9.  Die  Elastizitat  der  Pendel.  Der  Einfluss  der  Federkraft 
des  Fadens  auf  seine  Figur  und  die  Schwingungszeit  des  Faden- 
pendels  ist  bei  Bessel,  Sekundenpendel,  II.  Beilage,  untersucht;  den 
aus  der  Dehnbarkeit  des  Fadens  hervorgehenden  Einfluss  baben  bereits 
P.  Paoli  und  S.  D.  Poisson91}  ermittelt.  Beide  Einfliisse  kommen  bei 
der  in  Nr.  11  angegebenen  Methode  zur  Bestimmung  von  g  nicht  in 
Betracht.  Dass  auch  bei  Reversionspendeln  der  Einfluss  der  Elastizitat 
zu  beriicksichtigen  sei,  hat  C.  S.  Peirce98)  bemerkt;  seine  theoretischen 
Entwickelungen  sind  aber  (ebenso  wie  die  von  G.  Lorenzoni^)}  un- 
richtig.  Als  dann  spater  im  Geodatischen  Institut  zu  Potsdam  mit 
einem  stark  biegsamen  Reversionspendel  sehr  abweichende  Resultate 

95)  An  account  of  experiments  to   determine  the  figure  of  the  earth,  by 
means  of  the  pendulum  vibrating  seconds  in    different  latitudes  etc.     London 
1825,  p.  194. 

96)  Resultate  der  im  Sommer  1893  in  dem  nordlichsten  Teile  Norwegens 
ausgefiihrten  Pendelbeobachtungen  nebst  einer  Untersuchung  viber  den  Einfluss 
von  Bodenerschiitterungen  auf  die  Schwingungszeit  eines  Pendels,  Kristiania  1894. 

97)  P.  Paoli,  Modena,  Mem.  della  Soc.  ital.  di  scienze  14  (1809),  p.  225  und 
17  (1815),    p.  73;    S.  D.  Poisson,    Conn,    des    temps    pour    1833,    p.  41;    Pisati, 
p.  113. 

98)  U.  S.  Survey  (1884)  App.  16. 

99)  Venezia  Istit.  Atti  (7)  7  (1896),  p.  466  und  (7)  9  (1898),  p.  61. 


28     IV  ?•    Ph.  Furticanghr.     Mechanik  physiltalischer  Apparate:  I.  Das  Pen  del. 

erhalten   wurden,   hat  F.  Kidmen1*")   unabhangig   als  Ursache    clieser 
Abweichung  die  Elastizitat  des  Pen  dels  erkannt. 

Die  erste  vollstandige  theoretische  Behandlung  gab  F.B.Helmertm\ 
indem  er  fiir  die  durch  die  verlorcnen  Krafte  hervorgerut'enen  Ver- 
biegnngen  des  Pendelkorpers  die  Voraussetzungen  rnachte,  welche  die 
Technik  bei  Tragern  von  konstantem  Querschnitt  anwendet  (Existenz 
einer  neutralen  Faserschicht  u.  s.  w.).  Indem  er  ferner  noch  in  die 
Storungsglieder  die  Grossen  der  imgestorten  Bewegung  einfiihrt,  er- 
halt  er  als  erste  Naherung  das  folgende  Resultat.  Bedeutet  T'  die 
gestortc,  T  die  ungestorte  Schwingungsdauer  und  nimmt  man  die 
nach  unten  gerichtete  Langenaxe  des  Pendels  als  positive  #-Axe  mit 
dem  Koordinatenanfangspunkt  im  Drehpunkt,  so  gilt: 


wobei  dm  ein  Massenelement  bedeutet  und  die  Integration  fiir  i  fiber 
den  ganzen  Pendelkorper  zu  erstrecken  ist.  1/0  charakterisiert  die 
Grosse  der  Biegung  (rjQ  sin  cp  ist  direkt  die  Ausbiegung  der  Pendel- 
langsaxe  fiir  die  Elongation  <p)  und  ist  aus  folgender  Differential- 
gleichung  zu  ermitteln: 


in  der  das  Integral  von  der  Abscisse  a,  fiir  die  ?y0  ernjittelt  werden 
soil,  bis  zum  unteren  oder  oberen  Ende  des  Pendels  zu  erstrecken  ist, 
je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  Ferner  bedeutet  E  den 
Elastizitatsmodul  des  Pendels,  X  das  Tragheitsmoment  des  Quer- 
schnitts  mit  der  Abscisse  a  fiir  die  in  der  Mitte  des  Querschnitts 
verlaufende  zur  Pendelaxe  parallele  Axe,  und  die  Integrationskon- 
stanten  fiir  rjQ  sincl  so  zu  bestimmen,  dass  fiir  a  =  0  sowohl  r?0  als 

-r2  verschwinden. 
da 

Fiir  die  wenig  biegsamen  Reversionspendel  gibt  Helmert  eine 
Naherungsformel102)  fiir  die  Korrektion  der  Lange  des  Sekunden- 
pendels,  aus  der  folgt,  dass  diese  Korrektion  auch  fiir  die  steifen 
Bepsoltfsda.en  Reversionspendel  den  Betrag  von  einigen  Mikron  erreicht. 
Fiir  das  erwahute  stark  biegsame  Reversionspendel  des  Geodatischen 
Instituts  in  Potsdam  wurden  die  sich  ergebenden  Integrale  durch 
median  ische  Quadratur  ausgewertet.  Das  Resultat  (  —  366  Mikron), 


100)  Verhandlgn.  Konf.  (Berlin)  1895,  p.  60. 

101)  Beitrage  I;  Astr.  Nachr.  143  (1897),  p.  349. 

102)  Beitrage,  p.  14,  Formel  (42). 
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an  die  beobachtete  Liinge  des  Sekundenpendels  angebracht,  bringt 
dieselbe  in  geniigende  Ubereinstimmung  mit  anderen  Beobachtungen. 
Unter  etwas  allgemeineren  Voraussetzungen  hat  E.  Almansi103) 
das  Problem  von  neuern  behandelt;  seine  fur  idealisierte  Reversions- 
pendel  gultigen,  sehr  umstandlichen  Formeln  stimmen  indessen  inner- 
lialb  der  bereits  durch  die  Ungenauigkeit  der  Voraussetzungen  be- 
dingten  Genauigkeitsgrenze  mit  den  einfachen  Helmerfschen  Niiherungs- 
formeln  iiberein. 

10.  Der  Einfluss  der  Temperatur.  Der  Einfluss  der  Temperatur 
auf  die  Lange  und  die  Schwingungszeit  eines  Pendels  kann  als  linear 
gelten. 

Die  fur  die  Reduktion  von  Schwingungsdauerbeobachtungen  auf 
eine  Normaltemperatur  notige  Temper aturkonstante  wird  experimentell 
durch  Beobachtungen  bei  verschiedener  Temperatur  ermittelt.  Die 
Berechnung  derselben  aus  dem  Ausdehnungskoeffizienten  des  Materials. 
aus  dem  das  Pendel  hergestellt  ist,  ist  nicht  so  genau. 

Zeitliche  Temperaturschwankungen  sind  auf  ein  moglichst  ge- 
ringes  Mass  herabzudriicken,  da  sonst  die  verschiedene  Tragheit  der 
Pendel  und  der  Thermometer  gegeniiber  Temperaturanderungen  von 
Einfluss  wird104).  Es  ist  deshalb  ein  Rauni  mit  wenig  veriinder- 
licher  Temperatur  ein  Haupterfordernis  fiir  Schwerebestimnmngen, 
seien  es  absolute  oder  relative. 

Eine  Schichtung  der  Temperatur  mit  der  Hohe  liisst  sich  selten 
ganz  vermeiden;  rechnet  man  dann  mit  der  mittleren  Temperatur,  so 
ist  bei  den  Messungen  mit  dem  Reversionspendel  noch  eine  kleine 
Korrektion  anzubringen,  die  von  C.  S.  Peirceloy)  und  F.  E.  Helmert106) 
ermittelt  ist;  sie  betragt  unter  den  gewohnlichen  Verhaltnissen  nur 
einige  Zehntel  Mikron. 

103)  II  nuovo  Cimento  (4)  9  (1898),  p.  260;  10  (1899),  p.  85  u.  305. 

104)  Um  diesen  Einfluss  zu  vermindern,  hat  man  besondere  Thermometer, 
die    sogenannten    Pendelthermometer    konstruiert.     Vgl.  C.  A.  F.  Peters,   Perm. 
Komm.  (Paris)  1875,  p.  101.     Man   befestigt  das  Thermometer  an  einem  Metall- 
sti'ick,  das  die  gleiche  Gestalt  besitzt  wie  die  benutzten  Pendel  (,,dummy",  Survey 
of  India  5,  p.  [12]).     Besonders  giinstig  ist  es,   wenn  das  Quecksilbergefass  von 
einer  in  der  Pendelstange  befindlichen   Rohre   gebildet  wird.     Ist   die   zeitliche 
Temperaturanderung    gross,    so    muss    man    zur    Reduktion    die    vollstandigere 
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mentell   zu  bestimmende  Konstanten  bedeuten.     Vgl.  Survey  of  India  5,  p.  [95] 
und  ,,Schwcrkraft  von  Kolberg  bis  Schneekoppe",  p.  152  u.  194. 

105)  U.  S.  Survey  1885  App.  17,  p.  509. 

106)  Beitrage,  p.  92,  Formel  (71). 
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C)   Die  Methoden  zur  Bestiinmung  von  y  mit  Hilfe  des  Pendels. 

11.  Zwei  Fadenpendel  von  verschiedener  Lange.  Die  Unsicher- 
heit    in    der    Langenmessung    bei    clem    Fadenpendel  wird  vermieden, 
wenn  man  nach  einem  Vorschlage   von  J.  WJiitelmrst101^)   zwei    sonst 
gleiche  Fadenpendel  von  verschiedener  Lange  benutzt.     Die  Beobach- 
tung  der  Schwingungszeiten  beider  Pendel  und  ihrer  Langendiff'erenz 
gestattet   die   Berechmmg  von  g.     Die  Ubertragung   der   angegebenen 
Beobachtungsmethode   ins  Praktische  durch  F.  W.  Bessel™8) ,    der  sie 
selbstiindig    gefunden    hatte,    ist    eine    epochemachende    Leistung    auf 
dem   Gebiete    der    absoluten   Schwerkraftsmessungen.     Uber    die   Aus- 
fiihrung  der  Langenmessung,    bei   der  eine  Toise  direkt  als  Endmass 
benutzt  wurde,  vgl.  Besscl,  Sekundenpendel,  p.  20.    Bei  der  angegebenen 
Methode   fallt  auch  der  Einfluss   des  Mitschwingens   der  Aufstellung 
und   der  Einfluss   der  Aufhangung  fort.     Uber   die  Bestimmung  des 
Lufteinflusses  vgl.  Nr.  6. 

12.  Das    symmetrisclie    Reversionspendel.      Das    Prinzip    des 
Reversionspendels    beruht    auf     dem    von    Chr.    Huygens    entdeckten 
Satze,  dass  ein  Pendel  die  gleiche  Schwingungsdauer  hat,  wenn  man 
es  um  seine  Drehungsaxe  oder  um  eine  durch  den  Schwingungsmittel- 
punkt  zu  ihr  parallel  gelegte  Axe  schwingen  lasst.    Daraus  folgt,  dass 
man   die   zu   einer  bestimmten  Schwingungsdauer  gehorige  matheina- 
tische  Pendellange  direkt  sichtbar  machen  kann,  wenn 'man  ein  Pendel 
konstruiert,    das  um   zwei  parallele,    mit  dem  Schwerpunkt  in   einer 
Ebene,    aber    in    verschiedenem   Abstand   von  ihm   liegende  Axen  die 
gleiche   Schwingungsdauer  hat.     Der  Abstand  der    beiden   Schneideu- 
axen    ist    dann    gleich    der    Lange   des  mathematischen    Pendels,   das 
dieselbe  Schwiugungsdauer  wie  das  Reversionspendel  hat. 

Das  erste  Reversionspendel  ist  von  H.  Kater™}  in  der  Weise 
konstruiert,  dass  er  ein  Schiebegewicht  zur  Herstellung  gleicher 
Schwingungszeiten  um  die  beiden  Schneiden  anbrachte.  Das  prak- 
tisch  weit  brauchbarere  Verfahren,  kleine  Differeuzen  der  Schwingungs- 


107)  An    attempt    toward    obtaining    invariable    measures    of   length    etc., 
London  1787. 

108)  Bessel,  Sekundenpendel. 

109)  Vgl.  Fussn.  4.     Beschreibungen  von  Reversionspendelapparaten  tindet 
man  in  Astr.-geodat.  Arbeiten  im  Jahre  1870,  Publ.  Preuss.  Geod.  Inst.,  Leipzig  1871, 
p.  110;    Lorenzoni,  Relazione,   p.  77;    Defforges,   Observations,    p.  26;    Helmert, 
Beitrage,   p.  32;    /.  M.  Barraquer,    Madrid,    Mem.   del   inst.   geogr.  y   estad.   8 
(1889),  p.  9. 
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an  die  beobachtete  Lange  des  Sekundenpendels  angebracht,  bringt 
dieselbe  in  geniigende  Ubereinstimmung  mit  anderen  Beobachtungen. 
Unter  etwas  allgemeineren  Voraussetzungen  hat  E.  Almansim) 
das  Problem  von  neuem  behandelt;  seine  fur  idealisierte  Reversions- 
pendel  giiltigen,  sehr  unistandlichen  Formeln  stimmen  indessen  inner- 
halb  der  bereits  durch  die  Ungenauigkeit  der  Voraussetzungen  be- 
dingten  Genauigkeitsgrenze  mit  den  einfachen  Helmerfschen  Niiherungs- 
formeln  iiberein. 

10.  Der  Einfluss  der  Temperatur.  Der  Einfluss  der  Temperatur 
auf  die  Lange  und  die  Schwingungszeit  eines  Pendels  kann  als  linear 
gelten. 

Die  fur  die  Reduktion  von  Schwingungsdauerbeobachtungen  auf 
eine  Normaltemperatur  notige  Temperaturkonstante  wircl  experimentell 
durch  Beobachtungen  bei  verschiedener  Temperatur  ermittelt.  Die 
Berechnung  derselben  aus  dem  Ausdehnungskoeffizienten  des  Materials; 
aus  dem  das  Pendel  hergestellt  ist,  ist  nicht  so  genau. 

Zeitliche  Temperaturschwankungen  sind  auf  ein  mogiichst  ge- 
ringes  Mass  herabzudrucken,  da  sonst  die  verschiedene  Tragheit  der 
Pendel  und  der  Thermometer  gegeniiber  Temperaturanderungen  von 
Einfluss  wird104).  Es  ist  deshalb  ein  Rauni  mit  wenig  veriinder- 
licher  Temperatur  ein  Haupterfordernis  fur  Schwerebestimmungen, 
seien  es  absolute  oder  relative. 

Eine  Schichtung  der  Temperatur  mit  der  Hohe  lasst  sich  selten 
ganz  vermeiden;  rechnet  man  dann  mit  der  mittleren  Temperatur,  so 
ist  bei  den  Messungen  mit  dem  Reversionspendel  noch  eine  kleine 
Korrektion  anzubringen,  die  von  C.  S.  Peirce105)  und  F.  R.  Nelmert106) 
ermittelt  ist;  sie  betragt  unter  den  gewohnlichen  Verhaltnissen  nur 
einige  Zelmtel  Mikron. 


103)  II  nuovo  Cimento  (4)  9  (1898),  p.  260;  10  (1899),  p.  85  u.  305. 

104)  Um  cliesen  Einfluss  zu  vermiudern ,  hat  man  besonclere  Thermometer, 
die    sogenannten    Pendelthermometer    konstruiert.     Vgl.  C.  A.  F.  Peters,  Perm. 
Komm.  (Paris)  1875,  p.  101.     Man   befestigt  das  Thermometer  an  einem  Metall- 
stvick,  das  die  gleiche  Gestalt  besitzt  wie  die  benutzten  Pendel  (,,dummy",  Survey 
of  India  5,  p.  [12]).     Besonders  gunstig  ist  es,   wenn  das  Quecksilbergefass  von 
einer  in  der  Pendelstange  befindlichen  Rohre  gebildet  wircl.     Ist   die   zeitliche 
Temperaturanderung    gross,    so    muss    man    zur    Reduktion    die    vollstandigere 
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mentell    zu  bestimmende  Konstanten  bedeuten.     Vgl.  Survey  of  India  5,  p.  [95] 
und  ,,Schwcrkraft  von  Kolberg  bis  Schneekoppe",  p.  152  u.  194. 

105)  U.  S.  Survey  1885  App.  17,  p.  509. 

106)  Beitrage,  p.  92,  Formel  (71). 
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C)   Die  Metlioden  zur  Bestiinmung  von  y  mit  Hilfe  des  Pendels. 

11.  Zwei  Fadenpendel  von  verschiedener  Lange.  Die  Unsicher- 
heit    in    der    Langenmessung    bei    dem    Fadenpendel  wird  vermieden, 
wenn  man  nach   einem  Vorschlage   von  J.  Whitehurst101)   zwei    sonst 
gleiche  Fadenpendel  von  verschiedener  Lange  benutzt.     Die  Beobach- 
tung  der  Schwingungszeiten  beider  Pendel  und  ihrer  Langendifferenz 
gestattet   die   Berecbnung  von  g.     Die  Ubertragung   der   angegebenen 
Beobachtungsinethode   ins  Praktische  durch  F.  W.  Bcssel™8),    der  sie 
selbstandig    gefunden    hatte,    ist    eine    epochemachende    Leistung    auf 
dem   Gebiete    der    absoluten   Schwerkraftsmessungen.     Uber    die   Aus- 
fiihrung  der  Langeumessung,    bei   der  eine  Toise  direkt  als  Endmass 
benutzt  wurde,  vgl.  Bessd,  Sekundenpendel,  p.  20.    Bei  der  angegebenen 
Mothode   fallt  auch  der  Einfluss   des   Mitschwingens   der  Aufstellung 
und   der  Einfluss   der  Aufhangung  fort.     Uber  die  Bestimmung  des 
Lufteinflusses  vgl.  Nr.  6. 

12.  Das    symmetrische    Reversionspendel.      Das    Prinzip    des 
Reversionspendels    beruht    auf     dem    von    Chr.    Huygens    entdeckten 
Satze,  dass  ein  Pendel  die  gleiche  Schwingungsdauer  hat,  wenn  man 
es  um  seine  Drehungsaxe  oder  um  eine  durch  den  Schwingungsmittel- 
punkt  zu  ihr  parallel  gelegte  Axe  schwingen  liisst.    Daraus  folgt,  dass 
man   die   zu   einer  bestimmten  Schwingungsdauer  gehorige  mathema- 
tische  Pendellange  direkt  sichtbar  machen  kann,  wenn  man  ein  Pendel 
konstruiert,    das  um   zwei  parallele,    rnit   dem  Schwerpunkt  in   einer 
Ebene,    aber    in   verschiedenem   Abstand   von  ihm   liegende  Axen  die 
gleiche   Schwingungsdauer  hat.     Der  Abstand  der    beiden   Schneiden- 
axen    ist    danu    gleich    der    Lange   des  mathematischen    Pendels,   das 
dieselbe  Schwingungsdauer  wie  das  Reversionspendel  hat. 

Das  erste  Reversionspendel  ist  von  H.  Katerm]  in  der  Weise 
konstruiert,  dass  er  ein  Schiebegewicht  zur  Herstellung  gleicher 
Schwingungszeiten  um  die  beiden  Schneiden  anbrachte.  Das  prak- 
tisch  weit  brauchbarere  Verfahren,  kleine  Differenzen  der  Schwingungs- 


107)  An    attempt    toward    obtaining    invariable    measures    of   length    etc., 
London  1787. 

108)  Bessel,  Sekundenpendel. 

109)  Vgl.  Fussn.  4.     Beschreibungen  von  Reversionspendelapparaten  findet 
man  in  Astr.-geodat.  Arbeiten  im  Jahre  1870,  Publ.  Preuss.  Geod.  Last.,  Leipzig  1871, 
p.  110;    Lorenzoni,  Relazione,  p.  77;    Defforges,   Observations,    p.  26;    Helmert, 
Beitrage,    p.  32;    J.  M.  Barraquer,   Madrid,    Mem.   del   inst.   geogr.   y  estad.   8 
(1889),  p.  9. 
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zeiten  um-  die  beiden   Schneiden  reclmerisch   zu  beriicksichtigen,   ist 
bereits  von  J.  Bohnenberger110)  angegeben. 

Bezeichnet  man  die  Schwerpunktsabstande  der  beiden  Schneiden 
mit  hi}  A2,  die  Schwingungszeiten  uni  die  beiden  Schneiden  mit 
T1}  jP2,  wobei  sich  der  Index  1  auf  die  vom  Schwerpunkt  entferntere 
Schneide  bezieht,  so  gilt  fur  die  Schwingungsdauer  x  eines  mathe- 
matischeu  Pendels  von  der  Lange  des  Schueidenabstandes  A  des 
Reversionspendels  : 


/Q0\  ,2  _          1       1  2  _  -j  (T1  T  2\ 

hi-h,  ~  M  (\-JiJ  ^1   " 

wenn  Mt  die  Masse  der  vom  Pendel  verdrangten  Luft,  M  die  Masse 
des  Pendels  und  Jtt  den  Abstand  des  Schwerpunkts  der  verdrangten 
Luft  von  der  Drehungsaxe  bedeutet.  Statt  der  vorstehenden  Pormel 
kann  man  die  bequemere  Naherungsformel: 

(34)  r==ri_h(r1_ra).^^m) 

benutzen,  so  lange  (Tt  —  T8)  <  1,5  •  10  ~4  •  Tt  ist.  Fur  grossere  Diffe- 
renzen  Tt  —  T2  sind  in  der  letzten  Formel  auf  der  rechten  Seite 
noch  die  Glieder: 

/•QKN  1    f     ^1^2        rm  m  \g  _|  ~~L^1        (T  2         T  2\~\ 

-^L^r-^1"    ^  ~M~(\~=riti(i  ' 

hinzuzufugen. 

Die  Vorteile  des  Reversionspendels  kommen  erst  zur  vollen  Gel- 
tung  durch  die  symnietrische  Form,  die  ihm  F.  W.  Sessel11^  gegeben 
hat,  weil  dadurch  der  Lufteinfluss  eliminiert  wird.  Um  Symmetric 
der  Form  herzustellen  und  gleichzeitig  zu  vernieiden,  dass  der  Schwer 
punkt  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Schneiden  liegt,  hat  F.  W.  Bessel 
an  den  Enden  des  Pendels  zwei  Gewichte  von  gleicher  zylindrischer 
Gestalt  angebracht  (bei  A  in  der  Figur),  von  denen  das  eine  hohl 
und  das  andere  voll  ist.  Ch.  Defforges™}  hat  noch  die  weitere  Ver- 
besserung  hinzugefiigt,  dass  er  die  beiden  zylindrischen  Gewichte  in 


110)  Vgl.  auch  Briefwechsel  zwischen  C.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher, 
Altona  1860,  Bd.  2,  p.  3. 

111)  Man  erkennt  aus  dieser   Formel    zugleich,    dass    das  Verhaltnis    der 
Schwerpunktsabstande  hv ,  hz  nicht  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmt  zu  werden 
braucht.    Eine  Beschreibung  des  zur  Schwerpunktsbestimmung  benutzten  Appa- 
rates  findet  man  in  Astr.-geodat.  Arbeiten  im  Jahre  1870,    Publ.  Preuss.  Geod. 
Inst.  Leipzig  1871,  p.  92;  Lorenzoni,  Relazione,  p.  92. 

112)  Astr.  Nachr.  30  (1849),  p.  1. 

113)  Observations,  p.  26. 
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das  Innere  des  Pendelmantels  veiiegte;  dadurch  ist 
noch  leichter  voile  Gleichheit  der  ausseren  Form 
vor  und  nach  der  Reversion  zu  erzielen.  Man  ver- 
gleiche  die  beiden  nebenstehenden  Figuren,  die  ein 
Besscl-Re2JSol(fsches  (rechts)  und  ein  Deff&rycs'sches 
Reversionspeudel  (links)  mit  1  m  Schneidenabstaud 
in  yio  der  natiirlichen  Grosse  wiedergeben.  Bei  B 
sitzen  die  beiden  Schneidenhalter  mit  den  Schneiden. 

13.    Die  Messung   des    Schneidenabstandes. 
Da    fur    die    Lange    des    Sekundenpendels    L    die 
Gleichung: 
(36)  L  =  A 

besteht,  so  ist  zur  Ermittelung  von  L  ausser  T 
noch  der  Schneidenabstand  A  zu  bestiminen,  was 
meistens  durch  Vergleichung  desselben  mit  einem 
Massstab  im  Vertikalkomparator  geschieht.  Von 
grosser  Wichtigkeit  f'iir  die  Exaktheit  dieser 
Langenmessung  ist  die  richtige  Beleuchtung  der 
Schneiden.  Bereits  H.  Katerlu)  hat  beobachtet, 
dass  sich  ein  verschiedener  Schneidenabstand  er- 
gibt,  je  nachdem  mit  hellen  Schueiden  auf 
dunklem  Hintergrunde  oder  umge'kehrt  beobachtet 
wird.  Die  Ursache  dieser  Erscheinung  ist  zum 
Teil  in  Irradiationseinfliissen  gesucht  worden,  zum 
Teil  dein  Umstande  zugeschrieben,  dass  bei  ver 
schiedener  Beleuchtung  verschiedene  Teile  der 
Schneide  reflektieren115);  vgl.  dazu  die  Bemer- 
kungen  von  F.  E.  Helmert,  Beitrage,  p.  50—52, 
der  eine  bei  richtiger  Beleuchtung  am  Rande  der 
Schneide  sich  bildende  sehr  schinale  Linie  als 
Einstellungsobjekt  empfiehlt.  Bei  den  in  den  letzten 
Jahreii  im  Geodiitischen  Institut  zu  Potsdam116) 
angestellten  Schwerkraftsmessungen  ist  die  Be- 


114)  Kater,  Pendulum,  p.  58. 

115)  W.  J.  Heaviside,  Survey  of  India  5,  p.  220;    Ch.  Defforges,  Bull.  Soc. 
phys.   de  France  (1888),  p.  142;    Ih.  v.  Oppolzer,  Verhandlg.  Konf.  (Rom)  1883, 
Annex  Via,  p.  12;  Lorenzoni,  Relazione,  p.  96. 

116)  Vorliiufige  Angaben  fiber  diese  Messungen  findet  man  in  den  Berichten 
iiber    die    Tatigkeit    des    Zentralbureaus    der    Internationalen    Erdmessung    im 
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leuchtung  derartig  gewahltworden,  dass  Schneide  und  Hintergrund  mog- 
lichst  gleich  hell  erscheinen;  die  sich  gut  markierende  Grenze  wurde 
dann  mit  dem  Doppelfaden  des  Mikroskops  eingestellt.  Man  ver- 
meidet  die  angegebene  Schwierigkeit,  wenn  man,  anstatt  die  Schneiden 
im  Pendel  anzubringen  und  das  Pendel  dann  auf  einer  ebenen  Flache 
schwingen  zu  lassen,  umgekehrt  ebene  Flachen  im  Pendel  anbringt 
und  das  Pendel  auf  einer  festen  Schneide  schwingen  lasst117).  Die  an 
Stelle  der  Schneiden  in  das  Pendel  eingesetzten  prismenartigen  Korper 
mit  den  angeschliffenen  ebenen  Flachen  tragen  diesen  parallele  Striche 
auf  den  Seitenflachen.  Der  Abstand  dieser  Striche  wird  gemessen 
einmal,  wenn  die  Prismen  sich  im  Pendel  befinden  und  zweitens, 
wenn  sie  mit  den  ebenen  Schwingungsflachen  aneinander  gelegt  sind. 
Die  Diiferenz  beider  Messungen  liefert  den  Abstand  der  Schwingungs 
flachen.  Im  iibrigen  vgl.  man  iiber  die  Elimination  eines  konstanten 
Langenmessungsfehlers  Nr.  15  b. 

Bei  Messungen  im  Vertikalkomparator  ist  noch  zweierlei  zu  be- 
achten,  namlich  erstens,  dass  der  Massstab,  dessen  Untersuchung  in 
horizontaler  Lage  ausgefuhrt  wird,  in  vertikaler  Stellung  eine  Ver- 
kiirzung  durch  sein  eigenes  Gewicht  erleidet118),  und  zweitens,  dass 
das  Pendel  vor  und  nach  der  Reversion  infolge  der  verschiedenen 
Dehnung  einen  etwas  verschiedenen  Schneidenabstand  hat.  Man 
rechnet  mit  dem  Mittel  der  beiden  gemessenen  Schneidenabstande. 
(Vgl.  Nr.  14.)  Wenn  das  Pendel  schwingt,  werden  die  Schneiden 
zusammengedruckt 119) ;  bei  den  Langenmessungen  wird  dagegen  der 
Abstand  der  undeformierten  Schneiden  ermittelt.  Es  ist  nicht  notig, 
deshalb  eine  Korrektion  anzubringen120). 

Die  Genauigkeit  der  Langenmessungen  ist,  von  systernatischen 
Fehlern  abgesehen,  ungefahr  von  der  Grossenordnung  1  Mikron. 

14.    Spezielle  Fehlerquellen  des  Beversionspendels. 

1)    Verschiedene  Krilmmung   der  beiden   Schneiden.     (Vgl.  Nr.  8, 

Jahre  1898,  1899,  1900,  1901,  1902,  1903  und  in  den  Jahresberichten  des  Direktors 
des  Kgl.  Geodatischen  Instituts  von  1898/99  an  bis  1903/04. 

117)  Der  erste   derartige  Vorschlag  ist  von  H.  de  Prony  in  einem  bereits 
1800  verfassten,   aber  erst  1889  in  Collection  4,  p.  65   publizierten  Memoire  ge- 
macht.    Die  Prioritat  kommt  F.Baily  zu  (Lond.  Phil.  Trans.  122  (1832),  p  417), 
der  zuerst  ein  derartiges  Pendel  konstruierte.    T.  C.  Mendenhall  (Determinations 
of  gravity,  p.  530   und  Amer.  J.  of  science  (3)  45  (1893),  p.  144)   hat   zuerst  die 
Verwendung  dieser  Anordnung  fur  das  Eeversionspendel  vorgeschlagen. 

118)  Helmert,  Beitrage,  p.  90,  Formel  (68). 

119)  Den  Betrag  der  Zusammendruckung  hat  J.  M.  Barraquer  zu  ermitteln 
versucht,  vgl.  Madrid,  Mem.  del  inst.  geogr.  y  estad.  8  (1889),  p.  414. 

120)  Helmert,  Beitrage,  p.  67. 

Encyklop.  A.  math.  Wisseuach.     IV  1,  TI.  3 
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Formel  (27)  und  (28).)  Man  kann  den  Einfluss  der  verschiedenen 
Schneidenkriimmung  eliminieren,  wenn  man,  wie  bereits F.  W.Bessel12r) 
angegeben  hat,  die  Schneiden  vertauscht.  Besser  ist  in  dieser  Beziehuiig 
wohl  noch  die  Vertauschung  der  Gewichte,  da  kierdurch  nicht  nur  der 
Schneideneinfluss,  sondern  eventuell  auch  ein  Rest  des  Lufteinflusses, 
der  infolge  von  Unsyinmetrie  des  Pendels  iibrig  geblieben  ist,  elimi- 
niert  wird,  und  zwar  ist  es  am  giinstigsten,  wenn  die  Vertauschung 
der  Gewichte  (wie  bei  Ch.  Defforges™*))  im  Innern  des  Pendelmantels 
erfolgen  kann. 

Da  die  Krummung  des  Schneidenquerschnitts  im  allgemeinen 
nicht  konstant  ist,  so  ist  zur  Elimination  des  Einflusses  der  Schneiden 
kriimmung  notwendig,  dass  die  Beobachtungen  vor  und  nach  der 
Reversion  bei  gleicher  Amplitude  ausgefiihrt  werden.  Da  nun  die 
Dampfung,  wenn  das  hohle  Gewicht  unten  ist,  etwa  im  Verhaltnis 
\  ''  \  grosser  ist  als  wenn  das  hohle  Gewicht  oben  ist,  so  steht  zur 
Bestimmung  von  T2  auch  eine  entsprechend  kleinere  Beobachtungs- 
zeit  als  zur  Bestimmung  von  Tx  zur  Verfiigung.  Diese  Verteilung  der 
gesamten  Beobachtungszeit  auf  2\  und  T2  ist  auch  insofern  giinstig, 
als  dadurch  der  mittlere  Fehler  von  r  annahernd  zu  einem  Minimum 
gemacht  wird128). 

Es  ist  noch  hinzuzufiigen,  dass  durch  Symmetriefehler  des  Pendels 
(wenn  z.  B.  der  Schwerpunkt  des  Pendels  nicht  in  der  Ebene  der 
beiden  Schneiden  liegt)  die  Elimination  des  Einflusses'  der  Schneiden 
kriimmung  auch  bei  Innehaltung  gleicher  Ainplitudengrenzen  illuso- 
risch  werden  kann.  Ebenso  ist,  wenn  der  genannte  Einfluss  durch 
Schneidenvertauschung  eliminiert  werden  soil,  zu  priifen,  ob  die 
Widerlagsflachen  der  Schneidenhalter  in  der  Richtung  quer  zu  den 
Schneiden  parallel  sind124). 

2)  Die  geometrischen  Bedingungen  fur  das  Eeversionspendel  Die 
geometrischen  Bedingungen,  die  ein  Reversionspendel  zu  erfullen  hat, 
sind  nicht  immer  geniigend  beachtet  worden. 

Von  einem  richtigen  Reversionspendel  werden  folgende  Eigeu- 
schaften  vorausgesetzt 125) : 


121)  Sekundenpendel  Nr.  25. 

122)  Observations,  p.  26. 

123)  Helmert,  Beitrage,  p.  48  Anmerk.    In  Bezug  auf  die  Abhaiigigkeit  der 
Dampfung  vom  Schwerpunktsabstande  vgl.  man  z.  B.  J.  M.  Barraquer,  Madrid, 
Mem.  del  inst.  geogr.  y  estad.  8  (1889),  p.  257. 

124  Helmert,  Beitrage,  p.  67. 

125)  J.  W.Lubbock,  Lond.   Phil.   Trans.   120  (1830)  I,   p.  201;    v.  Oppoher, 
Bericht,  p.  9  u.  45;    Lorenzoni,  Relazione,  p.  103;    Helmert,  Beitrage  p.  58—01. 
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a)  die  beiden  Drehaxen  miissen  parallel  sein. 

b)  Die  Ebene  der  beiden  Drehaxen  muss   den  Schwerpunkt  ent- 
halten. 

c)  Die  aussere  Form  des  Pendels  muss  in  bezug  auf  beide  Schnei- 
den  symmetrisch  sein. 

Tiber  die  Abweichungen,  die  bei  den  einzelnen  Bedingungen  zu- 
lassig  sind,  und  iiber  die  Art  und  Weise,  wie  sie  zu  ermitteln  sind, 
vgl.  Helmert,  Beitrage  III,  §  3  und  4. 

3)  Einfluss  der  Dehnung  des  Pendeh.  Der  Zustand  des  Reversions- 
pendels  ist  infolge  seiner  Elastizitat  vor  und  nach  der  Reversion  ein 
anderer,  weil  die  Masse  unsymmetrisch  verteilt  ist.  Rechnet  man  mit 
dem  Mittel  der  beiden  Schneidenabstande,  die  fur  voiles  Gewicht  oben 
und  unten  gelten,  so  ist  infolge  der  Dehnung  des  Pendels  die  berech- 
nete  Lange  L  des  Sekundenpendels  um  den  Betrag126): 

(37)  L-8I\ 

zu  korrigieren,  wobei  dA  die  Differenz  ,,Mittel  der  Schneidenabstande 
ia  vertikaler  Lage  des  Pendels  minus  Schneidenabstand  in  horizon- 
taler  Lage"  bedeutet. 

15.    Benutzung   von   zwei  Reversionspendeln. 

a)  von  yleicher  Lange  und  verschiedenem  Gewicht.    Th.  v.  Oppolzer 
hat  zu  seinen  absoluten  Schwerkraftsmessungen  in  Wien  zwei  Rever- 
sionspendel  von  gleicher  Lange   und   verschiedenem    Gewicht   benutzt, 
durch   deren  Kombination  das  Mitschwingen  der  Aufstellung  und  ver- 
schiedene  Einniisse,  die  von  der  Schneidenbewegung   und  den  storen- 
den  Kraften  an  der   Schneide  herriihren,   eliminiert   werden   konnen; 
seine    Beobachtungen    sind    aber    noch    nicht    in   extenso    publiziert. 
Sind  M!  und  Mn  die  Massen  der  beiden  Pendel  und  Lr  und  Lu  die 
mit  beiden  erhaltenen  Resultate  fiir  die  Lange  des  Sekundenpendels, 
so  ist  zu  setzen: 

M 

(38)  £==i/+  '(£,-£„). 

mil  1VLI 

Giinstiger  als  die  eben  angegebene  Methode  ist  wohl  die,  welche 
Ch.  Defforges121)  vorgeschlagen  und  ausgefiihrt  hat,  nilmlich  zwei  Re- 
versionspendel 

b)  von  gleichem   Gewicht  und   verschiedener  Lange   zu    benutzen, 

126)  Helmert,  Beitrage,  p.  91,  Formel  (70)  und  (70*).    Vergl.  auch  Astron.- 
geodat.  Arbeiten  in  den  Jahren  1872,    1869  u.  1867,   Publ.  Preuss.  Geod.  Inst. 
Leipzig  1874,  p.  215. 

127)  Observations  III,  p.  21. 

3* 
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weil  durch  deren  Kombination  auch  noch  ein  konstanter  L'angen- 
raessungsfehler  eliminiert  wird.  Sind  A/  und  A//  die  Schneiden- 
abstande  der  beiden  Pendel  und  haben  LI  und  LH  dieselbe  Bedeutung 
wie  oben,  so  ist  zu  setzen: 

A// 
i  -r  A/— A~  ' 

16.  Resultate  einiger  absoluten  Schwerkraftsmessungen.  Zam 
Schluss  fassen  wir  noch  die  Resultate  einiger  absoluten  Schwerkrafts 
messungen  in  der  folgenden  Tabelle128)  zusamraen. 


Beobachter. 


Beobachtuno;sort. 


<J 

g  \  durch  relative 

am  Beobach-  i     Messungen 
tungsort.        nach  Potsdam 
ubertragen. 


F.  W.  Bessel 

H.  Ch.  Sdinmachcr 

C.  F.  W.  Peters 


Berlin,  Konigsberg, 
Giildenstein. 


G.  Pisati  und 
E.  Pucci 


Horn 


G.  Lorenzoni 


Th.  v.  Oppolzer 


Ch.  Deft'orges 


J.  M.  Barraquer 


F.  Kutinen  und 
Ph.  Furtwanyler 


Padua 


981  ,'25-t 


'.)81.270 


980,648  (J8i,2GU 


Wien 

(Tiirkenschanze) 


980,802 


Paris 
(Observatoire) 


Madrid 


Potsdam 

((aeodat.  Institut) 


980,970 


979,977 


981,27.'* 


981,288 


981,300 


981,270 


981,27.!J 


Wir    bemerken   zu   der  Tabelle,    dass    die  Bestimmungen   in  den 
ersten  beiden  Zeilen    mit  Faderipendeln,   die  ubrigen  mit  Reversions- 


128)  Die  Angaben  sind  zum  Teil  dem  von  F.  K.  Hehnert  erstatteteu  Bericht 
uber  die  relativen  Messungen  der  Schwerkraft  init  Pendelapparaten,  Verhandlgn. 
Konf.  (Paris)  1900,  Bd.  2,  p.  139  entnommen. 
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pendeln  ausgefiihrt  sind.  Das  von  G.  Lorenzoni  erhaltene  Resultat 
ist  vora  Verfasser  um  -|-  0,055  korrigiert,  um  eine  falschlich  angebrachte 
Amplitudenreduktion 129)  (riduzione  all'amplitudine  zero)  riickgangig 
zu  machen;  der  Deff&rges'sche  Wert  ist  von  F.  E.  Helmertm)  um 
—  0,030  wegen  der  Elastizitat  der  Pen  del  korrigiert,  das  Resultat  von 
Lorenzoni  und  v.  Oppolzer  aus  demselben  Grunde  um  —  0,004.  Das 
Ergebnis  der  Barraquer'schen  Messungen  ist  vom  Verfasser,  um  die 
Elastizitat  der  Pendel  zu  beriicksichtigen  und  infolge  anderer  Zu- 
sammenfassung  der  Beobachtungen,  um  0,039  verkleinert  worden. 


II.    Die  Wage. 

17.  Einleitung.  Im  folgenden  soil  nur  die  ylcicharmiye  Balkcn- 
ivagc  mit  Gehangen,  die  allein  zu  Prazisionswagungen  benutzt  wird, 
in  zwei  Abschnitten  bebandelt  werden,  von  denen  der  erste  die  Theorie 
der  Wage,  der  zweite  die  Theorie  der  Wdgung  umfasst.  Es  mag 
gleich  darauf  hingewiesen  werden,  dass  sich  diese  ausserliche  Trennung 
inhaltlich  nicht  ganz  scharf  durchfiihren  lasst,  da  die  beiden  Abschnitte 
in  engster  Wechselbeziehung  stehen.  Technische  Details  der  Wagen- 
konstruktion,  die  gerade  bei  der  Prazisionswage  eine  hervorragende 
Rolle  spielen,  konnten  mit  Riicksicht  auf  den  Zweck  des  Artikels  und 
den  verfiigbaren  Raum  nur  gestreift  werden. 

A)  Theorie  der  Wage, 

IS.  Prinzip  der  Wage.  Die  Benutzimg  der  Wage  zu  Massen- 
vergleichungen  beruht  auf  dem  schon  Archimedes  bekannten  Prinzip 
des  Hebels,  aus  dem  sich  die  Hauptbedingungen  fiir  das  richtige 
Funktionieren  einer  Wage  ergeben.  Hieriiber,  sowie  iiber  die  ge- 
brauchlichen  Bezeichnungen  der  Wagenteile,  die  im  folgenden  als  be- 
kannt  vorausgesetzt  werden,  vergleiche  man  die  Lehrbiicher  der  Experi- 
mentalphysik 131).  Es  sei  gleich  noch  bemerkt,  dass  eine  Wagung 
nicht  eigentlich  eine  Massenvergleichung,  sondern  eine  Vergleichung 
von  Drehungsmomenten  ist.  Der  Ubergang  von  den  Drehungsmo- 
menten  zu  den  Massen  ist  in  Nr.  30  besprochen. 

19.  Empfindlichkeit.  Man  versteht  unter  Empfindlichkeit  einer 
Wage  gewohnlich  die  Veranderung  der  Gleichgewichtslage,  die  ein 


129)  Eelazione,  p.  206.  130)  Beitrage,  p.  15. 

131)  Die  erste  ausfuhrlichere  Theorie  der  Wage  hat  L.  Elder  gegeben:  De 
bilancibus,  Petrop.  Comm.  10  (1747). 
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bestimmtes  Zulagegewicht  (meistens  1  nag)  hervorruft.  Fiir  eine  ideale 
Wage,  deren  Axen  parallel  sind  und  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen,  wenn  die  unbelastete  Wage  im  Gleichgewicht  ist,  gilt: 


Hier  bedeutet  M  die  Masse  des  Balkens,  s  den  Abstand  seines  Schwer- 
punktes  von  der  Drehaxe,  p  das  Zulagegewicht,  a  die  Lange  des- 
jenigen  Balkenarmes,  auf  dessen  Seite  das  Zulagegewicht  hinzugefugt 
wird,  und  d  den  Ausschlag  der  Wage. 

Die  Frage  nach  der  geeignetsten  Balkenlange  und  Empfindlichkeit 
ist  nicht  lediglich  auf  Grund  von  Formel  (40)  zu  beantworten,  sondern 
es  ist  zu  beachten,  dass  eine  Wage  auch  geniigend  stabil  sein  muss, 
und  dass  die  Wagungsoperationen  nur  kurze  Zeit  erfordern  diirfen, 
damit  nicht  wahrend  der  Wagung  Veranderungen  im  Zustande  der 
Wage  eintreten,  was  um  so  mehr  zu  befiirchten  ist,  je  empfindlicher 
die  Wage  ist.  Bei  einem  bestimmten  Gesamtgewicht  (nutzbare  Be- 
lastung  und  tote  Last)  und  gegebener  Schwingungsdauer  hangt  die 
Empfindlichkeit  nur  von  der  Balkenlange  ab  und  ist  ihr  umgekehrt 
proportional  132). 

Um  die  Einfiihrung  kurzarmiger  Wagen  hat  sich  besonders 
P.  Bunge  bemiiht  133). 

Zwischen  Empfindlichkeitsbestimmungen  am  Anfang  und  Ende 
einer  Wagung  hat  sich  ofters  ein  kleiner  systematischer  Unterschied 
gezeigt,  dessen  TJrsache  in  elastischen  Nachwirkungen  des  Balkens 
und  der  Schneide  vermutet  wird;  man  vgl.  auch  Richarz  und  Krigar- 
Menzel,  Wage,  p.  49. 

20.  Pehler  der  Schneidenlage.  Eine  geringe  Ungleichheit  der 
Wagenarme  ist  zulassig,  da  dieselbe  bei  der  Wagung  entweder  elimi- 
niert  oder  bestimmt  wird  (vgl.  Nr.  26). 

Eine  geringe  Abweichung  der  gemeinsamen  Schneidenebene  von 
der  Horizontalen,  wenn  die  unbelastete  Wage  im  Gleichgewicht  ist, 
hat  keinen  Einfluss. 

Sind  die  drei  Schneiden  parallel,  liegen  sie  aber  nicht  in  einer 
Ebene,  so  wird  die  Empfindlichkeit  von  der  Belastung  abhangig.  Es 
gilt  in  diesern  Falle  mit  geniigender  Genauigkeit: 

" 


Pa  "sin  6  > 
wo  P  die  (einseitige)  Belastung  und  £  den  Winkel  bedeutet,  den  die 


132)  M.  Thiesen,  Ztschr.  f.  Instr.  2  (1882),  p.  362. 

133)  Repertorium  fur  Experimentalphysik  (CarTs  Rep.)  3  (1867),  p.  269. 


20.  Fehler  der  Schneidenlage.     21.  Konstruktion  des  Gehanges.  39 

beiden  durch  die  Mittelschneide  und  je  eine  Endschneide  gelegten 
Ebenen  nacli  unten  bin  mit  einander  bilden. 

Sind  die  Schneiden  nicht  parallel,  so  ist  die  Empfindlichkeit  nicht 
nur  von  der  Gesamtbelastung,  sondern  aucb  von  der  Differenz  der 
Belastungen  abhangig. 

Zur  Prufung  des  Parallelismus  der  Scbneiden 134)  ist  ein  Verfahren 
von  C.F.Gauss  angegeben,  bei  dern.  ein  Spiegel  senkrecbt  zu  der 
zu  priifenden  Endscbneide  am  Gehange  befestigt  wird.  Erleidet  das 
vom  Spiegel  reflektierte  Bild  einer  zum  Spiegel  parallelen,  fest  auf- 
gestellten  Skala  wahrend  der  Bewegung  des  Wagebalkens  keine  Ver- 
sehiebung,  so  ist  die  betreffende  Endscbneide  der  Mittelscbneide 
parallel. 

Anstatt  der  angegebenen  Methode,  die  nicbt  geniigend  bequem 
und  bei  massigen  Amplituden  nicbt  genau  genug  ist,  kann  man  sicb 
aucb  eines  Gehanges  mit  sebr  scbmaler  Pfanne  bedienen,  das  zuerst 
an  dem  einen  und  dann  am  anderen  Ende  der  Schneide  aufgesetzt 
wird.  Zweckmassiger  nocb  ist  das  heute  wohl  allgemein  tibliche  Ver 
fahren,  ein  Gewicht  einmal  vorn  und  dann  binten  auf  die  Pfanne  zu 
hangen,  weil  dabei  die  ganze  Justierung,  speziell  der  Zusammenbang 
zwiscben  Pfanne  und  Schneide,  am  wenigsten  gestort  wird.  Eine 
weitere  Methode  ergiebt  sich  aus  den  Ausfiihrungen  der  nachsten 
Nuinmer. 

21.  Konstruktion  des  Gehanges.  Um  den  Einfluss  der  Schwer- 
punktsverlegung,  der  von  einem  verschiedenartigen  Aufsetzen  der  Ge- 
wicbte  auf  die  Wagscbale  herriihrt  und  bei  nicht  genau  justierten 
Schneiden  erhebliche  Fehler  verursachen  kann,  moglichst  unschadlich 
zu  machen,  wird  das  Gehange  aus  zwei  Teilen  zusammengesetzt:  dem 
eigentlichen  Gebange,  das  um  die  Endaxe  drehbar  ist,  uud  der  Wag- 
schale,  die  mit  dem  eigentlichen  Gehange  so  verbunden  sein  soil,  dass 
sie  freie  Beweglichkeit  senkrecht  zum  Wagebalken  besitzt.  Um  zu  ver- 
hindern,  dass  die  Endpfannen  bei  dem  Loslassen  der  Arretierung  sich 
auf  den  Endschneiden  walzen,  wodurch  bei  endlichem  Krummungs- 
radius  der  Schneiden  die  Beruhrungslinie  sich  verschiebt,  miissen  die 
Wagschalen  auch  parallel  zum  Balken  beweglich  sein;  jedoch  muss 
die  Axe,  welche  diese  Beweglichkeit  ermoglicht,  geniigend  weit  unter 
der  Endschneide  liegen.  Man  vergleiche  die  Gehangekonstruktion  bei 
Eichars  und  Krigar-Menzel,  Wage,  p.  46. 

Ist  die  Beweglichkeit  des  Gehanges  nur  unvollkommen  oder  gar  nicht 


134)  C.  F.  Gauss,  Gott.  gel.  Anz.  1837,  p.  401  =  Werke  5,  p.  511 ;  E.  Hartig, 
Polytechn.  Zentralbl.  1859,  p.  419. 
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vorhanden,  so  werden  durch  eine  Verschiebung  der  Lasten  auf  den  Wag- 
schalen  betriichtliche  Anderungen  der  Gleichgewichtslage  der  Wage 
hervorgerufen  werden,  wenn  die  Schneiden  nicht  genau  justiert  sind. 
Umgekehrt  kann  man  daher,  wenn  eine  Einrichtung  vorhanden  ist; 
welche  die  Fixierung  der  Wagschalen  in  Bezug  auf  das  eigentliche 
Gehange  gestattet,  durch  Beobachtung  des  Ausschlags  der  Wage  bei 
Verschiebung  des  Schwerpunkts  des  Gesamtgehanges  in  horizontaler 
und  vertikaler  Richtung  die  Lage  der  Endschneiden  zur  Mittelschneide 
priifen 135). 

22.  Homogeneitat  und  Elastizitat  des  "Wagebalkens.  Der 
Wagebalken  muss  vollig  homogen  sein,  damit  eine  Anderung  der 
Gesamttemperatur  keinen  Einfluss  hat,  was  leicht  durch  einen  Versuch 
festzustellen  ist.  Uber  die  weit  gefahrlicheren  lokalen  Temperatur- 
differenzen  vgl.  Nr.  29. 

Die  Elastizitat  des  Wagebalkens  kommt  nur  fur  Wagen  mit 
hoher  Belastungsgrenze  (etwa  von  1  kg  aufwiirts)  in  Betracht.  Sie 
hat  einen  doppelten  Einfluss;  bei  zunehmender  Belastung  wird  sich 
erstens  der  Schwerpunkt  des  Wagebalkens  und  zweitens  werden  sich 
die  Gehangeaxen  senken.  Durch  das  Sinken  des  Schwerpunkts  wird 
die  Empfindlichkeit  stets  verringert.  Trotzdem  kann  bei  wachsender 
Belastung  auch  die  Empfindlichkeit  zunehmen,  da  ihr  reziproker  Wert 
bei  Beriicksichtigung  der  Elastizitat  eine  ganze  Funktion  zweiten 
Grades  von  P  ist.  Die  notwendige,  aber  nicht  hinreichende  Bedingung 
fur  das  Wachsen  der  Empfindlichkeit  mit  wachsender  Belastung  ist, 
dass  bei  unbelasteter  Wage  die  Endaxen  im  Mittel  uber  der  durch 
die  Mittelaxe  gehenden  Horizontalebene  liegen.  Gute  Wagen  sind  so 
konstruiert,  dass  sie  fiir  mittlere  Belastung  das  Maximum  der  Empfind 
lichkeit  besitzen 136). 

Um  den  Balken  moglichst  stabil  und  die  Empfindlichkeit  dem- 
geinass  moglichst  konstant  zu  machen,  sind  eine  grosse  Zahl  von 
Konstruktionen  ausgefuhrt,  die  alle  das  gemeinsam  haben,  dass  sie 
die  vertikale  Dimension  stark  vor  der  horizontalen  Querdimension  be- 
vorzugen.  Auf  die  Moglichkeit  von  Tordierungen  bei  gewissen  Balken- 
konstruktionen  und  auf  eventuelle  unelastische  Deformationen  hat 
M.  Thiesen131}  aufmerksam  gemacht. 

23.  Die  Schneiden  und  Pfannen.  Auch  die  Form  der  Schnei 
den  kann  von  merklichem  Einfluss  auf  die  Empfindlichkeit  sein,  wenn 


135)  Thiesen,  p.  8. 

136)  tlber  den  allgemeinen  Gang  der  Empfindlichkeit  bei  wachsender  Be 
lastung  vgl.  Weinstein,  p.  393—400.  137)'  Thiesen,  p.  6. 
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der  Kriimmungsradius  der  zylindrisch  begrenzten  Schneidenscharfe 
nicht  konstant  ist.  Denn  es  variiert  in  diesem  Falle  der  Schwer- 
punktsab  stand  von  der  Drehungsaxe  bei  verschiedener  Gleichgewichts- 
lage  des  Balkens  und  die  Empfindlichkeit  wird  wieder  von  der  Differenz 
der  Belastungen  abhangig.  Die  Fehlerhaftigkeit  der  Schneiden,  be- 
sonders  der  Mittelschneide,  ist  auch  die  wesentlichste  Ursache,  dass 
man  hohe  Empfindlicbkeit  nicht  lediglich  auf  Kosten  des  Schwer- 
punktsabstandes  von  der  Mittelschneide  herstellen  darf.  Denn  je  ge- 
ringer  dieser  ist,  um  so  mehr  fallen  Schneidenfehler  ins  Gewicht,  und 
es  tritt  Inkonstanz  in  den  Angaben  der  Wage  ein.  Nach  M.  Thiescn 
diirfen  die  Schneiden  die  Pfannen  nicht  iiberragen,  damit  die  Schneiden 
gleichmassig  zusammengedriickt  werden  138). 

Man  kann  nach  G.  Gugliemo13^  den  Kriimmungsradius  der 
Schneide  einer  Wage  ermitteln,  wenn  man  den  Ausschlag  beobachtet, 
den  der  Wagebalken  bei  einer  Neigung  der  Unterlagsflache  um  den 
Winkel  v  erleidet.  Bedeutet  p  das  Ubergewicht,  das  man  anwenden 
muss,  um  den  gleichen  Ausschlag  des  Wagebalkens  bei  horizontaler 
Unterlagsflache  zu  erhalten,  so  gilt  fur  den  Kriimmungsradius  Q  an 
der  betreffenden  Stelle  der  Mittelschneide: 


Als  Material  fiir  die  Schneiden  und  Pfannen  wird  Achat  oder  Stahl 
benutzt.  Das  Material  der  Schneiden  darf  nicht  barter  als  das  der 
Pfannen  sein. 

24.  Bewegung  der  Wage.  Die  bisherigen  Nummern  beschaf- 
tigten  sich  mit  dem  Gleichgewicht  der  Wage;  es  soil  jetzt  kurz  von 
den  Bewegungen  der  Wage  'die  Rede  sein,  die  schon  aus  dem  Grunde 
von  Bedeutung  sind,  weil  die  Gleichgewichtslage  einer  Wage  nicht 
direkt  beobachtet,  sondern  aus  den  Umkehrpunkten  der  Schwingungen 
abgeleitet  wird.  Die  allgemeinen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
einer  Wage  mit  Beriicksichtigung  der  Schwingungen  der  Gehange 
hat  F.  J.  Stamkart  angegeben  und  naherungsweise  integriert;  man 
vgl.  auch  Weinstein,  p.  385.  Beriicksichtigt  man  die  Eigenschwin- 
gungen  der  Gehange  nicht,  so  ist  die  ungestorte  Bewegung  einer  Wage 
dieselbe  wie  die  eines  Pendels;  ein  wesentlicher  Unterschied  tritt 
indessen  bei  den  Storungen  hervor,  weil  infolge  des  ganz  anderen 


138)  Thiesen,  p.  8,  Anmerkung  1. 

139)  Roma  Ace.  dei  Lincei  Atti  (5)  11  (1902)  2.  sem.,  p.  263  und  II  nuovo 
cimento  (5)  5  (1903),    p.  402.     Man   vgl.   auch  E.  Hartig,  Polytechn.   Zentralbl. 
1859,  p.  419;  ferner  E.  Anding,  Astr.  Nadir.  162  (1903),  p.  225. 
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Grossen  verhaltnisses  zwischen  den  storenden  Kraften  und  dem  be- 
wegenden  Drehmoment  die  ungestorte  Bewegung  viel  starker  beein- 
flusst  wird,  so  dass  es  iiberhaupt  fraglich  erscheint,  ob  man  die  Sto- 
rungen  einfach  superponieren  darf. 

Experimented  Untersuchungen  iiber  die  Bewegung  einer  Wage 
sind  von  M.  Thiesen,  D.  Mendelcjeff,  H.  Weymann  und  W.  Felgentrdger 
angestellt  140)7  zu  denen  noch  die  analogen  Beobachtungen  hinzukommen, 
die  J.  Wilsingur)  mit  seinem  zur  Bestimmung  der  mittleren  Erd- 
dichte  konstruierten  Pendel  angestellt  hat;  dessen  Schwingungen  denen 
einer  Wage  (onne  Beriicksichtigung  der  Gehangeschwingungen)  ganz 
gleichwertig  sind. 

Der  leitende  Gedanke  bei  den  Untersuchungen  von  M.  Thiesen 
war  die  Bestimmung  der  Empfindlichkeit  aus  der  Schwingungsdauer 

einer  Wage.  Bezeichnet  man  den  Quotienten  -  -  mit  e,  so  gilt;  wenn 
man  von  Storungen  absieht: 


wo  J  das  Tragheitsmoment  des  Balkens  fur  die  Mittelschneide,  T  die 
Schwingungsdauer  der  Wage  und  L  die  L'ange  des  Sekundenpendels 
bedeutet.  1st  J  bekannt,  so  lasst  sich  aus  der  beobachteten  Schwin 
gungsdauer  e  berechnen.  Um  geniigende  Ubereinstimmung  zwischen 
der  statisch  und  dynamisch  beobachteten  Empfindlichikeit  zu  erzielen, 
muss  die  Schwingungsdauer  richtig  auf  unendlich  kleine  Amplitude 
reduziert  werden.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Amplitudenreduktion  ebenso 
wie  bei  dem  gewb'hnlichen  Pendel  (vgl.  Nr.  5)  durch  ein  dem  Ampli- 
tudenquadrat  proportionales  Glied  dargestellt  wird,  nur  ist  der  Koeffi- 
zient  dieses  Gliedes  wesentlich  grosser  (etwa  das  250-fache  bei  der 
untersuchten  Wage).  Genaueres  iiber  die  Abhangigkeit  der  Schwin 
gungsdauer  von  der  Amplitude  hat  J.  Wilsing  bei  seinem  Pendel  er- 
mittelt.  Er  findet,  dass  die  Schwingungsdauer  Ta  bei  der  Amplitude  a. 
durch  die  Formel: 
(44)  Ta=TQ+KT0* 

dargestellt  wird,  wo  T0  die  Schwingungsdauer  bei  unendlich  kleiner 
Amplitude  und  i  eine  Funktion  von  a  bedeutet.  %  fand  sich  dem  Trag 
heitsmoment  des  Pendels  umgekehrt  proportional  (die  prozentuale  Stoning 
von  T  ist  also  dem  Schwerpunktsabstand  umgekehrt  proportional) 

140)  Man  vergleiche  die  in  der  Litteraturubersicht  genannten  Arbeiten. 

141)  Berlin  Ber.  1887,  p.  327;  Astr.  Nachr.  120  (1889),  p.  161;  Publikationen 
des  Astrophysik.  Observat.  zu  Potsdam  6  (1889),  p.  35—192. 
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imd  hatte  fur  Achat  und  geharteten  Stahl  als  Unterlage  denselben 
Wert,  wahrend  sich  fiir  ein  Lager  aus  weichem  Stahl  etwa  der  drei- 
fache  Wert  ergab.  Was  die  Abhangigkeit  des  %  von  der  Amplitude  a 
betrifft,  so  fand  J.  Wilsing  keine  einfache  Proportionality  mit  a2,  er 
erhielt  vielmehr  fiir  #  eine  Interpolationsformel  von  folgender  Gestalt: 

(45)  x  ==  ma  ~h  W£*2- 

H.  Weymann  hat  ebenso  wie  M.  Thiesen  den  Zusammenhang  zwischen 
Schwingungsdauer  und  Empfindlichkeit  einer  Wage  untersucht.  Be- 
zeichnet  man  die  Werte  von  T  und  e  bei  unbelasteter  Wage  mit  Tu 
und  eu,  so  folgt  aus  (43),  dass 

(46)  =  1  +  cP 

•"-u 

ist,  wo  c  eine  Konstante  der  Wage  bedeutet.  Weymann  fand,  dass 
c  von  der  Temperatur,  Schwingungsdauer  und  Empfindlichkeit  unab- 
hangig  ist,  dagegen  von  der  Belastung  abhangt.  Daraus  folgt,  dass 
bei  der  Bewegung  der  Wage  Storungen  auftreten,  welche  die  Gultig- 
keit  der  Formel  (43)  merklich  auf  heben.  Analoge  Erfahrungen  machte 
W.  Felgentrayer ,  der  die  Schwingungen  der  Wage  am  eingehendsten 
studiert  hat.  Er  bestimmte  statisch  das  Drehungsmoment  S  der  Wage 
(Direktionskraft)  und  die  Schwingungsdauer  T,  zwischen  denen  bei 
ungestorter  Bewegung  die  Beziehung  bestehen  miisste: 

(47)  ST8=sr2(«74-2a8P). 

Er  arbeitete  nun  zunachst  mit  dem  Wagebalken  allein  ohne  Schalen 
und  fand  durch  Beobachtungen  bei  verschiedener  Empfindlichkeit, 
dass  schon  dann  (47)  nicht  streng  gilt,  sondern  die  folgende  Beziehung: 

(48)  (S  +  S')^2  =  :r2(J"+  2«2P), 

wo  S'  eine  positive  Grosse  bedeutet,  die  bei  dem  Anwachsen  der 
Belastung  im  Verhaltnis  1  :  1,6  (durch  Aufsetzen  von  Korpern  mit 
bekanntem  Tragheitsmoment  auf  den  Wagebalken)  keine  Anderung 
erfuhr.  Wurden  jetzt  die  Wagschalen  angehangt  und  die  Versuche 
mit  Belastungen  von  0  bis  2  kg  wiederholt,  so  zeigte  sich,  dass  auch 
Formel  (48)  noch  nicht  geniigt,  dass  man  vielmehr  noch  eine  zweite 
Grosse  S"  der  Summe  S  -j-  S'  hinzufugen  muss.  S"  wachst  mit  der 
Belastung;  fur  eine  der  untersuchten  Wagen  liess  sich  S'  -f-  S"  als 
lineare  Funktion  der  Belastung  darstellen.  Wurden  die  Grossen  Sf 
und  S"  berticksichtigt,  so  stimmten  die  aus  den  Schwingungsdauern 
abgeleiteten  Empfindlichkeiten  mit  den  direkt  beobachteten  gut  (iberein. 
Das  Mitschwingen  der  Saule,  auf  der  die  Mittelschneide  ruht, 
hat  auf  die  Schwingungsdauer  der  Wage  keinen  merklichen  Einfluss. 
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Die  Amplitudenabnahme  der  Schwingungen  einer  Wage  erfolgt 
nicht  einfach  in  geometrischer  Progression.  M.  Thiesen  konnte  bei 
seinen  Beobachtungen  die  Amplituden  durch  die  Formel: 

(49)  «„  =  Axn  +  Bx2n 

darstellen,  wo  A,  B,  x  Konstante  mid  an  die  Amplitude  nach  n 
Schwingungen  bezeichnet.  J.  Wilsing  fand  bei  seinem  Pendel,  dass 
der  Dampfungskoeffizient  xa  bei  der  Amptitude  cc  durch  die  Formel: 

(50)  Xa^-XoTo  +  l^o"      ' 

dargestellt  wird,  wo  sich  der  Index  0  auf  unendlich  Heine  Schwin 
gungen  bezieht  und  rj  eine  Konstante  bedeutet,  die  annahernd  dem 
Tragheitsmoment  des  Pendels  umgekehrt  proportional  ist. 

25.  Mathematische  Darstellung  gestorter  pendelartiger  Schwin 
gungen.  Ausser  den  Autoren,  die  bereits  im  Laufe  der  Erorterungen 
iiber  die  auf  das  Pendel  wirkenden  storenden  Einfliisse  namhaft  ge- 
macht  sind,  (F.  W.  Bessd™),  Th.  v.  Oppolzcr*1},  Gh.  Celhrierw\ 
G.Lorenzom^\  O.E.  Schiotz™j),  sind  noch  zu  erwahnen  0.  Chwolsonu*\ 
K.  Schering™)  und  M.  Thiescn™}.  Es  handelt  sich  um  die  ange- 
naherte  Integration  der  auch  in  anderen  Gebieten147a)  wichtigen  Diffe- 
rentialgleichung  : 


( 

in  der  die  Storungsfunktion  F  als  eine  kleine  Gross'e  erster  Ordnung 
im  Vergleich  zu  1  betrachtet  wird.  Zur  Behandlung  der  genannten 
Differentialgleichung  wird  entweder  die  Methode  der  Variation  der 
Konstanten  benutzt  oder  mit  successiven  Naherungen  vorgegangen. 
Die  Behandlungswei.se  von  M.  Thiesen  unterscheidet  sich  dadurch  von 
den  iibrigen,  dass  ausser  der  Elongation  y  auch  die  Zeit  i  eine  Ver- 
bessenmg  bekomuit.  Zwischen  beiden  kann  man  eine  innerhalb  ge- 
wisser  Grenzen  willkurliche  Relation  annehmen,  die  sich  zur  Verein- 
fachuug  benutzen  lasst. 

Es  ware  erwunscht,  wenn  bei  diesen  Untersuchungen  der  Geltungs 
bereich  der  Annaherungen,  der  sich  immer  nur  auf  eiu  gewisses  Zeit- 
intervall  erstreckt,  naher  prazisiert  wtirde. 

142)  Sekundenpendel,  Beilage  I. 

143)  Geneve  Mem.  Soc.  de  phys.  18  (1866),  p.  197. 

144)  Venezia  Mit.  Atti  (6)  5  (1886/87),  p.  331,  und  Relazione,  p.  36. 

145)  Petersb.  Mem.  de  1'acad.  (7)  26  (1879)  und  (7)  28  (1880). 

146)  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  9  (1880),  p.  287  u.  452. 

147)  Berlin.  Ber.  1889,  p.  277. 

147")  Man  vgl.  z.  B.  die  Theorie  der  seismischen  Instrumente  in  VI. 
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Enthalt  die  Funktion  F  Bestandteile,  die  bei  Vertauschung  von 
cp  mit  -  -  cp  nicht  das  Zeichen  andern,  so  entstehen  asymmetrische 
Schwingungen.  Fur  die  Berechnung  derselben  liaben  unter  der  An- 
nalime  spezieller  Storungen F. Rictiarz,  P.SchulzeU8)  un&F.A.Schulzeus) 
Beitrage  geliefert.  Man  vergleiche  auch  die  allgeraeinen  Entwicke- 
lungen  von  J.  Horn150}. 

B)   Theorie  der  Wagung. 

26.  Methoden.  von  J.  Ch.  Borda  und  C.  F.  Gauss.     Bei  Prazi- 
sionswagungen  bedient  man  sich  der  Methoden  von  C.  F.  Gauss  und 
J.  Ch.  J5onfo151).     Bei    der  ersten   werden   zwei  Einzelwagungen   aus- 
gefuhrt,  zwischen  denen  die  zu  bestimmende  und  die  bekannte  Masse 
vertauscht  werden;  bei  der  zweiten  Methode  werden  die  zu  bestimmende 
und  die  bekannte  Masse  nach  einander  mit  einer  dritten  Masse  (Tara), 
die  unverandert  auf  ihrer  Wagschale  liegeu  bleibt,  verglichen. 

Eine  vollstandige  Prazisionswagung  umfasst  immer  sechs  bis  acht 
Einzelwagungen,  da  ausser  den  genannten  Wagungen  noch  die  Em- 
pfindlichkeit  bestimmt  werden  muss152)  und  ausserdem  die  Gresamtheit 
der  Wagungen  symmetrisch  zur  Mitte  angeordnet  sein  muss,  um  Ver- 
anderungen  der  Wage,  die  linear  mit  der  Zeit  vor  sich  gehen,  un- 
schadlich  zu  machen. 

27.  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage.    Die  Bestimmung  der 
Gleichgewichtslage    der   Wage    erfolgt    stets  durch  Beobachtung  von 
mindestens  drei  Umkehrpunkten,  die  bei  den  feinsten  Wagungen  mit 


148)  P.  Schulze,  Uber  asymmetrische  Schwingungen  um  eine  Lage  stabilen 
Grleichgewichts,  Diss.  Greifswald;  Ann.  Phys.  (4)  8  (1902),  p.  714;  F.  JRicharz  u. 
P.  Schulze,  Arch,  neerland.  (2)  4  (1901),  p.  695. 

149)  Ann.  Phys.  (4)  9  (1902),  p.  1111. 

150)  Ztschr.     Math.     Phys.    47     (1902),     p.   400;     48    (1903),    p.   400;    49 
(1903),  p.  246. 

151)  Die  Gawss'sche  Methode  (auch  unter  clem  Namen  Kupfer'sche  Methode 
bekannt,  vgl.  Kupfer,  p.  3)  ist  bereits  von  W.  J.  G.  Karsten  (Lehrbegriff  der  ge- 
samten  Mathematik,  3.  Teil,  Greifswald  1769,  p.  82)  angegeben;  Gauss  hat  zuerst 
ihre  Vorzuge  erkannt  und  erortert  (Briefwechsel  zwischen  C.  F.  Gauss  und  H.  C. 
Schuhmacher,  3.  Bd,  Altona  1861,  p.  100).     Uber  die  .Borda'sche   Methode  vgl. 
J.B.Biot,  Traite  tie  physique  experimentale  et  mathematique,  Paris  1816  t.  1,  p.  15. 

152)  Dies   geschieht    durch  Ausfiihrung   einer  Wagung,    bei    der    auf   der 
leichtereu  Seite  der  Wage  ein  kleines  bekanntes  Ubergewicht  aufgelegt  wird, 
das    ,,Empfindlichkeitsgewichtu.      Zur    Empfindlichkeitsbestimmung    kann    auch, 
wie  bereits  erwahnt,  die  Ermittelung  der  Schwingungsdauer  dienen,  bei  der  auf 
moglichste  Beruhigung  der  Gehange   zu  achten  ist.     [In   der  Praxis  scheint  die 
letzte  Methode  jedoch  noch  wenig  Verwenduug  gefunden  zu  haben.] 
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Hilfe  von  Spiegel  und  Skala  ausgefiihrt  wird.     Zur  Berechnung  der 
Gleichge  wichtslage  bedient  man  sich  verschiedener  Naherungsformeln 15S), 
bei  drei  Ablesungen  alf  a%,  «3  der  folgenden: 
(52)  i(«!  +  2a2  +  *,). 

Bei  der  Aufstellung  der  Formeln  ist  zu  beachten,  dass  erstens  die 
Dampfung  der  Schwingungen  geniigend  eliminiert  werden  muss  und 
dass  zweitens  eine  oder  einzelne  der  Beobachtungen  im  Resultat  nicht 
zu  sehr  iiberwiegen  diirfen,  weil  sonst  die  Fehler  dieser  Beobachtungen 
zu  starken  Einfluss  erlangen  wiirden.  Da  die  Ausschlage  imnier  so 
klein  gehalten  werden,  dass  man  die  Tangente  mit  dem  Winkel  iden- 
tifizieren  darf,  so  ist  es  gleichgiiltig,  welchen  Skalapunkt  man  als  Null- 
punkt  rechnet.  Ebenso  sind  fur  die  Berechnung  der  Wiigungsresultate 
kleine  Fehler  in  den  Richtungen  der  Axen  irrelevant154). 

Uber  die  Bestimmung  der  Gleichgewichtslage  bei  asymmetrischen 
Schwingungen  vergl.  Fussnote  148. 

28.  Beobachtungsfehler.      Zieht    man    nur    die    zufiilligen    Be- 
obachtungsfehler   in  Betracht,    so  ergiebt  sich,   dass  bei  Wagung  mit 
einer  gleicharmigen  Wage  eine  Gauss'sche  Wagung  ebenso  genau  ist 
wie  vier  Borda'sche. 

Uber  das  vorteilhafteste  Verhaltnis  der  Ausschlage  bei  den  Einzel- 
wagungen,  das  einen  mb'glichst  kleinen  mittleren  Fehler  im  Wiigungs- 
resultat  hervorruft,  und  iiber  die  Wahl  des  Empfindlichkeitsgewichts 
vergl.  Weinstein,  p.  476 — 478. 

29.  Fehler,   die   aus  Veranderungen  der  Wage  und  ausseren 
Umstanden  folgen.    Hier  kommen  vor  alien  Dingen  Anderungen  der 
lokalen    Temperaturdifferenzen    in    Betracht.      Urn    bei    Vergleiclmng 
zweier  Kilogramme  einen  Ausschlag,   der  0,01  mg  entspricht,   zu  er- 
halten,     geniigt    eine    Temperaturanderung    der    einen    Balkenhalfte 
um    0,0005°. 155)       Um    solche    zu    vermeideu,    oder    um    wenigstens 
einen  regelmassigen,  linearen  Verlauf  solcher  Anderungen  zu  erhalten, 
darf  die  Gesamtwagung  keine  zu  lange  Zeit  erfordern.     Der  Einfluss 
der  Anderungen  wird   dann,   wie  bereits   erwahnt,  durch  die  symme- 
trische  Anordnung  der  Wagungen  eliminiert.    Bei  sehr  feinen  Wagen 
sind   ausserdem  geeignete  Mechanismen  angebracht,  um   alle   zu   den 
Wagungen  erlbrderlichen  Operationen    von    aussen    ohne    Offnen    des 
Wagekastens   ausfiihren  zu  konnen,   wodurch   die   Storungen  auf  ein 
Minimum  beschrankt  werden. 


153)  Thiesen,  p.  22;  dort  auch  weitere  Litteraturangaben. 

154)  Weinstein,  p.  427—430.  155)  Thiesen,  p.  6. 
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Zwischen  den  Einzelwagungen  muss  die  Wage  arretiert  werden, 
und  es  ist  deshalb  erforderlich,  wenn  dadurcli  keine  Veranderungen 
an  der  Wage  hervorgerufen  werden  sollen,  dass  der  Arretierungs- 
mechanismus  sehr  exakt  funktioniert.  Um  dies  zu  erreichen,  sind 
eine  grosse  Anzahl  Konstruktionen  erdacht;  es  sei  hier  nur  die  von 
D.  Mendelejeff™)  angegebene  erwahnt.  Man  vergleiche  auch  die  Vor- 
schlage  von  J.  H.  Poynting™}  und  M.  TMesen1™}. 

Auf  andere  Fehlerquellen,  wie  elektrische  Ladimgen  einzelner 
Wagenteile,  hygroskopische  Beschaffenheit  verschiedener  Substanzen 
u.  s.  w.  sei  nur  hingewiesen. 

30.  Ubergang  von  den  bewegenden  Kraften  zu  den  Massen. 
Um  den  Ubergang  von  den  bewegenden  Kraften  zu  den  Massen  aus- 
zufiihren,  ist  zunachst  die  Veranderlichkeit  der  Schwerebeschleunigung 
g  mit  der  Hohe   zu  beachten159),   die   allerdings  nur  bei  ganz  feinen 
Wagungen  eine  Rolle   spielt.     Sodann   ist  das  Gewicht  der  von   den 
zu  vergleichenden  Massen  verdrangten  Luft  zu  bestimmen;  zu  diesem 
Zweck  ist  das  Volumen  und  das  spezifiscbe  Gewicht  der  verdrangten 
Luft160)    zu    ermitteln.      Da    diese    Operationen    nicht    eigentlich    zur 
Wagung  gehoren,   soil  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden. 

Um  die  Unsicherheit,  die  durch  die  Ermittelung  des  Luftgewichts 
verursacht  wird,  zu  umgehen,  stellt  man  auch  Wagungen  im  Vakuum 
an161). 

31.  Gewichte.    Die  Gewichte  werden  aus  verschiedenem  Material 
(Platin,    Platiniridium,    Messing,   Bergkrystall)  hergestellt.     Verlangt 


156)  Repertorium    f.    Experimental-Physik    (CarTs   Rep.)   11   (1875),   p.  91; 
L.  Lowenherz,  Bericht  uber  die  wissenschaftlicken  Apparate  auf  der  Londoner 
Ausstellung  von  1876,  Braunschweig  1878,  p.  248. 

157)  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  28  (1879),  p.  2. 

158)  Thiesen,  p.  8. 

159)  Man  hat  die  Wage   direkt  benutzt,   um  die  Veranderung  von  g  mit 
der  Hohe   zu    ermitteln.     Vgl.    M.  Thiesen,   Travaux    7    (1890);    K.  Scheel   und 
H.  Disselhorst,  Wiss.  Abh.  der  Phys.  Techn.  Reichsanstalt  2  (1895);  F.  Eicharz 
und  0.  Krigar-Menzel,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  51  (1894),  p.  559. 

160)  Metronomische  Beitrage  Nr.  1,  herausgegeben  von  W.Forster,  Berlin. 
Es  sei  noch  auf  das  Paradoxon  hingewiesen,  dass  ein  erwarmtes  Gewicht  schein- 
bar  leichter  wird.     Die  Ursache  liegt  in  der  erwarmten  Luft,   die  vom  Gewicht 
aufsteigend    sich    um    den    Wagebalken    sammelt   und    dadurch    den   Auftrieb 
andert.     Vgl.  Briefwechsel  zwischen   C.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher,  3.  Bd., 
Altona  1861,  p.  275.     Um  solche  schiidlichen  Einwirkungen  der  erwarmten  Luft 
zu  vermeiden,  diirfen  die  Wagekasten  nicht  zu  niedrig  sein.    G.  Schwirkus,  Ztschr. 
f.  Instr.  7  (1887),  p.  42. 

161)  Historisch.es  bei  L.  Lowenherz,  Bericht  u.  s.  w.  Londoner  Ausstellung 
von  1876,  Braunschweig  1878,  p.  223. 
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wird,  dass  sie  moglichst  dauerhaft  sind,  nicht  hygroskopisch  und 
nicht  poros162).  Bergkrystall  hat  den  Nachteil,  elektrische  Laduiigen 
schwer  zu  verlieren,  der  sich  allerdings  jetzt  dadurch  beseitigen  lasst, 
dass  man  radio-aktive  Substanzen  in  die  Nahe  bringt. 

Die  Gewichte  werden  in  Gewichtssatzen  zusammengestellt,  die 
gewohnlich  nach  dem  Schema  1,  1,  2,  5  oder  1,  2,  2,  5  gestiickelt 
sind.  Nur  bei  Reitergewichten163)  und  Anhangegewichten,  bei  denen 
es  auf  eine  moglichst  geringe  Zahl  ankommt,  bedient  man  sich  anderer 
Stiickelungen164). 

Um  den  wahren  Wert  der  Gewichte  eines  Gewichtssatzes  zu  er- 
mitteln,  miissen  eine  Anzahl  Wagungen  durchgefiihrt  werden,  die  in 
verschiedener  Weise  angeordnet  werden  konnen.  Die  Ausgleichung 
der  Wagungen  erfolgt  meistens  nicht  streng,  sondern  naherungsweise 
durch  gruppenweiseZusammenfassung  der  zu  bestimmenden  Gewichte165). 

32.  Genauigkeit  von  Wagungen.  Die  Genauigkeit  der  Wagungen 
hangt  von  der  Grosse  der  zu  vergleichenden  Massen  ab166). 

Der  mittlere  Fehler  der  Vergleichung  zweier  Kilogramme  aus 
gleichem  Material  betragt  etwa  0,01  mg.  Mit  einer  von  H.  Stadt- 
haf/en16^)  beschriebenen  Prazisionswage  fiir  25  kg  lassen  sich  10  kg 
mit  einem  mittleren  Fehler  von  +  0,3  mg  und  20  kg  mit  einem 
mittleren  Fehler  von  +  1  mg  bestimmen.  Die  fiir  sehr  geringe  Be- 
lastungen  konstruierten  Wagen168)  (Mikrowagen)  arbeiten  mit  einer 
Sicherheit  von  einigen  Zehntausendsteln  Milligramm. 


162)  a.  Schwirkus,  Ztschr.   f.  Instr.  2  (1882),   p.  310;  Abhandlgn.  Normal- 
Eichungs-Komm.  1  (1895),  p.  190;  H.  Stadthagen,  ibid.  4(1903),  p.  81  u.  p.  109. 

163)  Die  Anwendung  des  Reiters  zur  Ausgleichung  kleiner  Gewichtsdifferenzen 
ist  zuerst  von  J.  J.  Berzelius  (Lehrbuch  der  Chemie,  Bd  4,  2.  Abteilung,  1.  Aufl. 
Dresden  1831,  p.  1062)  empfohlen.     Ein  besonderes  Eeiterlineal  in  der  Ebene  der 
Schneiden  ist  iiberflussig,  vergl.  G.  Schwirkits,  Ztschr.  f.  Instr.  7  (1887),  p.  46. 

164)  Stahlberger ,   Repertorium   fiir   Experimental -Physik    (CarTs   Rep.)    5 
(1869),  p.  10;   A.  Kronig,  Ann.  Phys.  Chem.   122  (1864),  p.  593;  J.  Arzberger, 
Polytecb.   Journal    219    (1876),    p.  402;    G.  Schwirkus,  Ztschr.  f.  Instr.  7   (1887), 
p.  83. 

1G5)   W.  J.  Marek,  Travaux  1  D  (1881);   Weinstein,  p.  333. 

166)  Weinstein,  p.  350. 

167)  Ztschr.  f.  Instr.  23  (1903),  p.  270. 

168)  Man  vergl.  L.Lmvenherz,  Bericht  u.  s.  w.  Berliner  Gewerbeausstellung 
1879,  Berlin  1880,  p.  186  und  andere. 
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III.   Yersuche  zum  mechanischen  Nachweis  der  Erdrotation. 

Die  Uindrehung  der  Erde  um  ihre  Axe,  deren  Geschwindigkeit 
sich  aus  den  scheinbaren  Bewegungen  der  Gestirne  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit  ermitteln  lasst,  iibt  auch  auf  viele  mechanische  Vorgange 
an  der  Erdoberflache  einen  merkbaren  Einfluss  aus,  z.  B.  auf  die  Luft- 
stromungen  (vgl.  VI,  1.  Teil),  auf  die  Flugbahn  der  Geschosse  (vgl.  IV  18, 
Nr.  3f  (C.  Crams'))  u.  a.;  aber  nur  wenige  dieser  Vorgange  lassen  sich 
durch  Messungen  mit  solcher  Genauigkeit  verfolgen,  dass  sich  der 
Einfluss  der  Erdrotation  zweifellos  herausschalen  lasst,  ohne  von 
anderen  storenden  Ursachen  vollig  iiberdeckt  zu  werden.  Diese  sind: 
die  Abiveictmng  frei  fallender  Korper  von  der  Lotlinie,  die  Betveguny 
des  frei  schwingenden  Pendels  und  die  Kreiselbewegung.  Auf  die  Er- 
orterung  anderer  Versuchsanordnungen168a),  die  nicht  praktisch  erprobt 
sind,  ist  im  Folgenden  verzichtet  worden. 

A)   Abweichung  eines  frei  fallenden  Korpers  von  der  Lotlinie. 

33.  Formel  fur  die  ostliche  Abweichung.    Bedeutet  h  die  Fall- 
hohe,   t  die  Fallzeit,  <p   die   geographische  Breite   des  Beobachtungs- 
ortes  und  w  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  bei  ihrer  taglichen 
Umdrehung,  so  weicht  der  Schwerpunkt  eines  frei  fallenden  Korpers, 
wenn   vom    Luftwiderstande,    von    der   Anderung   der    Schwere    nach 
Grosse    und   Richtung    ini    Bewegungsgebiet    des    Korpers    abgesehen 
und  ausserdem  w2  vernachlassigt  wird,  una  den  Betrag: 

(53)  A  = 

nach  Osten  von  der  Lotlinie  des  Ausgangspunktes  ab.     Im  Meridian 
findet  keine  merkliche  Abweichung  statt16y). 

34.  Beriicksiclitigung    des    Luftwiderstandes.      Beriicksichtigt 
man  den  Luftwiderstand,   indem  man  ihn  dem  Quadrat  der  relativen 
Geschwindigkeit  proportional  setzt,  so  betragt  die  ostliche  Abweichung 
mit  geniigender  Annaherung  nach  C.  F.  Gaussm): 

(54) 


168  a)  Vgl.  z.  B.  L.  Poinsot,  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  206. 

169)  Beweise   des  angegebenen  Resultats  findet  man  fast  in  jedern  Lehr- 
buch  der  Mechanik,   z.  B.  B.  Kirchhoff,  Vorles.  iiber  math.  Physik;  Mechanik, 
p.  93  oder  South,  p.  29  u.  30,  wo  sich  auch  ein  elementarer  Beweis  findet.    Man 
vergleiche  ferner  K.  H.  Schellbach  nnd  6r.  Arendt,  Neue  Elemente  der  Mechanik, 
Berlin  1860,  p.  270. 

170)  Brief  an  Benzenberg  1803,  Fbr.  2;  Werke  5,  p.  496. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  1,  u.  4 
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wo  li  die  Fallhohe  im  luftleeren  Raum  in  der  Zeit  t  und  ~k'  die  wirk- 
liche  Fallhohe  bedeutet m). 

Die  Abweichung  im  Meridian  ist  auch  bei  Beriicksichtigung  des 
Luftwiderstandes  unmerklich. 

Die  Aufstellung  der  vorstehenden  Resultate,  besonders  die  Be- 
rucksiehtigung  des  Luftwiderstandes,  hat  zu  manchen  Irrtiimern  und 
Kontroversen  Veranlassurig  gegeben 172N) ;  richtige  und  vollstiindige  Ent- 
wickelungen  gaben  zuerst  C.  F.  Gauss1™)  und  P.  S.  Laplace111). 

Bei  der  Berechnung  der  Versuche  braucht  der  Luftwiderstand 
infolge  der  geringen  Beobachtungsgenauigkeit  nicht  beriicksichtigt  zu 
werden. 

35.  Versuche.  Die  Idee,  die  Abweichung  frei  fallender  Korper 
von  der  Lotlinie  zum  Nachweis  der  Erdrotation  zu  benutzen,  riihrt 
von  J.  Newton  her. 

Die  ersten  erwahnenswerten  Versuche  stellte  J.  B.  Guglielmini 
1791  in  Bologna  mit  fallenden  Kugeln  an,  denen  spater  die  Ver 
suche  von 

(  1802  im  Turm  von  St.  Michael  in  Hamburg, 
J.  F.  Benzenberg      -,ork,  .      .        ^  ,          ,     ,  .    .     ,     ~     „   ,    ° \,    , 
(  1804mememKohlenschachte  in  der  brraischalt  Mark 

und  von 

F.  Reich  1831  im  Dreibriiderschachte  bei  Freiberg 
folgten.     Neuerdings  sind  noch  von  E.  H.  Hall  in  Cambridge  (Mass.) 
Versuche    angestellt,    die    speziell  den   Zweck  hatten,    iiber  das   Vor- 
handensein  einer  siidlichen  Abweichung  aufzuklaren. 

Die  Resultate  der  Beobachtungen,  die  mit  Riicksicht  auf  die 
Beobachtungsunsicherheit  geniigend  mit  der  Theorie  ubereinstimmen, 
sind  in  folgender  Tabelle173)  zusamrnengestellt. 


Beobachter 

Jahr 

Anzahl 
der 

Versuche 

Fall 
hohe 
in  m 

Ostliche  Ab 
in  m 
Beobachtet 

weichung 
m 
Berechnet 

Sudliche 
Abweichung 

J.B.Guglielmini114) 

1791 

16 

78,0 

19  +  2,5 

11,3 

+  12  +  1,1 

J.  F.  Benzenberg 

1802 

81 

76,4 

9,0  +  3,6 

8,7 

+  3,4  ±2,5 

M 

1804 

29 

85,1 

11,5  +  2,9 

10,4 

-  1,6  +  3,8 

F.  Reich 

1831 

100 

158,5 

28,3  +  4 

27,5 

+  6,1±4 

E.  H.  Hall 

1902 

948 

23 

1,5  +  0,2             1,8 

+  0,05  +  0,04 

171)  Eine  andere  Formel  gab  P.  S.  Laplace,  Mec.  eel.  4,  p.  301. 

172)  Benzenberg,  p.  346—360. 

173)  Die  den  Resultaten  beigefiigten  mittleren  Fehler  sind,  abgesehen  von 
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Die  Beobachter  hatten  mit  grossen  Schwierigkeiten  zu  kampfen, 
die  hauptsachlich  durch  die  vor  dem  Loslassen  vorhandene  oder 
durch  das  Loslassen  entstandene  seitliche  Geschwindigkeit  der  fal- 
lenden  Kugeln,  ferner  durch  die  Bewegungen  der  Kugeln  urn  ihren 
Schwerpunkt  (hervorgerufen  durch  Unsymmetrien  der  Kugeln)  und 
endlich  vor  allem  durch  den  Einfluss  der  Luftstromungen  hervorge 
rufen  wurden.  Auch  das  genaue  Abloten  ist  bei  grossen  Hohen- 
unterschieden  mit  Schwierigkeiten  verkniipft. 

B)  Einfluss  der  Erdrotation  auf  die  Bewegung  des  frei  schwingenden 

Pendels. 

36.  Differentialgleiclrangen  und  Resultat  einer  angenaherten 
Integration  fur  das  mathematische  Pendel.  Sei  (x,  y,  #)  ein  fest 
mit  der  Erde  verbundenes,  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  dessen 
Anfangspunkt  mit  der  Gleichgewichtslage  des  schwingenden  Massen- 
punktes  von  der  Masse  m  zusamnienfallen  moge.  Die  £-Axe  sei  ver- 
tikal  abw'arts.  die  #-Axe  nach  Siiden  und  die  w-Axe  nach  Westen  ee- 

•f  O 

richtet.  Fur  ein  solches  Koordinatensystem  lauten  die  Differential- 
gleichungen  des  frei  schwingenden  Pendels  (freies  Pendel,  Raum- 
pendel,  Kugelpendel) 175 


(55) 


) 

d*x    .     ~        .        dy 
-r.-  +  2w  sm  <p-/ 
at'  T  dt 

d*y  .         dx    .  dz         I 

-jrf  —  &w  sm  cp  .    4-  2  w  cos  q>  -y-  =  -  - 
«tz  ^  cu  ^  dtf         m 

d2£  9  dy          I 

dt*  *  fit         m 


Hierin  bedeutet  A  die  Spannung  des  Fadens,  I  die  mathematische 
Pendellange  und  y  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsortes. 
Bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  ist  folgendes  vernach- 
lassigt  worden: 

denen  der  letzten  Zeile,  vom  Verfasser  berechnet.  Ausser  den  in  der  Tabelle 
genannten  Versuchen  hat  noch  Eundell  (Mechanic's  Magazine  48  (1848))  solche 
angestellt,  die  aber  wegen  ihrer  Ungenauigkeit  nicht  aufgenommen  sind. 

174)  Die  Beobachtungen  von   Guglielmini  enthalten  wahrscheinlich  einen 
systematischen  Pehler,  weil  die  Vertikale   des  Ausgangspunktes  fur  die  fallen- 
den  Kugeln  ya  Jahr  nach  den  Versuchen,  also  zu  anderer  Jahreszeit,  festgelegt 
wurde  (Benzenberg,  p.  294). 

175)  J.  Binet,  Paris  C.  E.  32  (1851).     Setzt  man  I  =  0,  so  erhalt  man  die 
Gleichungen  fiir  die  freie  Bewegung  eines  Massenpunktes  relativ  zur  rotierenden 
Erde,  deren  Integration  die  Eesultate  des  Abschnittes  A.  liefert.    Die  Gleichungen 
mit  Beriicksichtigung  von  w*  findet  man  bei  S.  D.  Poisson,  J.  ec.  polytechn.  16 
(1838),  p.  15;  vgl.  auch  Hansen. 

4* 


52  IV  7.    Ph.  Fwrtwanyler.     Mecbanik  physikalischer  Apparate. 

Glieder  mit  w2  als  Faktor176),  Anderung  der  Schwere  nach  Grosse 
und  Richtung  im  Bewegungsgebiet  des  Pendels177),  Anziehungskrafte 
von  Massen  ausserhalb  der  Erde178),  Bewegung  der  Erde  im  Raume 
ausser  ihrer  Rotation178),  Bewegungswiderstande  fiir  das  Pendel179). 

Die  Different!  algleichungen  fiir  Polarkoordinaten  mit  eliminierteni 
A  findet  man  bei  J.  A.  Quetm). 

Die  Integration  des  vorstehenden  Gleichungssy  stems  liefert  in 
erster  Annaherung  folgendes  Resultat 175) : 

Man  erhalt  die  Bewegung  des  frei  schwingenden  Pendels  auf  der 
rotierenden  Erde,  weun  man  die  Bewegung  desselben  auf  der  ruhenden 
Erde  bestimmt  und  gleichzeitig  das  Azimut  der  Bewegung  mit  der 
Geschwindigkeit  w  sin  cp  im  Sinne  der  taglichen  Bewegung  der  Ge- 
stirne  sich  andern  lasst. 

Finden  speziell  die  Schwingungen  sehr  nahe  in  einer  vertikalen 
Ebene  statt  (Schwingungsebene),  so  besteht  der  Effekt  der  Erdrotation 
darin,  dass  sich  die  Schwingungsebene  im  Sinne  E-S-W  rnit  der  Ge 
schwindigkeit  w  sin  cp  urn  die  Vertikale  des  Aufhangepunktes  dreht. 

Fiir  die  Ableitung  des  vorstehenden  Satzes  wird  ausser  den  Be- 
schrankungen,  die  bei  der  Aufstellung  der  Diiferentialgleichungen  be- 
reits  angegeben  sind,  noch  vorausgesetzt,  class  die  Amplitude  der 
Pendelschwingungen  unendlich  klein  sei,  dass  0  gegen  I  und  ausser- 
dem  die  Glieder  mit  w  cos  cp  als  Faktor  in  den  Differentialgleichungen 
vernachlassigt  werden  diirfen.  In  dieser  Annaherung  kann  die  Be 
wegung  als  die  eines  Massenpunktes  in  einer  horizontalen  Ebene  auf- 
gefasst  werden  und  gestattet  dann  eine  einfache  Behandlung181). 

Man  bekommt  eine  anschauliche  Vorstellung  von  dem  vorher 
angegebenen  Satze,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Bewegung  des  Pendels 


176)  In  den  in  der  Litteraturiibersicht  angegebenen  Arbeiten  von  M.  de  Sparre 
als  einflusslos  nachgewiesen. 

177)  Vgl.  V.  Puiseux,  Ann.  60.  norm.  (2)  1  (1872),  p.  23. 

178)  Hansen;  Clausen.  179)  Vgl.  Nr.  37". 

180)  J.  de  math.  18  (1853),  p.  227. 

181)  Siehe  z.  B.  Eouth,  §  40.    Man  hat  auch  eine  grosse  Anzahl  von  elemen- 
taren  Beweisen  fur  das  oben  genannte  Resultat  zu  geben  versucht,  die  meistens 
von  speziellen  unbewiesenen  Hypothesen  fiir  die  Bewegung  der  Schwingungsebene 
ausgehen.     Da  diese   nur  angenahert  richtig  sind,    so    kann  eine  unrichtige  Be- 
nutzung  derselben  auch  zu  falschen  Resultaten  fuhren  (z.  B.  bei  F.  Schaub,  Astr. 
Nachr.  35  (1852),  p.  353;  F.  Meisel,  Zeitechr.  Math.  Phys.  48  (1903),  p.  465  u.  a.). 
Bei   fast   alien   elementaren  Beweisen   handelt  es   sich   nur  urn  die  Ermittelung 
der   Komponente    einer   gleichformigen  Drehung   fiir   eine    bestimmte   Richtuug. 
Man  vgl.  noch  S.  Gunther,  Zeitschr.  f.   math.  u.   naturwiss.  Unterricht  6  (1875), 
p  444  und  7  (1876),  p.  187;    O.  Rothig,  Ztschr.  Math.  Phys.  24  (1879),  p.  153. 
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genau  dieselbe  1st  wie  die,  welche  ein  Pendel  mit  absolut  festem 
Aufhangungspunkt  auf  einer  gleichformig  mit  der  angegebenen  Ge- 
schwindigkeit  rotierenden  Kugelschale  registrieren  wurde. 

37.  Storende   Einfliisse.     Ausser    den   in    den    bereits    namhaft 
gemachten  Vernachlassigungen  enthaltenen   storenden  Einfliissen   sind 
noch  folgende  zu  erwahnen: 

a)  Einfluss    der    endlichen    Amplitude182)    und    des    Anfangszu- 
standes183).      Bei   kleinen   Amplituden   kann    die   Horizontalprojektion 
der  Pendelschwingimgen  geniigend  genau  als  Ellipse  aufgefasst  werden. 
Sind  a  und  &  die  Langen    ihrer  Halbaxen,   so   dreht  sich   die  grosse 
Achse  der  Ellipse  wahrend  eines  Umlaufs  um  den  Betrag 

3  ab    9 
ylr-2«, 

und  zwar  findet  diese  Drehung  in  demselben  Sinne  statt  wie  die  Be- 
wegung  in  der  Ellipse. 

b)  Luft-  und  Reibungswiderstande. 

Die  Widerstande  wirken  nur  indirekt  durch  Deformation  der 
Schwingungsfigur.  Untersuchungen  iiber  die  Form  der  Schwingungs- 
kurve  bei  Beriicksichtigung  von  Widerstanden,  die  der  ersten  Potenz 
der  Geschwindigkeit  proportional  sind,  haben  K.  Weihrauch  und  P.  de 
Saint-Robert  angestellt184).  Man  vergleiche  auch  die  Methode  von 
H.  Kammerlingli-Onnes^} ,  um  den  Einfluss  der  Widerstande  experi- 
mentell  zu  eliminieren. 

c)  Die  Abweichung   der  Erde   von   der   Kugelgestalt 186)   kommt 
nicht  in  Betracht  auf  Grund  der  Annahme  fiber  g. 

38.  Weitere  Annaherungen.    Mit  weiteren  Annaherungen  haben 
sich  u.  A.  W.  Dumas,  J.  A.  Serret,  M.  de  Sparre  und  0.  Kragli  in  den  in  der 
Litteraturiibersicht  genannten  Arbeiten  beschaftigt,  meistens  unter  Be- 
nutzung  der  Methode   der  Variation    der  Konstanten.     Es   ergibt  sich 
dabei  in  der  Formel  fur  die  Drehungsgeschwindigkeit  der  Schwingungs- 
ebene  ein  vom  Azimut  abhangiges  Glied,  das  am  Aquator  sein  Maxi 
mum    erreicht,    aber    auch    dort    noch    innerhalb    der   Beobachtungs- 
ungenauigkeit  liegt. 


182)  A.Chessin,  Amer.  J.  of  math.  17  (1895),   p.  86   und  Baltimore,  John 
Hopkins  Univ.  Circ.  14  (1895),  p.  64. 

183)  Quet;  vgl.  auch  Eouth,  §  38—40. 

184)  Repertorium  f.  Experimental -Physik  (Exner's  Rep.)  22  (1886),  p.  480 
u.  643;    Napoli  Mem.   della  Soc.  ital.  d.  sci.   (Mem.  di  matematica  e   di  fisica) 
(8)  3  (1879). 

185)  Bewijzen,  p.  192;  vgl.  Nr.  41  b. 

186)  Nach  Hansen  und  Clausen  ohne  merklichen  Einfluss. 
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39.  Benutzung  des  physischen  Pendels.  Die  Differentialglei- 
chungen  fur  die  Bewegung  des  physischen  Pendels  auf  der  rotierenden 
Erde  geben  Quet  und  Hansen. 

Wird  angenommen,  dass  die  Triigheitsmomente  des  Pendels  fur 
horizontale  Axen  durch  den  Aufhangepunkt  samtlich  gleich  sind  (=  A\ 
wahrend  das  Tragheitsmoment  fur  die  vertikale  Axe  durch  den  Auf 
hangepunkt  den  Wert  C  hat,  so  gilt  fur  die  Bewegung  desselben 

der  Satz: 

Das   physische  Pendel   zeigt   nur   dann   dieselben  Erscheinungen 

wie  das  mathematische  Pendel,  wenn  j   geniigend  klein  ist187). 

Als  besondere  Storungsursachen  fur  das  physische  Pendel  kommen 
noch  in  Betracht: 

a)  Drehende    Bewegungen    der   Pendelkugel    um    den    vertikalen 
Durchrnesser,   verbunden    mit   Torsionsschwingungen   des   Drahtes188). 

b)  Ungleichheiten   der  Tragheitsmomente   um   horizontale  Axen 
durch  den  Aufhangepunkt. 

c)  Ungleiche   Elastizitat   des   Aufhiingedrahtes    in   verschiedenen 

Richtungen. 

Vergleiche  zu  c)  die  Versuche  L.  Foucault's  mit  schwmgenden 
Staben189)  und  die  Erkliirungen  von  H.  Kamerlingh-Onnes™}  dazu. 

40.    Versuclie. 

a)  Der  Foucault'sche  Pendelversuch.  Die  ersten  Versuche,  um  mit 
Hilfe  der  Drehung  der  Schwingungsebene  eines  frei  schwingenden 
Pendels  die  Rotation  der  Erde  nachzuweisen,  sind  1851  von  L.  Fou- 
cault  in  Paris  angestellt. 

Wenn  die  Versuche  glatt  gelingen  sollen191),  sind  verschiedene 
Bedingungen  notig,  die  sich  aus  dem  theoretischen  Teil  ergeben: 

a)  Das  Pendel  soil  moglichst  lang  und  die  Pendelkugel  von 
moglichst  kleinem  Durchmesser  und  moglichst  grossem  spezifischem 
Gewicht  sein. 

187)  Quet,  p.  259.  Nach  H.  Kamerlingh-Onnes  und  A.  S.  Chessin  betragt 
das  Hauptglied  der  Drehungsgeschwindigkeit  des  Azimuts  ffir  das  physische 


2  A  —  C 
Pendel  —      —  w  8in 


188)  Hansen,  p.  38. 

189)  L.  Foucault,  Recueil  des  travaux,  p.  392. 

190)  Betrek.  Beweg. 

191)  Auch  L.  Foucault  ist  der  Versuch  erst  nach  langen  Muhen  gelungen, 
vgl.  J.  Bertrand,  ^loge  historique  de  L^on  Foucault,  L'Institut  de  Fran, 
moires  (2)  42  (1883),  p.  LXXVII. 
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/3)  Das  Pendel  muss  eine  um  die  vertikale  Axe  symmetrisehe 
Massenverteilung  besitzen,  der  Aufhangedraht  in  alien  horizontalen 
Richtungen  gleich  elastisch  sein. 

y)  Das  Pendel  muss  mit  moglichst  geringer  seitlicher  Geschwin- 
digkeit  uud  kleiner  Amplitude  losgelassen  werden. 

d)  Das  Pendel  muss  einen  festen  Aufhiingepunkt  haben  und 
gegen  iiussere  storende  Einfliisse  (Luftzug  etc.)  gut  geschiitzt  sein. 

Die  Versuche  sind  in  alien  Kulturlandern  vielfach  wiederholt, 
und  zwar  mit  rnehr  oder  weniger  Erfolg,  je  nachdem  die  angefiihrten 
Vorsiclitsmassregeln  besser  oder  schlechter  erfiillt  waren;  sie  konnen 
indessen  kaum  als  Prazisionsmessungen  gelten,  da  wohl  nirgends  der 
Versuch  gemacht  ist,  den  Einfluss  der  Storungen  quantitativ  zu  er- 
mitteln. 

b)  Der  Bravais'sche  Pcndelvcrsuch.  Bewegt  sich  der  Massenpunkt 
eines  frei  schwingenden  Pendels  in  einem  horizontalen  Kreise  (Kegel- 
pendel),  so  ist  die  Schwingungsdauer  grosser,  wenn  es  sich  entgegen- 
gesetzt  der  Erdrotation  bewegt,  als  wenn  es  sich  gleichsinnig  mit  der 
Erde  dreht. 

Die  Differenz  beider  Schwingungszeiten  ist  nach  A.Bravais: 

(56)  4jr  —  w  sin  y> . 

Eine  genauere  Pormel  gibt  W.  Dumas.  Die  von  A.  Bravais  mit  zwei 
10  m  langen  Fadenpendeln  angestellten  Versuche  haben  ein  mit  der 
Theorie  iibereinstimmendes  Resultat  ergeben. 

41.  Das  Gauss'sche  Pendel.  Um  den  Foucault'schen  Versuch 
in  einfacherer  Weise  anstellen  zu  konnen,  hat  C.  F.  Gauss19*)  in 
einem  Briefe  an  A.  v.  Humboldt  das  iiach  ihm  benanute  Pendel  vor- 
geschlagen.  Dasselbe  ist  ein  in  einer  Cardanischen  Aufhangung 
schwingendes  Pendel  von  den  Dimensionen  eines  Sekundenpendels. 

a)  Theorie.  Die  Theorie  der  Bewegung  eines  Gauss'schen  Pendels 
ist  von  H.  Samter  und  G.  Lorentzen  entwickelt,  spater  auf  erweiterter 
Grundlage  von  H.  Kamcrlingli-Onnes. 

G.  Lorentzen  hat  gezeigt,  dass  der  Foticault'sche  Versuch  mit  dem 
(rawss'schen  Pendel  nur  unter  Anwendung  ganz  besonderer  Vorsichts- 
massregeln  (der  Abstand  der  beiden  Drehungsaxen  darf  nur  einige 
Mikron  betragen)  gelingen  kann.  Er  leitet  seine  Resultate  mit  Hilfe 
der  Methode  der  Variation  der  Konstanten  ab;  indem  er  als  ungestorte 


192)  Briefe  zwischen  A.  v.  Humboldt  und  Gauss,  Leipzig  1877,  p.  66,  Brief 
vom  10.  Mai  1853. 
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Bewegung  die  elliptische  Bewegung  des  mathematischen  Raumpendels 
fiir  unendlich  kleine  Schwingungen  zu  Grunde  legt. 

b)  Theorie  und  Versuche  von  H.  Kamerlingh- Onnes.  H.  Kamer 
lingh- Onnes  hat  die  Idee  des  Gauss'schen  Pendels  wesentlich  verall- 
gemeinert  und  dadurch  eine  ganze  Reihe  neuer  Versuche,  welche  die 
Erdrotation  beweisen,  erhalten.  Er  setzt  bei  dem  von  ihm  benutzten 
Pendel  nicht  voraus,  dass  die  Haupttragheitsmomente  um  horizontale 
Axen  durch  den  Schwerpunkt  mit  der  aussersten  erreichbaren  Ge- 
nauigkeit  gleich  gemacht  seien,  sondern  rnft  absichtlich  durch  kleine 
aufgelegte  Gewichte  Unterschiede  hervor,  deren  Verhaltnis  zum  Trag- 
heitsmoment  des  Pendels  von  der  Ordnung  w  ist. 

Die  Bewegungen,  die  ein  solches  Pendel  ausfiihren  kann,  sind 
von  Kamerlingh-  Onnes  untersucht  und  klassifiziert  worden;  der 
Foucault'sche  und  Bravais'sche  Pendelversuch  ergeben  sich  als  spe- 
zielle  Falle.  Auch  die  Storungen  sind  von  ihm  studiert.  Er  zeigt, 
dass  man  den  Einfluss  endlicher  (kleiner)  Amplituden  und  den  Ein- 
fluss  der  Reibung,  soweit  diese  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist;  dadurch  beseitigen  kann,  dass  man  2  Versuche,  mit 
derselben  Ellipse  beginnend,  aber  in  2  um  90°  verschiedenen  Azimuten 
und  mit  entgegengesetztem  Bewegungssinn  in  der  Ellipse  anstellt 
und  die  Resultate  mittelt. 

Der  von  Kamerlingh- Onnes  mit  Geschick  konstruierte  Apparat 
(speziell  sei  auf  seine  Methode,  die  beiden  Drehuhgsaxen  fiir  das 
Pendel  in  eine  Ebene  zu  bringen,  hingewiesen)  hat  mit  der  Theorie 
gut  libereinstimmende  Resultate  ergeben.  Die  Kamerlingh-  Onnes' 'schen 
Versuche  sind  wohl  die  einzigen  von  den  in  diesem  Abschnitt  be- 
sprochenen,  denen  man  den  Charakter  von  Prazisionsmessungen  bei- 
legen  kann.  Fur  die  stiindliche  Drehung  der  Erde  um  die  Vertikale 
des  Beobachtungsortes  findet  H.  Kamerlingh- Onnes  aus  2  Versuchs- 
reihen  12°,04  und  11°,99,  wahrend  die  Rechnung  12°,03  ergiebt. 

C)  Versnche  mit  Gyroskopen. 

42.  Das  Foucault'sclie  Gyroskop.  Unter  einem  Gyroskop  ver- 
steht  man  nach  L.  Foucault 193)  einen  Kreisel,  d.  h.  einen  in  seinem 
Schwerpunkt  unterstiitzten  Rotationskorper,  der  infolge  seiner  Kon- 
struktion  geeignet  ist,  die  Erdrotation  sichtbar  zu  machen. 

Das  Foucault'sche  Gyroskop  ist  ein  Kreisel,  der  die  freie  Beweg- 


193)  Paris  C.  E.  36  (1852),  p.  424  =  Recueil  des  travaux,  p.  406  (auch  C.  R. 
35  (1852),  p.  421  =  Rec.  d.  trav. ,  p.  401). 
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lichkeit  um  seinen  Schwerpunkt  durch  ein  Cardanisches  Gehange  er- 
halt.  Die  einzelnen  Teile  des  Gyroskops  (Schwungring,  innerer  und 
ausserer  Ring)  miissen  so  justiert  sein,  dass  ihre  Schwerpunkte  mit 
dem  Schnittpunkte  ihrer  Drehaxen  zusammenfallen.  Der  aussere  Ring 
hangt  an  einem  torsionslosen  Faden  und  ist  zur  Vermeidung.  seitlicher 
Bewegungen  in  Spitzen  um  eine  vertikale  Axe  drehbar;  der  innere 
Ring  ruht  vermittelst  Schneiden  auf  Flachen,  die  an  dem  ausseren 
Ringe  angeschliffen  sind.  Es  ist  auch  moglich,  den  inneren  Ring 
gegen  den  ausseren  festzulegen,  sodass  die  Kreiselaxe  nur  noch  einen 
Grad  von  Freiheit  hat. 

Sieht  man  von  alien  storenden  Einfliissen  ab,  so  gilt  fur  die  Be- 
wegung  des  FoucauWschen  Gyroskops,  wenn  die  Axe  des  Schwung- 
rings  zwei  Grade  der  Freiheit  hat,  folgender  Satz: 

Ein  Foucault'sches  Gyroskop  mit  drei  Graden  der  Freiheit  fiihrt 
genau  dieselbe  Bewegung  im  ahsoluten  Raume  aus,  als  wenn  der 
Schwerpunkt  ahsolut  fest  ware.  War  speziell  die  Schwungringaxe  zu 
Beginn  der  Bewegung  in  absoluter  Ruhe,  so  wird  sie  bestandig  die 
selbe  Richtung  im  Raume  beibehalten;  relativ  zur  Erde  wird  ihre 
Spitze  also  ebenso  wie  die  Gestirne  einen  Kreis  um  die  Richtung 
zum  Himmelspol  beschreiben. 

Der  vorstehende  Satz  gilt,  wie  schon  erwahnt,  nur  dann,  wenn 
man  von  alien  storenden  Einfliissen  absieht;  als  solche  kommen  haupt- 
sachlich  ungenaue  Justierung  des  Apparates,  Reibungskrafte  an  den 
Spitzen  und  Schneiden  und  unregelmassige  Impulse  bei  dem  Ingang- 
setzen  des  Kreisels  in  Betracht.  Sieht  man  von  diesen  Storungen  ab 
und  betrachtet  iiberdies  die  Schwerkraft  als  eine  im  Bewegungsgebiet 
des  Gyroskops  nach  Richtung  und  Grosse  konstante  Kraft  und  ver- 
nachlassigt  den  Einfluss  der  Massen  des  Aufhangesystems194),  so  gilt 
der  Satz  auch,  wenn  der  Schwungring  ificht  angedreht  ist;  er  folgt 
dann  einfach  aus  dem  Satz  von  der  Unabhangigkeit  von  Translation 
und  Rotation195).  Um  die  storenden  Einfliisse  unschadlich  zu  machen, 
ist  dagegen  eine  hohe  Eigenrotation  des  Schwungringes  unbedingt 
erforderlich.  Diese  kann  zwar  die  Wirkung  der  Reibungskrafte  und 


194)  Vgl.  Klein -Sommerf eld,  Kreisel,  p.  742. 

195)  E.  Guyou,  Paris  C.  E.  106  (1888),  p.  1143.    Die  Autoren,  die  sich  mit 
der  Theorie  des  Gyroskops  beschaftigt  haben,  berucksichtigen  meistens  «>',  sehen 
dagegen  entweder  die  Schwerkraft  (J.  A.  Quet,  Ph.  Gilbert)  oder  die  Anziehungs- 
kraft   der  Erde  (J.  Purser,  C.  Bour,  E.  Lottner)   als   konstant  an,  was  naturlich 
inkonsequent  ist  und  zu  unnotig  komplizierten  Formeln  fiihrt.     Eine  Schatzung 
des  Einflusses  der  in  der  Praxis  wirklich  auftretenden  Storungen  hat  keiner  der 
genannten  Autoren  versucht. 
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der  unkontrollierbaren  Anfangsimpulse  nicht  aufheben,  aber  doch  so 
verlangsamen,  dass  sie  wahrend  der  Beobachtungszeit  nicht  mehr  merk- 
lich  wird196). 

Der  auf  dem  angegebenen  Satz  basierte  Versuch  von  L.  Foucault 
soil  in  der  Weise  angestellt  werden,  dass  die  Axe  des  Schwungringes 
zu  Beginn  des  Versuches  horizontal  ist.  Der  aussere  Ring  wird  sich 
dann  wahrend  einer  geniigend  kurzen  Zeit  t  um  den  Wiukel  tw  sin  tp 
in  der  Richtung  E  —  S  drehen. 

Um  einen  weiteren  Satz,  der  sich  auf  das  Gyroskop  mit  zwei 
Graden  der  Freiheit  bezieht,  aussprechen  zu  konnen,  bezeichnen  wir 
die  axialen  Tragheitsmomente  des  Schwungringes,  des  inneren  und 
ausseren  Ringes  resp.  mit  (7,  Ci}  C2,  die  aquatorealen  Tragheitsmomente 
resp.  mit  A,  Al}  Az  und  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  des  Schwung 
ringes  mit  n.  Der  betreffende  Satz  lautet  dann: 

Ist  die  Axe  des  Gyroskops  in  einer  beliebigen  mit  der  Erde  fest 
verbundenen  Ebene  beweglich,  die  mit  der  Axe  der  Erdrotation  den 
Winkel  I  bildet,  so  bewegt  sich  die  Axe  des  Schwungringes  wie  ein 
matheinatisches  Pendel  von  der  Lange: 


Own  cos  I 

Die  stabile  Gleichgewichtslage  der  Schwungringaxe  erhalt  man, 
wenn  man  die  Parallele  zur  Weltaxe  durch  den  Schwerpunkt  des 
Gyroskops  auf  die  feste  Ebene  projiziert  und  dabei  den  Drehungssinn 
unverandert  lasst. 

L.  Foucault  bezeichnet  das  Verhalten  der  Schwungringaxe  als 
Tendenz  der  Drehaxen  zum  Parallelismus  (genauer  ware:  zum  gleich- 
sinnigen  Parallelismus). 

43.  Das  Gilbert'sche  Barogyroskop.  Um  die  Schwierigkeiten 
der  Justierung  zu  verringern,  hat  Ph.  Gilbert  197)  eine,  wie  es  scheint, 
zweckmassige  Abanderung  des  Foucault'  schen  Gyroskops  vorgenommen, 
bei  der,  wie  der  Name  sagt,  auch  die  Schwerkraft  wirksam  wird. 

Das  Barogyroskop  (vgl.  die  nachstehende  Figur198))  besteht  aus 
dem  Schwungring  D  mit  seiner  Axe  «,  der  so  in  dem  Rahmen  C 


196)  Eine  ausfiihrliche  Diskussion  der  Wirkung  der  Reibungseinfliisse  und 
der    fehlerhaften    Anfangsimpulse    findet    man    bei    Klein- Sommerf eld ,   Kreisel, 
p.  743 ff. 

197)  Mouveinent  relatif,  §  XVIII,  p.  76. 

198)  Dem  ,,Katalog  mathem.  Modelle,  Apparate  und  Instrumente"  im  Auf- 
trage  der  Deutschen  Mathem.-Vereinigung  herausgeg.  von  W.  Dyck,  Nachtrag, 
P.  79  entnommen. 
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befestigt  ist,  dass  die  Schwerpunkte  des  Rahmens  und  Schwungrings 
zusammenfallen. 

An  dem  Rahmen  befinden  sich  auf  beiden  Seiten  bei  A  und  A' 
Schneiden,  deren  Scharfen  in  einer  horizontalen  dureh  den  Schwer- 
punkt  des  Schwungringes  gehenden  Geraden  liegen  sollen.  Vermittelst 
der  Scbneiden  wird  der  Rahmen  auf  das  Gestell  S  mit  zwei  horizon 
talen  Lagern  aufgelegt,  welche  die  Scbneiden  aufnehmen.  Da  das 
Grestell  in  der  Hiilse  H  mit  starker  Reibung  drehbar  ist,  kann  man 
der  Axe  des  Schwungringes  Beweglichkeit  in  jeder  Vertikalebene 
erteilen. 

Die  bisher  genannten  Teile  des  Apparates  miissen  so  konstruiert 
sein,  dass  der  bewegliche  Teil  sich  im  indifferenten  Gleichgewicht 


befindet.  Es  wird  jetzt  an  einer  am  unteren  Ende  des  Rahmens 
sitzenden  Nadel  das  kleine  lauferformige  tJbergewicht  p  hinzugefiigt, 
das  den  Apparat  in  stabiles  Gleichgewicht  bringt,  und  dann  dem 
Schwungring  eine  Rotationsgeschwindigkeit  n  erteilt. 

Die  Gleichgewichtsstellung  der  Rotationsaxe  befindet  sich  dann 
nicht  in  der  Vertikalen,  wie  folgender  Satz  lehrt:  Bedeutet  ^  die 
Masse  des  Ubergewichtes,  d  die  Entfernimg  seines  Schwerpunkts  von 
dem  des  Schwungrings  und  a  das  Azimut  der  Vertikalebene?  in  welcher 


60  IV  7.    Ph.  Furtwdngler.     Mechanik  physikalischer  Apparate. 

die  Kreiselaxe  beweglich  ist,  so  bildet  sie  mit  der  Yertikalen  einen 
Winkel  E,  der  durch  folgende  Gleichung  bestimmt  ist: 

/cr>\  -n  nCw  COS  Op 

(58)  tg  E  =  j-  -  COS  K  . 

ugS  —  nCtv  sm  y 

Die  Seite,  nach  der  die  Schwungringaxe  ausweicht,  bestimmt  sich 
nach  der  vorigen  Nummer.  Befindet  sich  die  Axe  nicht  in  der  sta- 
bilen  Gleichgewichtslage,  so  fiihrt  sie  gedampfte  Pendelschwingungen 
um  dieselbe  aus. 

In  einem  Beispiel,  das  den  wirklichen  Verhaltnissen  entsprechend 
gewahlt  ist,  berechnet  Ph.  Gilbert  den  Winkel  E  zu  etwa  7°,5.  Quan 
titative  Angaben  iiber  die  Resultate  seiner  Versuche  macht  auch  er 
nicht. 

Ph.  Gilbert  hat  noch  ein  doppeltes  Barogyroskop  konstruiert,  das 
zwei  rotierende  Schwungringe  enthalt;  dasselbe  soil  aber  nicht  so 
gute  Resultate  geliefert  haben  wie  der  einfache  Apparat. 

44.  Der  Versucn  von  A.  Foppl.  Keiner  der  bisher  in  diesem 
Kapitel  genannten  Kreiselversuche  hat  zu  quantitativen  Resultaten 
gefiihrt;  erst  A.  Foppl  ist  es  durch  eine  geeignete  Ausgestaltung  der 
Versuchsbedingungen  gelungen,  ein  solches  zu  erhalten.  Er  hat  als 
Kreisel  einen  an  drei  Stahldrahten  aufgehangten  Elektromotor  benutzt, 
dessen  Welle  an  den  Enden  zwei  Schwungrader  von  50  cm  ausserem 
Durchmesser  und  je  30  kg  Gewicht  trug.  Die  Schwungrader  waren 
von  Blechtrorameln  umgeben,  um  zu  verhindern,  dass  der  bei  ihrem 
schnellen  Umlauf  erzeugte  Wind  die  Versuche  storte.  Der  Elektro 
motor  lief  bei  den  Versuchen  mit  1500  bis  2300  Umdrehungen  pro 
Minute.  Eine  Beschrankung  auf  diese  Tourenzahlen  war  notig,  um 
zu  vermeiden,  dass  der  Umlauf  des  Motors  mit  den  elastischen 
Schwingungen  einzelner  Apparatteile  in  Resonanz  trat,  was  zu  starken 
Storungen  Veranlassung  gab. 

Liegt  die  Axe  des  nicht  rotierenden  Kreisels  ausserhalb  des  Me 
ridians,  so  wird  sie,  wenn  der  Elektromotor  in  Gang  gesetzt  wird, 
abgelenkt  und  zwar  zeigt  sie  die  Tendenz  zum  gleichsinnigen  Paral- 
lelismus  mit  der  Axe  der  Erdrotation.  Die  absolute  Grosse  der  Ab- 
lenkung  wird  durch  die  Gleichung: 

(59)  M  =  Awn  cos  <p  cos  fy 

bestimmt,  in  der  y>  die  geographische  Breite  des  Beobachtungsortes, 
A  das  Tragheitsmoment  der  rotierenden  Massen  in  Bezug  auf  die 
Kreiselaxe,  n  ihre  Winkelgeschwindigkeit  und  w  diejenige  der  Erd 
rotation  bezeichnet.  ty  bedeutet  den  Winkel,  den  die  Gleichgewichts- 
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lage  der  rotierenden  Kreiselaxe  init  der  E-W-Richtung  bildet,  und  M 
das  Drehungsmoment,  das  die  trifilare  Aufhangung  in  dieser  Lage 
austibt.  Da  das  Moment  M  durch  einen  direkten  Versuch  bestimmt 
und  das  Tragheitsmoment  A  aus  den  Massen  und  Dimensionen  be- 
rechnet  werden  kann,  so  liess  sicn  bei  bekannter  Tourenzabl  des 
Elektromotors  die  zu  erwartende  Ablenkung  der  Kreiselaxe  mit  Hilfe 
von  (59)  ermitteln.  Die  beobachteten  Ablenkungen,  die  bis  zu  8° 
gingen,  stimmten  mit  den  berechneten  bis  auf  rund  2%  uberein. 


(Abgeschlossen  im  Mar/,  1904.) 
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(Einige  weitere  Litteraturangaben  siehe  im  Nachtrag  auf  Seite  123.) 


1.  Einleitung.  Unter  ^pliysiologisdier  Mechanik"  oder  ,,Bewegungs- 
physiologie"  soil  derjenige  Zweig  der  Physiologie  verstanden  seiu, 
welcher  die  Mechanik  anwendet  auf  die  Untersuchung  der  siclitbaren 
Bewegungen,  insbesondere  der  Gliederbewegungen  des  menschlichen 
oder  allgemein  tierischen  Korpers,  sei  es,  dass  dieselben  zum  Zwecke 
der  Lokomotion,  sei  es,  dass  sie  zur  Verrichtung  irgend  einer  anderen 
Arbeit  ausgefuhrt  werden.  Die  Physiologie  hat  zwar  auch  noch  bei 
zahlreichen  anderen  Problemen  Fiihlung  mit  der  Mebhanik  genommen, 
so  z.  B.  bei  der  Untersuchung  des  Blutkreislaufes,  der  Atniung,  der 
Verdauung  und  der  Entwickelung,  ferner  i'tir  die  Erklarung  von 
mancherlei  Einrichtungen  im  Bau  bestimmter  Abschnitte  des  pflanz- 
lichen  und  tierischen  Organismus,  sowie  fur  das  Verstandnis  der 
Form,  der  Funktion  und  der  Arbeitsleistungen  dieser  Teile  u.  a.  m. 
Da  es  hierbei  zu  ausgedehnten  exakten  mathematischen  Entwicke- 
lungen  in  der  Regel  nicht  gekommen  ist,  so  sollen  diese  und  ahn- 
liche  Anwendungen  der  Mechanik  auf  physiologische  Fragen  hier 
entweder  ganz  ausser  Betracht  bleiben,  oder  doch  nur  in  einem  An- 
hang  kurz  erortert  werden.  Denn  nach  den  fur  die  Bearbeitung  der 
Encyklopadie-Aufsatze  geltenden  allgemeinen  Grundsatzen  haben  nur 
solche  Untersuchungen  der  Bewegungsphysiologie  eingehende  Beriick- 
sichtigung  zu  finden,  welche  zu  mathematischer  Formulierung  und 
mathematischer  Behandlung  und  Losung  der  in  Angriff  genommenen 
Probleme  'gefiihrt  haben.  Andererseits  erschien  es  wiinschenswert, 
die  Litteratur  moglichst  vollstandig  zusammenzustellen,  was  bei  einer 
verhaltnismassig  so  jungen  Wissenschaft,  wie  es  die  physiologische 
Mechanik  ist,  noch  moglich  ist.  Zugleich  kann  das  Litteraturverzeichnis 
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so  dem  Zweck  dienen;  einen  orientierenden  Uberblick  fiber  die  iiber- 
haupt  sich  darbietenden  Probleme  der  Bewegungsphysiologie  zu  geben.  — 

Wahrend  die  technische  Mechanik  sich  zwar  ihre  Probleme  nicht 
stellen  kann,  aber  doch  eine  gewisse  Freiheit  in  Bezug  auf  Material, 
Gestalt,  Massenverteilung  und  Gliederung  bei  der  Herstellung  ihrer 
Maschinen  besitzt,  findet  die  auf  die  Bewegungsvorgange  bei  lebenden 
Organisraen  angewandte  Mechanik  die  Objekte  ihrer  Untersuchungen 
fertig  in  der  Natur  vor.  Ein  wesentlicher  Teil  ihrer  Aufgaben  hat 
sich  daher  mit  der  Feststellung  der  rein  mechanischen  Eigenschaften 
der  lebenden  Korper  zu  beschaftigen.  Insbesondere  hat  sie  eingehende 
Untersuchungen  anzustellen  iiber  die  Art  der  Gelenkverbindungen, 
iiber  die  Dimensionen  und  die  Massenverteilung  bei  den  einzelnen 
K6rperteilen;  so  weit  die  letztere  durch  Schwerpunktslage  und  Grosse 
der  Tragheitsmom ente  fur  alle  Schwerpunktsaxen  charakterisiert  wird, 
bevor  sie  die  sich  darbietenden  kinetischen  Probleme  in  Angriff 
nehmen  kann.  Da  der  menschliche  und  tierische  Korper  in  der  Regel 
einen  viel  verwickelteren  Bau,  insbesondere  eine  viel  mannigfaltigere 
Gliederung  aufweisen  als  die  meisten  Maschinen,  so  sieht  sie  sich 
mehr  als  sonst  eine  angewandte  Wissenschaft  zu  vereinfachenden  und 
schematisierenden  Annahmen  iiber  die  Natur  ihrer  Untersuchungs- 
objekte  gezwungen,  um  das  mechanische  Verhalten  des  Organisnms 
iiberhaupt  erst  der  mathematischen  Behandlung  zuganglich  zu  machen. 
Hierher  gehort  die  Vernachlassigung  der  mit  der  Atmung,  der  Cirku- 
lation  des  Blutes,  sowie  der  Kontraktion  von  Muskeln  und  passiven 
Anspannung  von  Gelenkbandern  einhergehenden  Deformationen  und 
Massenverschiebungen  innerhalb  der  einzelnen  Korperteile.  Hierher 
gehoren  ferner  die  fingierte  Feststellung  einiger  Gelenke  und  die 
daraus  folgende  Verminderung  der  Anzahl  der  Glieder,  welche  in  An- 
betracht  des  Zieles  der  jeweiligen  Untersuchung  mit  geniigender 
Genauigkeit  als  starre  Korper  aufgefasst  werden  konnen.  Hierher 
gehoren  vor  alien  Dingen  auch  gewisse  Schematisierungen  der  Gelenk- 
verbindungen  und  der  Krafteinwirkuugen  der  Muskeln,  wie  z.  B.  die 
Annahine  einer  festen  Gelenkaxe  oder  wenigstens  eines  unverander- 
lichen  Gelenkmittelpunktes,  die  Annahme  eines  resultierenden  Muskel- 
zuges  fiir  den  ganzen  Muskel,  oder  die  Zerlegung  eines  Muskels  in 
einzelne  Abschnitte,  fiir  welehe  die  Voraussetzung  einer  resultieren 
den  Spannung  mit  geniigender  Genauigkeit  erfiillt  ist,  u.  a.  m. 

Die  Probleme  der  Bewegungsphysiologie,  welche  man  bis  jetzt 
mit  Hilfe  der  Mechanik  exakt  gelost  hat,  sind  nicht  sehr  zahlreich, 
obwohl  hier  ein  sehr  dankenswertes  Feld  fiir  die  Anwendung  der 
Mechanik  vorliegt.  Der  Grund  fiir  diese  Thatsache  ist  zum  Teil 

Jincyklop.  d.  math.  Wisseusch.    IV  1,  n.  6 
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darin  zu  suchen,  dass  man  mit  unzureichenden  Mitteln  an  die  Probleme 
herangegangen  ist1),  zum  Teil  auch  darin,  dass  die  hierzu  notwendigen 
anatomischen  und  mechanischen  Grundlagen  vor  nicht  allzu  langer 
Zeit  erst  gewonnen  worden  sind2).  Auch  hat  man  in  dem  abstrakteu 
Ausbau  der  Mechanik  bisher  zu  wenig  den  besonderen  Bediirfnissen 
der  Biologie  Rechnung  getragen. 

Von  anatomischer  Seite  ist  bis  jetzt  hauptsachlich  nur  der  mensch- 
liche  Korper  auf  seine  mechanischen  Eigenschaften  genauer  unter- 
sucht  worden,  und  zwar  auch  nur  in  seinen  grosseren  Abschnitten. 
Es  beschranken  sich  daher  die  Anwendungen  der  Mechanik  im  grossen 
und  ganzen  auf  den  menschlichen  Korper.  Soweit  sie  kinetischer 
Natur  sind,  beziehen  sie  sich  in  letzter  Linie  auf  die  Thatigkeit  der 
Muskeln  und  behandeln  teils  Frageu  der  MusJcelstatik,  teils  solche  der 
Mu-skeldynamik;  insofern  sie  dagegen  nur  rein  kinernatischen  Ver- 
haltnissen  gewidmet  sind,  haben  sie  entweder  die  Untersuchung  der 
Gelenke  des  menschlichen  Korpers  zum  Gegenstand,  oder  sie  be- 
schaftigen  sich  mit  der  empirischeu  Feststellung  und  kinematischen 
Analyse  bestimmter  Bewegungsvorgiinge  des  lebenden  Korpers,  wie 
z.  B.  der  Lokomotion. 


I.    Kinematik. 

A.   Gelenkuntersuchungen. 

2.  Form  der  Gelenkflachen.  Die  Gelenke  des  menschlichen 
Korpers  unterscheiden  sich  von  den  in  der  Technik  verwendeteu  Ge- 
lenken  im  wesentlichen  durch  den  Umstand,  dass  die  Flachen,  mit 
welchen  benachbarte  Knochen  in  einem  Gelenk  in  Beruhrung  kommen, 

1)  Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Krilfte,   die  Gesetze  fur  das  Gleich- 
gewicht    der   Krafte    an    einem    einzigen    starren  Korper  oder  einem   einfachen 
Hebel,  die  Bewegungsgesetze  eines  materiellen  Punktes  und  noch  wenige  andere 
in  den   elementaren  Lehrbuchern   der  Mechanik  angefuhrte  Satze   habcn  lange 
Zeit  das   mechanische  Ru'stzeug  gebildet,  mit  welchem  man  geglaubt  hat,   die 
Probleme  vollstandig  bewaltigen  zu  konnen. 

2)  Noch  zur  Zeit  der  Brvider  Weber  kannte  man  weder  Masse  und  Schwer- 
punktslage,    noch    Tragheitsmomente    der    einzelnen   Korperteile,    sodass    sich 
die  beiden  Forscher  fiir  ihre  Theorien  der  verschiedenen  Lokomotionsarten  zu 
den  weitgehendsten   Schematisierungen,   wie   Steifheit  der  ganzen   unteren  Ex- 
treuiitaten,  Verlegung  der  Masse  des  Beins   und  der  Masse  des  von  den  Beinen 
getragenen  Korperabschnittes  nach  je  einem  Punkte  u.  s.  w.   gezwungen  sahen 
(vgl.  [2]  §.  128).     Auch  den  Beispielen  der  Anwendung  von  Satzen  der  Mechanik 
auf  lebende  Wesen,  welche  man  gelegentlich  in  den  Lehrbuchern  der  Mechanik 
angefiihrt  findet,  hat  man  ahnliche  vereinfachende  Annahmen  zu  Grunde  legen 
mu'ssen. 
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keine  starre  Form  aufweisen.  Alle  Gelenkenden  der  Knochen  sind 
mit  einer,  an  grosseren  Gelenken  bis  zu  5  mm  oder  gar  6  mm  dicken 
Knorpelschicht3)  uberzogen,  die  sich  unter  Druck  deformieren  lasst. 
Da  im  Leben  die  Gelenke  stets  unter  einem  durch  verschiedene  Ur- 
sachen  (Muskelspannung,  Banderspannung,  Luftdruck  u.  a.)  hervor- 
gerufenen  veranderlichen  Druck  stehen,  so  werden  die  in  Betracht 
kommenden  Formen  der  Gelenkfliichen  erst  wahrend  der  Bewegung 
gebildet;  dieselben  lassen  sich  daher  an  anatomischen  Praparaten  nicht 
mit  Sicherheit  feststellen,  sondern  nur  auf  Grund  der  anatomischen 
Befunde  theoretisch  erschliessen.  Daraus  erklart  sich  auch  die  That- 
sache,  dass  selbst  bei  Gelenken,  welche  ohne  Zweifel  im  Leben  aus- 
gedehnten  Flachenkontakt  aufweisen,  an  Praparaten  niemals  genaue 
Kongruenz  der  beiden  Gelenkflachen  nachzuweisen  ist. 

Wahrend  bei  starrem  Material  nur  die  Schraubenflachen  mit  ihren 
speziellen  Arten,  den  Rotationsflachen  und  Prismen-  resp.  Cylinder- 
fliichen  fiir  Gelenke  mit  Flachenkontakt  verwendet  werden  konnen, 
ist  die  Mannigfaltigkeit  der  moglichen  Gelenkformen  im  Organismus 
eiue  unbegrenzte.  Da  jedoch  die  Deformation  der  Gelenkknorpel- 
schicht  iiber  eine  gewisse  Grenze  nicht  hinausgehen  kann,  so  lehnen 
sich  die  Formen  der  Gelenkflachen  immerhin  im  allgemeinen  an  die 
Schraubenflachen  und  ihre  speziellen  Arten  an.  So  findet  man  bei 
zahlreichen  Gelenken  des  menschlichen  und  tierischen  Korpers  wenigstens 
annahernd  den  Typus  der  Rotationsflachen  verwirklicht,  z.  B.  im  Hiift- 
gelenk;  Schultergelenk,  Ellbogengelenk;  oberen  Sprunggelenk,  in  den 
Fingergelenken  u.  a.  In  diesen  Fallen  wird  die  Deformierbarkeit  des 
Knorpels  in  erster  Linie  dazu  verwendet,  die  Abweichung  von  der  Form 
reiner  Rotationsflachen  und  die  Inkongruenzen  zwischen  den  zusauimen- 
gehorenden  Flachen  eines  Gelenkes  auszugleichen,  ohne  die  Bewegungs- 
freiheit  im  Gelenk  zu  andern.  Es  kommen  aber  auch  Gelenke  vor; 
in  denen  die  Deformierbarkeit  der  Gelenkflachen  der  Grund  fiir  eine 
Vergrosserung  der  Bewegungsfreiheit  wird.  Dies  ist  der  Fall,  wenn 
der  bei  starrem  Material  aus  der  Form  der  Gelenkflachen  herriihrende 
Zwang  zur  Unterdriickung  gewisser  Bewegungsarten  fiir  bestimmte 
Richtungen  relativ  so  klein  ist,  dass  er  bei  etwas  deformierbaren 
Gelenkflachen  nahezu  verschwindet. 

Ein  Beispiel  hierfiir  liefert  eine  Ringflache  (Fig.  1),  welche  durch 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  ausserhalb  desselben,  aber  doch  in 
seiner  Ebene  gelegene  Axe  A 13  entsteht4).  Verwendet  man  irgend 


3)  Vgl.   [250]  Tafel  IX  und  [333]. 

4)  Vgl.  [889],  p.  26tiff.  und  Tafel  XI. 
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Fig.  1. 


em  Stuck  dieser  Ringflache  fiir  ein  Gelenk,  so  kann  bei  starrem 
Material  und  ausgedelmtem  Flachenkontakt  ein  jeder  der  beiden  ge- 
leiikig  verbundenen  Korper  gegen  den  anderen  nur  Drehung  um  die 

Rotationsaxe  AB  der  Ringflache  aus- 
fiihren.  Bei  jeder  anderen  Bewegung 
wurden  sich  die  beiden  Gelenkflachen 
mehr  oder  weniger  voneinander  ent- 
fernen  und  eineu  Spalt  zwischen  sich 
entstehen  lassen.  Denkt  man  insbe- 
sondere  aus  dem  der  Rotationsaxe  am 
nachsten  liegenden,  hyperbolisch  ge- 
kriimmten  Teil  der  Ringflache  ein  etwa 
oval  begrenztes  Stiick  (S  in  Fig.  1) 
herausgenommen,  dessen  Mittelpunkt 
auf  dem  kleiusten  zur  Rotationsaxe 
senkrechten  Kreis  der  Ringflache  liegt, 
so  werden  in  diesem  ,,Sattelgelenk" 
Bewegungen  im  Sinne  einer  Drehung  um 
dieFlachennormaledes  Mittelpunktes  des 
ovalen  Flachenstiicks  sehr  bald  einen  klaffenden  Gelenkspalt  erzeugen. 
Dagegen  weichen  bei  nicht  zu  grossen  Drehungen  um  (instantane) 
Axen,  welche  zu  dieser  Flachennormale  senkrecht  gerichtet  sind,  die 
beiden  Gelenkflachen  nur  in  so  geringem  Masse  auseinander,  dass  in 
organischen  Gelenken  die  Deformierbarkeit  des  Knorpeliiberzugs  hin- 
reicht,  um  die  Inkongruenzen  auszugleichen  und  eine  Bewegung  mit 
ausgedehntem  Flachenkontakt  hervorzubringen 5).  Allerdings  wird  da- 
bei  die  Deformierbarkeit  des  Knorpels  in  verschiedenem  Masse,  und 
zwar  im  allgemeinen  um  so  starker  in  Anspruch  genommen,  je  mehr 
die  Richtung  der  zueinander  windschiefen  Axen  von  der  Richtung 
der  Rotationsaxe  AB  abweicht.  Man  denke  sich  nun  zu  der  ur- 
spriinglichen  Ringflache  eine  zweite  (in  Fig.  1  punktiert  gezeichnete) 
konstruiert,  bei  welcher  der  Erzeugungskreis  und  der  kleinste  zur 
Rotationsaxe  senkrechte  Kreis  gegenseitig  ihre  Rollen  vertauscht 
haben,  sodass  also  die  Rotationsaxe  CD  der  neuen  Flache  zu  der 
Axe  AB  senkrecht  orientiert  ist.  Ein  Gelenk,  dessen  Flachen  in 
ganz  entsprechender  Weise  dieser  neuen  Rotationsflache  entnommen 
sind,  unterscheidet  sich  von  dem  oben  beschriebenen  Gelenk  nur  da- 
durch,  dass  die  Drehungen  um  CD,  bei  denen  der  Knorpel  friiher 
am  meisten  deformiert  wurde,  jetzt  ohne  alle  Deformation  der  Gelenk- 


5)  Vgl.  [4],  [13]  und  [40];  ferner  [6],  [296],  [339]. 
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flachen  ausgefiihrt  werden  konnen,  wahrend  nun  gerade  die  Drehungen 
um  die  alte  Rotationsaxe  AB  die  Deformierbarkeit  des  Knorpels 
relativ  am  starksten  in  Anspruch  nehmen.  Die  Gelenkflachen  der 
neuen  Art  stimmen  mit  denen  der  alten  nur  langs  der  beiden  sich 
im  Mittelpunkt  senkrecht  durchkreuzenden  Kreisbogen  vollkommen 
uberein.  Sobald  die  Gelenkflachen  nicht  zu  ausgedehnt  im  Vergleich 
zu  den  Dimensionen  der  beiden  Rotation  sflachen  sind,  unterscheiden 
sie  sich  aber  auch  sonst  nicht  sehr  voneinander.  Eine  Gelenkform, 
welche  zwischen  diesen  beiden  liegt,  gestattet  zwar  keine  Bewegung 
mit  ausgedehntem  Flachenkontakt,  ohne  dass  die  Gelenkflachen  defor- 
miert  werden,  sie  beansprucht  aber  bei  alien  Drehungen  um  Axen 
senkrecht  zur  mittleren  Flachennormalen  die  Deformierbarkeit  des 
Knorpeluberzugs  in  nahezu  gleicher  Weise  und  vor  alien  Dingen  nicht 
so  stark,  wie  bei  einem  grossen  Teil  der  Drehungen  in  den  oben  be- 
schriebenen  Gelenken.  Ein  solches  Gelenk,  dessen  Form  damit  zwar  noch 
nicht  genau  geometrisch  definiert,  aber  doch  wenigstens  in  geniigend 
engen  Grenzen  eingeschlossen  erscheint,  stellt  den  idealen  Typus  eines 
organischen  Sattelgelenks  dar6).  Da  die  Drehungen  um  die  mittlere 
Flachennormale  nahezu  ausgeschlossen  sind,  so  hat  man  es  annahernd 
mit  einem  Gelenk  von  2  Graden  der  Freiheit  zu  thun. 

Ein  ahnliches  Gelenk  von  2  Gr.  d.  Fr.  erhalt  man,  wenn  man  aus  dem 
elliptisch  gekrummten  Teil  der  Ringflache  ein  begrenztes  Stuck  (0  in 
Fig.  1)  herausgreift,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  grossten  Kreis  der  Ring 
flache  liegt.  Man  hat  dann  zunachst  ein  sogenanntes  Ovalgelenk,  bei 
welchem  nur  Drehungen  um  die  Axe  AB  ohne  alle  Deformation  vor  sich 
gehen.  Wahrend  aber  Drehungen  um  die  Flachennormale  des  Mittel- 
punktes  dieses  Flachenstiickes  bald  einen  so  stark  klaffenden  Gelenkspalt 
hervorrufen,  dass  bei  einem  organischen  Gelenk  die  Deformierbarkeit  des 
Knorpels  nicht  ausreicht,  um  denselben  auszugleichen,  konnen  auch 
hier  Drehungen  um  Axen,  welche  zu  dieser  Normalen  senkrecht 
stehen,  unter  Deformation  des  Knorpeluberzugs  mit  Flachenkontakt 
statttinden.  Die  grosste  Deformation  findet  bei  den  Drehungen  um 
die  Axe  EF  statt,  welche  zu  AB  senkrecht  gerichtet  ist  und  durch 
den  Mittelpunkt  des  vordersten  Erzeugungskreises  der  Ringflache  in 
Fig.  1  hindurchgeht.  Verschafft  man  sich  nun  eine  neue,  spindel- 
formige  Rotationsflache  (in  Fig.  1  punktiert  angedeutet),  welehe  durch 
Umdrehung  des  von  EF  abgeschnittenen  Bogens  des  grossten  Kreises 
der  Ringflache  um  diese  Axe  entsteht,  so  wird  ein  unter  Verwendung 
dieser  Spindelflache  hergestelltes  Gelenk  nur  Drehungen  um  EF  ohne 

6)  Vgl.  [339]. 
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Deformation  des  Knorpels  zulassen.  Die  neue  Gelenkflache  wird  aber 
in  ihrer  Form  nur  wenig  von  der  aus  der  urspriinglichen  Ringflache 
genommenen  abweichen.  Ein  Gelenk,  dessen  Flachen  zwischen  beiden 
Form  en  liegen,  stellt  dann  den  ideal  en  Typus  eines  organischen  Oval- 
gelenks  dar,  bei  welchem  gleich  gut  Drehungen  um  oo1  Axen,  die 
alle  zur  mittleren  Flachennormalen  senkrecht  stehen,  ausfiihrbar  sind. 

Wiihrend  man  bei  starrem  Material  nur  eine  einzige  Gelenk 
flache  findet,  welche  dem  Gelenk  2  Gr.  d.  Fr.  verleiht,  namlich  die 
Kreiscylinderflache,  kann  man  bei  Gelenken  mit  deformierbaren  Flachen 
also  auf  sehr  verschiedene  Weise  zu  diesem  Ziele  gelangen.  Im 
menschlichen  Korper  findet  man  sowohl  den  Typus  des  Sattelgelenks 
als  den  des  Ovalgelenks  verwirklicht. 

Ausser  den  Gelenken  mit  ausgedehntem  Flachenkontakt  kommen 
im  menschlichen  Korper  auch  solche  vor,  bei  denen  infolge  zu  starker 
Inkongruenz  der  Gelenkfliichen  die  Beriihrung  derselben  auf  einen 
sehr  schmalen  Streifen  beschrjjnkt  ist  (Kniegelenk,  Kiefergelenk  u.  a.). 
Dann  ist  gewohnlich  durch  faserknorplige  Zwischenscheiben  dafiir 
gesorgt,  dass  keine  Gelenkspalte  entsteht.  Bei  solchen  Gelenken  iibt 
die  Form  der  Flachen  allein  einen  viel  geringeren  Einfluss  auf  die 
Art  der  Gelenkbewegung  aus;  sodass  theoretische  Betrachtungen 
iiber  die  Gelenkform  nur  von  geringerer  Bedeutung  sind. 

3.  Freiheit  der  Gelenkbewegung.  Wahrend  die  in  der  Technik 
vorkommenden  Gelenke  entweder  zwanglaufig  sind,  oder  doch  nur 
mit  1  Gr.  d.  Fr.  verwendet  werden,  besitzt  ein  grosser  Teil  der  Ge 
lenke  des  menschlichen  oder  allgemein  tierischen  Korpers  grossere 
Freiheit  in  der  relativen  Bewegung  benachbarter  Korperteile.  Bei 
ausgedehntem  Flachenkontakt  sind  jedoch  in  einem  Gelenk  nicht  mehr 
wie  3  Grade  von  Bewegungsfreiheit  moglich7).  Organischen  Gelenken 
mit  sehr  beschrankter  Beriihrung  der  beiden  Gelenkflachen  konnten 
dagegen  bis  5  Gr.  d.  Fr.  zukommen.  Es  zeigt  sich  aber,  dass  kein 
Gelenk  des  menschlichen  Korpers  mehr  als  3  Gr.  d.  Fr.  besitzt. 
Daher  lassen  sich  die  samtlichen  Gelenke  des  menschlichen  Korpers 
je  nach  den  Graden  der  Freiheit  in  drei  Gruppen  einteilen.  Dabei 
ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Einteilung  die  Beobachtung  der  Gelenk- 
bewegungen  am  lebenden  Korper  zu  Grunde  zu  legen  ist,  da  die  Be 
wegungsfreiheit  im  Leben  bei  manchen  Gelenken  geringer  ist  als  am 
Praparat.  So  weisen  das  Handgelenk,  die  Gelenke  an  der  Basis  der 
mittleren  Finger  u.  a.  an  Praparaten  3  Gr.  d.  Fr.  auf,  wahrend  sie  im 
Leben  nur  mit  2  Gr.  d.  Fr.  bewegt  werden7a).  Auch  das  Auge  kann 


7)  Vgl.  [339],  p.  242.  7a)  Vgl.  [220]. 
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am  Praparat  oder  am  lebenden  Menschen  passiv  in  der  Augenhohle 
mit  3  Gr.  d.  Fr.  bewegt  werden,  wahrend  im  Leben  aktiv  nur  eine 
Bewegung  von  2  Gr.  d.  Fr.  moglich  1st.  Der  Grund  fur  die  Ver- 
minderung  der  Bewegungsfreiheit  ist  in  alien  diesen  Fallen  ein  phy- 
siologischer,  indem  wir  nicht  imstande  sind,  unsere  Muskeln  so  zu 
innervieren,  dass  sie  die  im  Leben  vermiedene  Gelenkbewegung  her- 
vorbringen. 

Wahrend  die  Glieder  einer  Maschine  nur  zu  zwanglaufig  ge- 
schlossenen  kinematischen  Ketten8)  vereinigt  sein  diirfen,  kommen  im 
tierischen  Korper  sowohl  geschlossene  als  offene  Ketten  vor.  So 
vereinigen  sich  beim  Menschen  die  echten  Rippen  mit  dem  Brustbein 
und  der  Wirbelsaule  zu  einer  zwanglaufig  geschlossenen  Kette.  Des- 
gleichen  findet  man  an  den  Kiefern  einiger  Giftschlangen9),  am 
Schnabel  der  Vogel10),  sowie  am  Vorderarm  der  Vogel  zwanglaufig 
geschlossene  Ketten  vor.  Dagegen  bilden  die  Extremitaten  der 
meisten  Tiere  offene  Ketten,  sodass  im  allgemeinen  die  relative  Be 
wegungsfreiheit  mit  der  gegenseitigen  Entfernung  zweier  Glieder  der 
Extremitaten  zunimmt.  So  besitzen  z.  B.  beim  Menschen  die  Hand 
sowohl,  als  auch  der  Fuss  infolge  der  Gliederung  der  Extremitatert 
6  Gr.  d.  Fr.  relativ  zum  Rumpf,  also  innerhalb  gewisser,  durch  die 
Dimensionen  der  Glieder  gesetzter  Grenzen  voile  Bewegungsfreiheit11). 

Trotz  alledem  konnen  wir  aber  in  jedem  Moment-den  einzelnen 
Gliedern  wie  bei  einer  Maschine  eine  bestimmte  Bewegung  aufzwingen. 
Der  Zwang  wird  hier  nur  nicht  durch  die  Art  der  Gelenkverbindungen 
ausgeiibt,  sondern  durch  unseren  Willen.  Wir  sind  also  imstande, 
unseren  Korper  in  jedem  Augenblicke  in  der  mannigfaltigsten  Weise 
in  eine  Maschine  zu  verwandeln,  sodass  derselbe  einen  ganzen  Kom- 
plex  verschiedener  Maschiuen  darstellt12). 

4.  Schluss  der  Gelenke.  Nach  Reuleauxiy)  kann  der  Schluss 
eines  Gelenks  entweder  dadurch  bewirkt  werden,  dass  die  Gelenk- 
flachen  der  beiden  Knochen  sich  vermoge  ihrer  Form  gegenseitig 
zwanglaufig  umhullen,  oder  dadurch,  dass  die  beiden  Gelenkflachen 
durch  besondere  zwischen  beiden  Knochen  wirksame  Krafte  in  alien 
Stellungen  gegeneinander  gepresst  werden.  Im  ersten  Falle  redet 

8)  F.  Beuleaux,  Theoretische  Kinematik,  Braunschweig  1875,  p.  50. 

9)  Vgl.  [373]. 

10)  Vgl.  [202],  [393]   und  das  Eeferat  von  0.  Thilo  iiber  Beuleaux's  Kine 
matik  im  Tierreiche,  Biol.  Ctrlbl.  1901. 

11)  Vgl.  [275],  p.  199. 

12)  Vgl.  [276]. 

13)  Ft  Reuleaux,  Theoretische  Kinematik,  Braunschweig  1875,  §  39. 
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man  von  Paarschluss  oder  Umschluss,  im  letzten  von  Kraftschluss. 
Bei  Tieren  mit  ausserem  Skelet  1st  der  Umschluss  sehr  haufig14). 
Die  Gelenke  des  menschlichen  Korpers  sind  dagegen,  ebenso  wie  die 
der  anderen  Wirbeltiere,  mit  wenig  Ausnahmen  kraftschliissig.  Der 
Kraftschluss  wird  dabei  teils  durch  Gelenkbander  und  Muskeln,  teils 
durch  den  Luftdruck  bewirkt.  Wahrend  die  Muskeln,  auch  wenn  sie 
sich  nicht  im  Zustande  aktiver  Kontraktion  befinden,  im  Leben  doch 
vielfach  liber  ihre  natiirliche  Lange  ausgedehnt  und  daher  wenigstens 
elastisch  gespannt  sind,  sodass  sie  auf  das  Gelenk  driicken,  tragen 
die  Bander  nur  bei  Gelenken  mit  annahernd  fester  Axe  in  alien 
Stellungen  zum  Kraftschluss  bei;  sie  heften  sich  dann  entweder  an 
dem  einen  Knochen  in  einem  Punkte  der  Axe  an,  oder  sie  umfassen 
den  einen  der  beiden  Knochen  schlingenformig.  Das  erstere  ist  z.  B. 
der  Fall  beim  Ellbogengelenk,  den  Gelenken  zwischen  den  einzelnen 
Gliedern  der  Finger  und  Zehen,  dem  oberen  Sprunggelenk  u.  a.,  das 
letztere  bei  den  beiden  Teilen  des  Gelenks  zwischen  den  Vorderarm- 
knochen  u.  a.  Bei  Gelenken  von  3  Gr.  d.  Fr.  mit  ausgedehntem 
Flachenkontakt  dienen  dagegen  die  Bander  im  wesentlichen  nur  zur 
fjegrenzung  der  Gelenkbewegung;  hier  kornmt  dann  vor  alien  Dingen 
der  Luftdruck  fur  den  Kraftschluss  in  Betracht. 

5.  Art  der  Gelenkbewegung.  Die  verschiedenen  Methoden, 
welche  man  ausgebildet  hat,  um  eine  bestimmte  Gelenkbewegung  zu 
ermitteln,  laufen  im  wesentlichen  darauf  hinaus,  nach  Fixation  des 
einen  Korperteils  die  Bahnen  dreier  am  anderen  Korperteil  befind- 
licher,  oder  starr  mit  demselben  verbundener  Punkte  innerhalb  eines 
ruhenden  raumlichen  Koordinatensystems  festzustellen  und  eindeutig 
auf  einander  zu  beziehen. 

Handelt  es  sich  um  Versuche  an  Gelenkpraparaten,  bei  denen 
man  eine  Stellung  des  beweglichen  Korperteils  beliebig  lange  fest- 
halten  kann,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  geeigneter  Instrumente,  etwa 
einer  feststehenden  horizontalen  Koordinatentafel  mit  Millimeternetz 
und  eines  auf  derselben  verschiebbaren  vertikalen  Massstabes  direkt 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  drei  Punkte  fur  beliebig  viele 
Stellungen  messen15). 

Bei  Untersuchungen  am  lebenden  Korper  kann  man  dagegen  eine 
Gelenkstellung  nicht  beliebig  lange  mit  geniigender  Sicherheit  fest- 
halten.  Man  bedient  sich  dann  zur  Koordinatenbestimmung  mit  Vor- 
teil  der  Hilfe  der  Momentphotographie.  Zu  diesem  Zwecke  erzeugt 


14)  Vgl.  [393]. 

15)  Vgl.  [188]  und  [207]. 
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man  gleichzeitig  an  drei  Stellen  des  beweglichen  Korperteils  wahrend 
der  Bewegung  im  dunklen  Raume  intermittierend  elektrische  Funken 
und  lasst  dieselben  auf  die  lichtempfindlichen  Flatten  zweier  in  ver- 
schiedener  Richtung  aufgestellter  photographischer  Apparate  einwirken, 
welche  wahrend  des  ganzen  Versuches  oifen  bleiben16).  Auf  diese 
Weise  erhalt  man  zunachst  zwei  Centralprojektionen  einer  grossen 
Anzahl  von  Bewegungsphasen,  welche  dazu  dienen  konnen,  den  Be- 
wegungsvorgang  auf  ein  rechtwinkliges  raumliches  Koordinatensystem 
zu  beziehen,  falls  man  auf  jeder  der  beiden  pbotographischen  Flatten 
noch  ein  im  Raume  feststehendes  Axenkreuz,  oder  auch  je  ein  auf 
der  Axe  des  Apparates  senkrecbt  stehendes  Koordinatennetz  auf- 
genommen  hat.  Man  muss  zu  diesem  Zwecke  nur  mit  Hilfe  eines 
geeigneten  Instrumentes17)  die  Koordinaten  der  Funkenbilder  auf  den 
photographischen  Flatten  mit  geniigender  Genauigkeit  messen.  Die 
Formeln,  welche  die  Berechnung  der  raumlichen  Koordinaten  ermog- 
lichen,  haben  natiirlich  den  optischen  Konstanten  der  beiden  photo 
graphischen  Apparate,  insbesondere  der  Lage  der  Knotenpunkte  Rech- 
nung  zu  tragen18).  Handelt  es  sich  darum,  nicht  bloss  den  raum 
lichen,  sondern  auch  den  zeitlichen  Verlauf  der  Gelenkbewegung  zu 
ermitteln,  so  braucht  man  nur  etwa  durch  einen  Stimmgabelunter- 
brecher  an  dem  zur  Erzeugung  der  Funken  verwendeten  Induktions- 
apparat  dafiir  Sorge  zu  tragen,  dass  die  elektrischen  Funken  in  genau 
gleichen  Zeitintervallen  aufeinander  folgen. 

Genaue  Messungen  an  Praparaten  haben  nur  dann  eine  Bedeu- 
tung,  wenn  die  Gelenkbewegung  schon  hier  zwanglaufig  ist.  Im 
iibrigen  sind  dieselben  grundsatzlich  am  lebenden  Korper  vorzu- 
nehmen,  wenn  sich  auch  dabei  in  vielen  Fallen  sehr  betrachtliche 
technische  Schwierigkeiten  herausstellen. 

Derartige  Koordinatenbestimmungen  sind  bisher  nur  fur  das 
Ellbogengelenk  an  Praparaten19)  und  fur  das  Kniegelenk  am  lebenden 
Menschen20)  ausgefiihrt  worden.  Ausserdem  sind  die  Bewegungen 
des  Kiefergelenks  auf  photographischem  Wege  registriert  worden21), 
jedoch  nur  unter  Benutzung  eines  Apparates,  sodass  eine  genaue  Be- 
stimmung  der  drei  raumlichen  Koordinaten  nicht  moglich  war. 

Auf  Grund  der  Beziehung  der  Gelenkbewegung  auf  ein  raum 
liches  Koordinatensystem  lassen  sich  naturlich  im  allgemeinen  alle 


16)  Vgl.  [250]. 

17)  Die  Beschreibung  und  Abbildung  eines  solchen  Koordinatenmessers  ist 
gegeben  in  [292],  p.  205  ff. 

18)  Vgl.  [292],  p.  194 ff.  19)  Vgl.  [207]  I.  Teil. 
20)   Vgl.  [250]  und  [442].                             21)  Vgl.  [234]  und  [282]. 
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Einzelheiten  des  Bewegungsvorganges  durch  Konstruktion  oder  durch 
Rechnung  ableiten.  So  ist  fur  die  relative  Bewegung  des  Ellen- 
knochens  gegeniiber  dem  Oberarmknochen,  welche  mit  grosser  An- 
naherung  um  einen  festen  Punkt  im  Ellbogengelenk  stattfindet,  der 
Kegel  der  instantanen  Drehungsaxen,  der  auf  einem  im  Oberarm 
festen  Kegel  rollt,  bestimmt  worden22).  Man  hat  auch,  zum  Teil  auf 
Grund  eingehender  Untersuchungen  iiber  die  Form  der  Gelenkflachen, 
zum  Teil  unter  Zuhiilfenahme  von  Rontgenbildern  des  Kniegelenks 
die  Polbahnen  der  Relativbewegungen  des  Oberscbenkels  und  Unter- 
schenkels  fiir  die  Beugung  im  Kniegelenk  abgeleitet23).  Es  ist  ferner 
auch  fiir  die  Bewegung  des  Unterschenkels  relativ  zum  Oberschenkel 
beim  lebenden  Menschen  festgestellt  worden,  wie  gross  an  jeder  Stelle 
die  mit  der  Beugung  des  Kniegelenks  im  Leben  verbundene  Drehung 
des  Unterschenkels  um  seine  eigene  Langsaxe  ist23a)  u.  s.  w. 

Bei  Gelenken  von  2  Gr.  d.  Fr.  hat  die  Untersuchung  ihr  Augeii- 
merk  vor  alien  Dingen  auf  die  oo1  Axen  zu  richten,  um  welche  der 
eine  Korperteil  relativ  zum  anderen  von  jeder  Gelenkstellung  aus  ge- 
dreht  werden  kann. 

Soweit  die  Gelenke  des  menschlichen  Korpers  von  2  Gr.  d.  Fr. 
bis  jetzt  untersucht  worden  sind,  hat  sich  ergeben,  dass  der  jeweils 
als  beweglich  angenommene  Korper  von  jeder  Stellung  aus  stets  nur 
unendlich  kleine  Drehungen  um  Axen  auszufiihren  vermag,  welche  in 
einer  Ebene  liegen.  Die  einzelnen  Falle  unterscheiden  sich  dabei 
durch  die  Lage  dieser  Axenebene  zu  den  beiden  Korperteilen.  In 
dieser  Beziehung  finden  sich  vor  allem  zwei  verschiedene  Typen  ver- 
wirklicht.  Bei  dem  einen  Typus  steht  die  Axenebene  in  jeder  Ge 
lenkstellung  senkrecht  zu  der  Halbierungslinie  des  Winkels,  den  eine 
bestimmte  Gerade  des  einen  Korperteils  mit  einer  bestimmten  Geraden 
des  anderen  Korperteils  bildet.  Bei  dem  anderen  Typus  geht  die 
Axenebene  in  jedem  Falle  durch  je  eine  bestimmte  Gerade  beider 
Kb'rperteile  hindurch.  Der  erste  Bewegungstypus  findet  sich,  soweit 
die  Untersuchung  bisher  zu  Resultaten  gefiihrt  hat,  mehr  oder  weniger 
genau  befolgt  in  alien  den  Gelenken  des  menschlichen  Korpers,  welche 
am  Praparat  3  Gr.  d.  Fr.,  dagegen  im  Leben  nur  2  Gr.  d.  Fr.  auf- 
weisen,  also  bei  den  Bewegungen  des  Auges,  ferner  in  den  Gelenken 
an  der  Basis  der  mittleren  Finger  und  im  Handgelenk 24).  Er  tritt 
aber  auch  in  Gelenken  auf,  welche  nur  durch  die  Deformierbarkeit 
des  Knorpels  auf  2  Gr.  d.  Fr.  gebracht  sind,  also  in  Ovalgelenken 

22)  Vgl.  [207]  I.  Teil:    Das  Ellbogengelenk,  p.  95  und  p.  103. 

23)  Vgl.  [57],  [256]  und  [442]. 

23 •)  Vgl.  [250],  p.  144.  24)  Vgl.  [220]. 
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und  Sattelgelenken25).  Entdeckt  wurde  dieses  Bewegungsgesetz  zu- 
erst  am  Auge  von  J5.  Listing*®)  und  fiihrt  deshalb  den  Namen  des 
Listing 'schen  Gcsetzes.  Der  andere  Bewegungstypus  findet  sich  nur 
bei  Gelenken  vor,  welche  schon  am  Praparat  infolge  besonderer  ana- 
tomischer  Einrichtungen  2  Gr.  d.  Fr.  besitzen.  Dies  1st  z.  B.  der 
Fall  beim  Gelenk  zwischen  dem  Speichenknochen  des  Unterarms  und 
dern  Oberarmknochen,  wo  durch  die  Verkettung  beider  Knochen  mit 
dem  Ellenknochen,  und  beim  Kniegelenk,  wo  durch  eine  eigentiimliche 
Anordnung  der  Gelenkbander  die  2  Gr.  d.  Fr.  hergestellt  werden. 

Die  im  menschlichen  Korper  auftretenden  Gelenke  von  3  Gr.  d.  Fr. 
besitzen  fast  alle  nahezu  einen  festen  Gelenkmittelpunkt,  sodass  die 
beiden  Relativbewegungen  ziemlich  genau  spharisch  sind  (Hiiftgelenk, 
Schultergelenk  u.  a.). 

Bei  Gelenken  mit  ausgedehntem  Flachenkontakt  besteht  die  Ge- 
lenkbewegung  in  einem  Gleiten  der  beiden  Gelenkflachen  gegen  ein- 
ander.  Bei  Gelenken  mit  sehr  beschrankter  Beriihrung  der  Flachen 
1st  mit  dem  Gleiten  gleichzeitig  ein  Rollen  der  Gelenkflachen  auf 
einander  verbunden  (Kniegelenk27)).  Reine  Rollbewegung  kommt  da- 
gegen  in  keinem  der  bis  jetzt  untersuchten  Gelenke  vor;  dieselbe 
wird  in  der  Regel  durch  Gelenkbander  gehindert. 

B.  Ableitung  des  Bewegungsgesetzes   des  lebenden  Korpers  bei  der 
Lokomotion  und  anderen  Bewegungsarten. 

6.  Empirisclie  Grundlagen.  Die  in  Nr.  4  geschilderte  Methode 
der  Beziehung  einer  Gelenkbewegung  auf  ein  raumliches  Koordi- 
natensystem  lasst  sich  mit  geeigneten  Abanderungen  auch  zur  Re- 
gistrierung  ausgedehnter  Bewegungen  des  ganzen  Korpers  verwenden. 
Speziell  fur  die  photographische  Fixierung  einer  geniigend  grossen 
Anzahl  von  Bewegungsphasen  beim  menschlichen  Gange  ist  sie  in 
folgender  Weise  zur  Yerwendung  gekommen 28).  An  einem  mit  schwarzem 
Trikot  bekleideten  Menschen  wurden  in  alien  einzelnen  Gliederab- 
schnitten  GeiBler'sche  Rohren  (Kapillarrohren)  von  der  Lange  der 
einzelnen  Abschnitte  in  der  Weise  angebracht,  dass  dadurch  die  freie 
Beweglichkeit  nicht  gestort  war,  andererseits  aber  jede  Rohre  wahrend 
der  Bewegung  fest  mit  dem  bestreffenden  Korperabschnitte  verbunden 


25)  Vgl.  [339]. 

26)  Dasselbe  ist  nicht  von  Listing  selbst  verb'ffentlicht  worden.     Es  wurde 
zuerst  mitgeteilt  von  Muete  in  seinem  Lehrbuch  der  Ophthalmologie :   Bin  neues 
Ophthalmotrop,  1857. 

27)  Vgl.  [2]  §  69.  28)  Vgl.  [292],  p.  181  ff. 
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blieb.  Da  fiir  die  Bewegungen  des  Gehens  die  Hand  zum  Unterarm 
und  der  Kopf  zum  Rumpf  festgestellt  angenommen  worden  waren, 
so  machten  sich  11  solcher  Rohren  notwendig.  Alle  11  wurden 
hintereinander  in  den  Strom  eines  Ruhinkorff' schen  Funkeninduktors 
eingeschaltet,  welcher  durch  eine  Stimmgabelunterbrechung  in  gleich 
grossen  Intervallen  erzeugt  wurde.  Der  Versuch  niusste  mitten  in  der 
Nacht  angestellt  werden,  damit  die  sehr  empfindlichen  photographischen 
Flatten  nur  von  dem  Lichte  der  Geissler'schen  Rohren  getroffen,  und 
die  auf  der  rechten  und  linken  Seite  des  Korpers  symmetrisch  auf- 
gestellten  beiden  Paare  von  photographischen  Apparaten  vor  dem 
Versuche  ohne  Gefahr  geoffnet  werden  konnten.  Nachdem  das  Ver- 
suchsindividuum  schon  mehrere  Schritte  gegangen  war,  wurde  wahrend 
einer  kurzen  Zeit  der  Induktor  in  Thatigkeit  gesetzt  und  auf  diese 
Weise  die  Bewegung  von  vier  verschiedenen  Richtungen  aus  in  einer 
grossen  Anzabl,  in  gleichen  Zeitintervallen  auf  einander  folgender 
Phasen  photographisch  fixiert29).  Auf  dieselben  Flatten  wurde  hinterher 
ein  Koordinatennetz  photographiert  und  dadurch  die  Moglichkeit  ge- 

29)  Photographische  Fixierungen  der  einzelnen  Phasen  des  menschlichen 
Ganges  waren  vorher  schon  von  dem  amerikanischen  Photographen  Muybridgc 
(vgl.  [163]),  darauf  von  dem  deutschen  Photographen  Anschutz  und  von  Londe, 
Directeur  du  Service  Photographique  de  la  Salpetriere  ([274]  und  [285]),  vor 
alien  Dingen  aber  zum  Zwecke  wissenschaftlicher  Untersuchungen  von  dein 
pariser  Physiologen  E.  J.  Marey  ([17],  [165],  [168],  [169],  [171]<  [180],  [181],  [192]) 
ausgefuhrt  worden.  Aus  den  Arbeiten  von  Anschutz,  Marey  und  Londe  war  es 
aber  nicht  moglich,  die  raumlichen  Koordinaten  der  Gelenkmittelpunkte  zu  ge- 
winnen,  da  dabei  immer  nur  eine  Projektion  auf  einmal  gewonnen  wurde. 
Muybridgc  hatte  nun  zwar  den  Bewegungsvorgang  gleichzeitig  von  verschiedenen 
Seiten  aufgenommen;  bei  seiner  Anordnung  des  Versuchs  wurde  aber  ein  Schritt 
in  zu  wenig  Phasen  zerlegt,  als  dass  die  Bilder  eine  Verwendung  fiir  wissen- 
schaftliche  Zwecke  gestatteten.  Ausserdem  eigneten  sich  die  Serienbilder  von 
Muybridge,  Anschutz  und  Londe  schon  deshalb  nicht  zu  sehr  genauen  Messungen, 
weil  sie  sich  nicht  auf  ein  und  derselben  Platte  befanden.  Dadurch,  dass  Marey 
zuerst  die  partielle  Photographic  [171]  anwandte,  bei  welcher  immer  nur  ein 
schmaler  heller  Streifen  der  im  ubrigen  mit  dunklem  Stoff  bekleideten  Glieder 
aufgenommen  wurde,  gelang  es  ihm,  die  successiven  Phasen  auf  ein  und  der 
selben  Platte  zu  fixieren.  Durch  diesen  Kunstgriff  hat  er  uberhaupt  erst  eine 
exakte  kinematische  Analyse  der  Lokomotionsarten  des  Menschen  und  der  Tiere 
ermb'glicht.  Soweit  es  angangig  ist,  insbesondere  die  Lokomotionen  des  Menschen 
als  ebene,  zur  Medianebene  des  Korpers  parallele  Bewegungen  aufzufassen,  be- 
deuten  die  zahlreichen  chronophotographischen  Aufnahmen  von  Marey  und 
seinen  Schiilern  und  die  eingehende  Untersuchung  der  Serienbilder  einen  grossen 
Fortschritt  fiir  die  Kinematik  des  menschlichen  Gehens,  Laufens  und  Springens. 
Zur  exakten  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  und  vor  alien  Dingen  der  Be- 
schleunigungen  der  einzelnen  Korperteile  und  zur  Ableitung  der  beim  Gehen 
wirksamen  Krafte  reichten  jedoch  diese  Aufnahmen  noch  nicht  vollkommen  aus. 
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gegeben,  die  Bewegung  auf  ein  raumliches  Koordinatensystem  zu  be- 
ziehen30). 

Auf  diesem  Wege  wurden  die  Koordinaten  mit  einer  Genauigkeit 
bestimmt,  die  zur  Ableitung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen  der  einzelnen  Korperpunkte  ausreichend  war.  Infolge  des 
Umstandes,  dass  jeder  Punkt  der  Geissler'schen  Rohren  auf  mindestens 
zwei  von  den  vier  photographischen  Apparaten  projiziert  wurde, 
konnte  seine  vertikale  Koordinate  doppelt  gewonnen  werden;  dabei 
stellte  sich  in  fast  alien  Fallen  eine  Genauigkeit  bis  auf  Bruchteile 
eines  Millimeters  heraus31).  Ferner  war  ein  leuchtender  Punkt  am 
Scheitel  des  Kopfes  bei  alien  Stellungen  von  alien  vier  Apparaten 
aufgenommen  worden.  Demnach  konnte  man  die  Bahnkoordinaten 
desselben  unter  Benutzung  je  zweier  der  vier  Apparate  auf  zwei  ab- 
solut  von  einander  unabhangige  Arten  ableiten.  Die  Resultate  zeigten 
ebenfalls  nur  ganz  geringe  Unterschiede,  die  sich  in  vielen  Fallen  auf 
Brucbteile  von  Millimetern  beschrankten32). 

7.  Ableitung  des  Bewegungsgesetzes.  Aus  den  Koordinaten  der 
fur  die  Messung  herausgegriffenen  Punkte  der  Geissler'schen  Rohren 
liessen  sich  diejenigen  der  Gelenkmittelpunkte33),  und  aus  den  letz- 
tereu  wiederum  die  der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Kb'rperteile  und 
des  Gesamtschwerpunktes  ableiten.  Damit  sind  die  ausreichendeu 
Grundlagen  zur  Ableitung  aller  Einzelheiten  des  Bewegungsgesetzes 
bei  den  vereinfachenden  Voraussetzungen  iiber  die  Gliederung  des 
ganzen  Korpers"  gegeben.  Da  die  Bewegung  der  meisten  Korperpunkte 
zu  kompliziert  ist;  als  dass  sie  sich  durch  eine  verhaltnismassig  ein- 
fache  Formel  mit  geniigender  Annaherung  darstellen  liesse,  so  kann 
man  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen 
der  Gelenkmittelpunkte  und  Schwerpunkte  einerseits  und  der  Winkel- 
geschwindigkeiten  und  Winkelbeschleunigungen  der  einzelnen  Korper- 
teile  andererseits  nur  mit  Erfolg  die  graphische  Methode  verweuden. 
Man  verschafft  sich  zu  diesem  Zwecke  die  Wegkurven  und  leitet  aus 
diesen  durch  Bestimmung  der  Tangentenrichtung  an  einer  geniigend 
grossen  Anzahl  von  Stellen  zunachst  die  Geschwindigkeitskurven,  und 
aus  letzteren  auf  ganz  demselben  Wege  die  Beschleunigungskurveu 

30)  Uber  die  hierzu  notigen  Formeln  vergleiche  man  [292],  p.  199. 

31)  Vgl.  [292],  p.  231. 

32)  Vgl.  [292],  p.  232  und  233  und  Tafel  IX. 

33)  Auf  Grund   dieser  Koordinatenbestimmung  ist   ein    raumliches   Modell 
angefertigt  worden,  welches  die  successiven  Bewegungsphasen  des  menschlichen 
Ganges    im   Raume   veranschaulicht  (vgl.  [292],   p.  209  ff.  und   Fig.  16  und   17, 
sowie  [294]. 
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ab.  Derartige  Bestimmungen  sind  bis  jetzt  fiir  die  Bewegung  des 
Gesamtschwerpunktes31)  und  der  Fussschwerpunkte35),  sowie  fiir  die 
Bewegung  der  Schwerpunkte  und  die  Drehung  der  Langsaxen  der 
drei  Hauptabschnitte  des  Beins  wahrend  der  Periode  des  Bein- 
schwingens86)  beim  menschlicben  Gauge  ausgefiihrt  werden.  Bezogen 
auf  ein  mit  der  mittleren  Ganggeschwindigkeit  gleichmiissig  in  der 
Gangrichtung  fortschreitendes  Koordinatensystem  beschreibt  beispiels- 
weise  der  Gesaratschwerpunkt  wahrend  der  Dauer  eines  Doppelschrittes 
eine  Raumkurve,  welclie  ebenso  wie  der  zugehorige  Hodograph37)  ge- 
scblossen  ist  und  die  Gangebene  zur  Symmetrieebene  besitzt.  Die 
Bahn  des  Gesamtschwerpunktes  beim  Gang  ist  auch  schon  friiher  auf 
Umwegen  von  Marcy's  Schiilern  Carletzs)  und  Demeny^  annahernd 
genau  bestimmt  worden.  Der  erstere  nabm  die  Kurve  des  Schwer- 
punktes  als  kongruent  mit  der  Bahn  eines  Punktes  am  Schainbein  an 
und  bestimmte  diese.  Der  letztere  ging  dabei  von  der  auf  chrono- 
photographischem  Wege  gewonnenen  Bahn  des  Kopfscheitelpunktes 
aus  und  bestimmte  dann  mit  Hilfe  eines  zu  diesem  besonderen  Zwecke 
konstruierten  Messinstrumentes  die  zum  Kopfscheitelpunkt  relative  Lage 
des  Schwerpunktes  fiir  die  verschiedenen  wahrend  des  Gehens  einge- 
nommenen  Haltungen  des  Korpers. 

Endlich  mag  hier  noch  auf  die  Betrachtungen  hingewiesen  werden, 
welche  E.  Kohlrausch  iiber  die  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes 
bei  verschiedenen  Turniibungen  angestellt  hat40). 

II.  Kinetik. 

A.   Muskelstatik. 

8.  Massen-  und  Schwerpunktsbestimmungen.  Entsprechend  der 
supponierten  Gliederuug  des  Korpers  in  einzelne  starre  Abschnitte 
sind  die  Massen  und  Partialschwerpunkte  der  letzteren  zu  bestimmen. 
Dies  kann  nur  an  der  Leiche  ausgefiihrt  werden.  Eine  gewisse 
Schwierigkeit  bereitet  dabei  die  richtige  Zertrennung  des  Korpers; 
denn  die  um  ein  Gelenk  angeordneten  Weichteile  konnen  zum  Teil 
mit  gleichem  Bechte  dem  einen  wie  dem  anderen  Korperteile  zuge- 
schrieben  werden.  Man  muss  sich  daher  damit  begniigen,  etwa  in  der 
aussersten  Streckstellung  des  Gelenkes  die  Korperteile  durch  einen 
Schnitt  von  einander  zu  trennen,  welcher  moglichst  genau  durch  die 
Mitte  des  Gelenkes,  und  dabei  senkrecht  zu  den  nahezu  in  gleiche 


34)  Vgl.  [358].  35)  Vgl.  [408].  36)  Vgl.  [425]. 

37)  Vgl.  [358],  p.  112  ff.  und  Tafel  VIII,  IX  u.  X. 

38)  Vgl.  [104]  und  [192].  39)  Vgl.  [215].  40)  Vgl.  [218]. 
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Richtung  fallenden  Langslinien  der  Korperteile  gefiihrt  wird.  Fiir  die 
Bestinamung  der  Partialscliwerpunkte  ergiebt  sich  eine  weitere  Schwie- 
rigkeit  aus  dem  Umstande,  dass  nach  der  Zerteilung  des  ganzen  Kor- 
pers  die  einzelnen  Abschnitte  sich  sofort  abnorm  deformieren.  Dieser 
Schwierigkeit  begegnet  man  dadurch,  dass  man  vor  dem  Zerschneiden 
den  ganzen  Korper  langere  Zeit  in  einer  Kaltemisclmng  liegen  lasst 
und  ihn  auf  diese  Weise  in  eine  ausserst  starre  Masse  verwandelt. 
Durch  melirfache  Aufhangung  der  Korperteile  gewinnt  man  dann  leicht 
die  Lage  der  Partialschwerpunkte. 

Die  an  verscliiedenen  menschlichen  Leichen  ausgefiilirten  Schwer- 
punktsbestimmungen41)  haben  unter  anderem  das  bemerkenswerte  Re- 
sultat  ergeben,  dass  bei  alien  Extremitatenabschnitten  der  Schwerpunkt 
in  der  Langsaxe,  d.  h.  in  der  Verbindungslinie  der  Mitte  von  den  das 
Glied  begrenzenden  Gelenken  liegt,  und  dieselbe  in  distaler42)  Rich 
tung  init  grosser  Annaherung  iin  konstanten  Verhaltnis  4  :  5  teilt. 

Da  auch  fiir  den  Rumpf  wie  fiir  den  Kopf  bei  nicht  gerade  ab- 
norm  gebauten  Individuen  die  bei  verschiedenen  Versuchen  gefundencn 
relativen  Schwerpunktslagen  ubereinstimmten,  so  lassen  sich  auf  Grund 
dieser  Messungen  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Abschnitte,  und 
infolgedessen  auch  der  Gesamtschwerpunkt  mit  geniigender  Geuauig- 
keit  auch  am  lebenden  Korper  angeben43). 

9.  Die  Hauptpunkte  der  Glieder  eines  beliebigen  Gelenk- 
mechanismus.  Die  Zusammeusetzung  der  Partialschwerpunkte  der 
einzelnen  Korperteile  zu  dem  Gesamtschwerpunkt  des  ganzen  Korpers 
lasst  sich  sehr  einfach  mit  Hilfe  gewisser  fester  Punkte  innerhalb  der 
einzelnen  Korperteile  ausfubren,  die  man  auf  folgende  Weise  findet43a). 
Unter  der  fiir  alle  grosseren  Gelenke  des  menschlichen  Korpers  ziem- 
lich  genau  zutreffenden  Annahme  eines  unveranderlichen  Gelenkmittel- 
punktes  denke  man  sich  iin  Mittelpunkte  eines  jeden  Gelenks,  das 
einen  Korperteil  A  begrenzt,  die  Masse  desjenigen  Korperabschnittes 
konzentriert,  welcher  nach  Durchschneidung  des  Gelenks  abfallen 
wurde.  Mit  diesen  Massenpunkten  denke  man  den  Korperteil  A  be- 
schwert,  wahrend  man  im  iibrigen  an  der  Massenverteilung  innerhalb 
des  letzteren  nichts  andert.  Man  erhalt  auf  diese  Weise  fiir  jeden 
Korperteil  ein  Massensystem,  welches  die  Gesamtmasse  des  ganzen 
Korpers  besitzt.  Dieses  bezeichnet  man  als  das  dem  betreffenden 
Korperteil  zugehorende  ,,reduzicrte  System"  und  den  Schwerpunkt  des- 


41)  Vgl.  [236]. 

42)  Distal    neunt   man    in    der   Anatomic    die    vom    Rumpf   abgewendete 
Eiclitung.  43)  Vgl.  [236],  p.  626  ff.  43a)  Vgl.  [271]. 


96    •  IV  8.    0.  Fischer.     Physioiogische  Mechamk. 

selben,  der  einen  festen  Punkt  des  Korperteils  darstellt,  als  den 
,,Hauptpunkt"  des  letzteren44).  Die  Strecken,  welche  die  Mitten  der 
einen  Korperteil  begrenzenden  Gelenke  mit  dem  Hauptpunkte  desselben 
verbinden,  heissen  die  })Hauptstrcclxn  des  Korperteils". 

Die  Einfiihrung  der  reduzierten  Systeme  und  Hauptpunkte  be- 
diugt  nun  sowohl  in  kinematischer  als  auch  in  kinetischer  Hinsicht 
eine  wesentliche  Vereinfachung  und  zugleich  auch  grossere  Anschau- 
lichkeit  der  Untersuchungen45).  Auch  spielen  die  Hauptpunkte  fur 
die  Mechanik  eines  aus  n  Gliedern  zusammengesetzten  Gelenksystems 
eine  ahnliche  Rolle,  wie  der  Schwerpunkt  bei  einem  einzelnen  starren 
Korper.  Insbesondere  stehen  dieselben  in  engem  Zusammenhang  so 
wohl  mit  dem  Gesamtschwerpunkt  des  ganzeii  Systems  als  auch  mit 
den  Schwerpunkten  der  aus  mehreren  Gliedern  zusammengesetzten 
Teilsysteme.  Man  gelangt  namlich  stets  zu  dem  Gesamtschwerpunkt 
des  menschlichen  Korpers,  wenu  man  von  irgend  einem  Hauptpunkt 
aus  die  geometrische  Summe  derjenigen  zu  den  iibrigen  n  —  1  Korper- 
teilen  gehorenden  Hauptstrecken  bildet,  welche  dem  Hauptpuukte,  von 
dem  man  ausging,  innerhalb  des  menschlichen  Korpers  am  niichsten 
liegen.  Bei  der  fur  die  Untersuchung  des  Ganges  vorausgesetzteri 
Gliederung  des  Korpers  in  12  Abschnitte,  sofern  man  auch  noch  den 
Kopf  zum  Rumpf  frei  beweglich  lasst,  hat  man  zur  Gewinnung 
des  Gesamtschwerpunktes  also  nur  z.  B.  vom  Hauptpunkte  des  llumpfes 
aus  die  geometrische  Summe  der  11  zu  den  Extre'mitatenabschnitten 
und  dem  Kopf  gehorenden  Hauptstrecken  zu  bilden,  welche  innerhalb 
des  Korpers  dem  Rumpfe  am  nachsten  liegen. 

Denkt  man  sich  dagegen  vom  ganzen  Korper  durch  Trennung 
einer  Gelenkverbindung  einen  noch  aus  mehreren  Korperteilen  be- 
stehenden  Abschnitt  abgelost,  und  bildet  vom  Mittelpunkte  des 
Trennungsgelenkes  aus  die  Vektorsumme  der  diesem  Gelenk  zugewen- 
deten  Hauptstrecken  der  abgelosten  Korperteile,  so  gelangt  man  zu 
einem  Punkt  (Hauptpunkt  des  abgelosten  Abschnittes),  welcher  in 
naher  Beziehung  zu  dem  Partialschwerpunkt  des  abgetrennteu  Ab 
schnittes  steht.  Der  letztere  liegt  namlich  auf  der  Verlangerung  des 
resultierenden  Vektors,  und  zwar  in  einem  Abstand  vom  Mittelpunkt 
des  Trennungsgelenkes,  welcher  sich  zu  der  Lange  des  resultierenden 
Vektors  verhalt  wie  die  Masse  des  ganzen  menschlichen  Korpers  zu 
der  Masse  des  abgelosten  Abschnittes.  Man  wird  infolgedessen  auch 
den  gesuchteu  Partialschwerpunkt  direkfc  erhalten,  wenn  man  vor  der 


44)  Vgl.  [271],  p.  22. 

45)  tJber  die  Bedeutung  derselben   fur  die  Technik  vergleiche  man  [423J. 


9.  Die  Hauptpunkte  der  Glieder  eines  beliebigen  Gelenkmechanismus.        97 

geometrischen  Addition  der  fraglichen  Hauptstreeken  die  letzteren  in 
dem  genannten  Verhiiltnis  verlangert46). 

Denkt  man  sich  z.  B.  den  linken  Arm  vom  menschlichen  Korper  los- 
gelost,  so  bekommt  man  einen  Abschnitt  (Fig.  2),  welcher  nur  noch  aus 
zwei  im  Ellbogengelenk  mit  einander  verbundenen 
Gliedern  besteht,  sofern  man  die  Hand  zum  Unter- 
arm  festgestellt  annimmt.  In  Fig.  2  bedeuten  @, 
(£  und  §  die  Mittelpunkte  des  Schultergelenks 
Ellbogengelenks  und  Handgelenks,  ferner  St  den 
Schwerpunkt  des  Oberarms  und  $2  den  Schwer- 
punkt  des  aus  Unterarm  und  Hand  zusammen- 
gesetzten  starren  Systems,  und  endlich 
Ht  und  H2  die  Hauptpunkte  des 
Oberarms  und  Unterarms  mit 
Hand,  welche  in  Wirklich- 
keit  noch  naher  an  @  und 
(£  liegen,  als  es  im  Interesse 
der  Deutlichkeit  in  Fig.  2  ge- 
zeichnet  ist.  1st  nun  m 
des  Unterarms  mit  der  Hand  und  ma  die  Masse  des  ganzen  iibrigen 
menschlichen  Korpers  ohne  den  linken  Arm,  so  folgen  aus  der  Defi 
nition  der  Hauptpunkte  die  Beziehungen 


[Fig.  2. 


die    Masse    des    OberarmsJ,   w2    die    Masse 


1  -f-  m2  -f- 


Verlangert  man  die  Hauptstreeken  ©^  und  &H2  im  Verhaltnis 
(mi  -\-  m2  -f-  w3)  :  (mt  -f-  w2),  so  gelangt  man  zu  Punkten  H±  und 
H2'  auf  den  Langsaxen  des  Oberarms  und  Unterarms,  fiir  welche 
infolgedessen  die  Beziehungen  gelten 

(X  +  JM 

('%   -f-  Wt 

Daraus  geht  aber  hervor,  dass  H^  und  if2'  als  Hauptpunkte  des 
Oberarms  und  Unterarms  mit  Hand  aufzufassen  sind  fiir  den  Fall, 
dass  man  den  vom  Korper  abgelosten  Arm  isoliert  fiir  sich  in  Be- 
tracht  zieht,  ohne  Riicksicht  darauf,  dass  er  urspriinglich  mit  anderen 
Massen  zusammenhing.  Nach  den  oben  angefiihrten  Eigenschaften 
der  Hauptpunkte  der  Glieder  eines  Gelenkmechanismus  muss  man 
daim  auf  den  Partialschwerpunkt  ^0  des  Armes  komrnen,  wenn  man 


46)  Vgl.  [358],  p.  39. 
Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  1,  II. 
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von  HI  aus  den  Vektor  (SH2r  zieht.  Dass  dies  der  Fall  1st,  erkennt 
man  ohne_Muhe  aus  Fig.  2,  wenn  man  beachtet,  dass  sowohl  H^  die 
Strecke  S^  als  auch  H%  die  Strecke  (&S2  im  Verhaltnis  m2  :  m1  teilt. 
Man  bestatigt  auch,  dass  man  zu  SQ  gelangt,  wenn  man  von  H%  aus 
den  Vektor  &H±  zieht. 

10.  Einwirkung  der  Schwere.    Indem  man  die  statischen  Druck- 
krafte,  welche    die  Schwere    der   iibrigen  Korperteile   an   den  Gelenk- 
mittelpunkten  eines  Korperteils  hervorruft,  mit  der  im  Einzelschwer- 
punkt    des   letzteren   angreifenden  Schwerkraft   zusammensetzt,  erhalt 
man  das  Resultat,  dass  die  Gesamtschwere  des  menschlichen  Korpers 
auf  einen   Korperteil   immer  wie   eine    im  Hauptpunkt   desselben  an- 
greifende,  vertikal    nach    unten    ziehende   Kraft   von    der   Grosse    des 
Gesamtgewichtes  einwirkt47).    Driickt  nun  der  Korper  nur  mit  einem 
Glied,  etwa  dem  einen  Fuss,  gegen  eine  starre  Flache  der  Aussenwelt, 
etwa  den  Fussboden,  so  ruft  die  Reaktion  dieser  Flache  an  dem  der 
Druckstelle  zugekehrten  Gelenk  eines  jeden  Korperteils  unter  anderen 
Komponenten  eine  Druckkraft  hervor,  welehe  dem  Gewicht  des  ganzen 
Korpers   entgegengesetzt    gleich    ist.     Diese   bildet   dann   mit   der  im 
Hauptpunkte  des  betreft'enden  Korperteils   angreifenden  Gewichtskraft 
ein  Kraftepaar,   dessen  Axenmoment  das  von  Seiten  der  Schwere  auf 
den  Korperteil  ausgetibte  Drehungsmoment  darstellt.    Findet  dagegen 
die  Beriihrung  init  der  Aussenwelt  an  verschiedenen  Gliedern  zugleich 
statt,    so    verteilen   sich    die   von   der  Schwere   verursachten,    vertikal 
nach  oben  gerichteten  Reaktionskrafte  auf  alle  Gelenke  des  betreffenden 
Korperteils,  welche   einer   Beriihrungsstelle   zugekehrt   sind.     Die  Re- 
sultante  aller  ist  dann  wieder  dem  Gesamtgewicht  des  ganzen  Korpers 
entgegengesetzt   gleich   und   setzt   sich   mit   der  im  Hauptpunkte   des 
Korperteils  angreifenden  Gewichtskraft  zu  dem  auf  den  letzteren  drehend 
einwirkenden  Kraftepaar  der  Schwere  zusammen. 

11.  Die  Drehungsmomente  der  Muskeln.    Viele  Skeletmuskeln 
heften  sich  wenigstens  an  einem  der  beiden  Knochen  mit  einer  schmalen 
Sehne  an,  sodass  die  Spannungskrafte  ihrer  einzelnen  Fasern  zu  einer 
Resultante  zusammengesetzt  werden  konnen.     Wo  dies  nicht  moglich 
ist,   gelingt  es    in   der  Regel,   den  Muskel  so  in  einzelne  Streifen  zu 
zerlegen,   dass  fiir  jeden  Teil  die  Annahme  einer  resultierenden  Zug- 
richtung  gestattet  ist.     Dies  soil  im  folgenden  vorausgesetzt  sein. 

Auch  ein  Skeletmuskel  wirkt  auf  jeden  in  seinen  unmittelbaren 
Wirkungsbereich  gehorenden  Korperteil  mit  einem  Kraftepaar  drehend 
ein.  Befinden  sich  die  Insertionsstellen  des  Muskels  an  benachbarten 


47)  Vgl.  [375],  p.   108  u.   109. 
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Knochen  (eingelenkiger  Muskel),  so  greift  die  eine  Kraft  des  Paares 
an  dem  Insertionspunkte  an,  welcher  fur  die  resultierende  Zugrichtung 
dem  betreffenden  Korperteile  selbst  angehort,  sofern  es  dem  Muskel 
gestattet  ist,  sich  von  hier  aus  ungehindert  nach  dem  andereu  Korper- 
teile  himiberzuspannen.  1st  er  dagegen  genotigt,  sich  erst  noch  uber 
einen  Knochenvorsprung  hinwegzulegen,  so  ist  der  Angriffspunkt  dort 
zu  suchen,  wo  er  den  betreifenden  Knochen  verlasst.  Die  zweite 
Kraft  des  Paares  greift  dagegen  an  dem  Mittelpunkte  des  beide 
Knochen  verbindenden  Gelenks  an.  Zieht  ein  Muskel  uber  rnehrere 
Gelenke  hinweg,  so  findet  man  das  Kraftepaar,  mit  welchem  er  auf 
einen  Korperteil  einwirkt,  an  dem  er  nicht  direkt  inseriert,  indem 
man  jede  der  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Spammngskrafte  nach 
dem  ihrer  Insertion  am  nachsten  liegenden  Gelenkmittelpunkte  des 
fraglichen  Korperteils  verlegt.  Das  Axenmoment  des  auf  diese  Weise 
einem  Korperteil  zugeordneten  Kraftepaares  stellt  in  jedem  Falle  das 
gesamte  Drehungsnioment  dar,  mit  welchem  der  betreffende  Muskel 
auf  den  Korperteil  einwirkt48).  Dasselbe  andert  sich  im  allgemeinen 
mit  der  Gelenkstellung;  doch  ist  natiirlich  fur  jede  Gelenkstellung 
die  geometrische  Summe  aller  von  einem  Muskel  auf  verschiedene 
Korperteile  ausgeiibten  Drehungsmomente  gleich  Null. 

Es  lassen  sich  verschiedene  Wege  einschlagen,  um  zunachst  fiir 
einen  eingelenkigen  Muskel  die  speziellen  Werte  der  Drehungs 
momente  bei  bestimmter  Spannung  desselben  abzuleiten49).  Eine 
Methode  besteht  darin,  dass  man  an  geeigneten  Gelenkpraparaten 
entweder  die  variabelen  Arme  der  Kraftepaare  selbst  oder  die  Langen 
misst,  von  denen  die  Arme  abhangen,  und  dann  im  letzteren  Falle 
ihre  Werte  mittelst  Konstruktion  oder  Rechnung  ableitet.  Ein  anderer 
Weg  ist  der,  dass  man  durch  eine  genugende  Anzahl  von  Messungen 
am  Praparat  die  Verkiirzungen  bestimmt,  welche  der  Muskel  von 
einer  extremen  Gelenkstellung  aus  fiir  verschiedene  Drehungen  um 
eine  bestimmte  Gelenkaxe  erleidet.  Hat  man  auf  diese  Weise  die 
Verkiirzung  als  Funktion  des  Drehungswinkels  gewonnen  und  diese 
Abhangigkeit  etwa  durch  ein  Diagramm  dargestellt,  so  kann  man 
aus  letzterem  dann  leicht  fiir  jede  Gelenkstellung  die  Grosse  des 
Drehungsmomentes  in  bezug  auf  die  bestimmte  Gelenkaxe  ableiten. 
Denn  das  Drehungsmoment  ist  proportional  dem  Differentialquotienten 
der  Verkiirzung  des  Muskels  nach  dem  Drehungswinkel50). 

48)  Vgl.  [283]  u.  [375],  p.  88  ff.  u.  p.  108. 

49)  Vgl.  [283],  p.  119  ff. 

50)  Vgl.  [229],  p.  252.  Die  Verkiirzung,  welche  zu  einem  endlichen  Drehungs 
winkel  gehort,  ist  proportional  der  Arbeit,  welche  der  Muskel  dabei  leisten  wiirde, 
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Die  Bestimmung  der  Drehungsmomente  eines  mehrgelenkigen 
Muskels  lasst  sich  auf  die  von  eingelenkigen  Muskeln  zuriickfiihreu. 
Man  braucht  in  der  Gelenkstellung,  fiir  welche  man  die  Werte  der 
Drehungsmomente  ableiten  will,  nur  der  Reihe  nach  alle  Gelenke 
bis  auf  eins  festzustellen  und  dann  jedesmal  fiir  den  speziellen  Fall 
beschrankter  Beweglichkeit  in  der  geschilderten  Weise  die  Drehungs 
momente  zu  bestimmen.  Dann  erhalt  man  geniigend  viel  Daten,  aus 
denen  sich  die  gesuchten  Drehungsmomente  gewinnen  lassen.  Zieht 
beispielsweise  der  Muskel  fiber  drei  Gelenke  hinweg,  so  wirkt  er  auf 
vier  aufeinanderfolgende  Korperteile  mit  Drehungsmomenten  ein;  die 
letzteren  seien  mit  D1?  _D2,  J)3  und  Z)47  und  die  drei  Verbindungs- 
gelenke  mit  G1  2,  G2  3  und  G3  4  bezeichnet.  Stellt  man  G2  3  und  Gs  4 
fest,  so  erhalt  man  die  Werte  von  J)1;  lasst  man  dagegen  nur  das 
dritte  Gelenk  G3  d  frei,  so  erhalt  man  die  Werte  von  D±.  Fixiert 
man  endlich  die  Gelenke  Gt  2  und  G3  4,  sodass  nur  im  mittelsten 
Gelenk  6r2  3  Bewegung  ausgefiihrfc  werden  kann,  so  lassen  sich  die 
Werte  der  geometrischen  Summon  von  D^  und  D2  ableiten.  Da  die 
geometrische  Summe  aller  vier  Drehungsmomente  verschwinden  muss, 
so  sind  damit  alle  einzelnen  bekannt. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  in  bezug  auf  die  Drehungsmomente 
eines  Muskels  zu  untersuchenden  Gelenkstellungen  nimmt  naturgemass 
mit  der  Anzahl  der  Zwischengelenke  zu;  sie  vermehrt  sich  im  all- 
gemeinen  durch  das  Hinzukommen  eines  Gelenks  urn' die  Anzahl  der 
Freiheitsgrade  des  letzteren51). 

12.  Gleichgewichtsprobleme.  Mit  Hilfe  der  Kraftepaare,  deren 
Axenmomente  kurz  als  die  auf  die  verschiedeneu  Korperteile  aus- 
geiibten  Drehungsmomente  bezeichnet  warden,  lassen  sich  in  ein- 
facher  Weise  die  Bedingungen  formulieren,  unter  denen  trotz  Ein- 
wirkung  von  Schwere  und  Muskeln  keine  Gelenkbewegung  eintritt, 
sodass  der  ganze  Korper  in  seiner  Haltung  verharrt  und  hochstens 
eine  Translationsbewegung  ausfiihren  kann.  Hierzu  ist  notwendig 
und  hinreichend,  dass  die  geometrische  Sumine  aller  auf  einen  Korper- 
teil  einwirkenden  Drehungsmomente  verschwindet.  Handelt  es  sich 


wenn  seine  Spannung  konstant  bliebe.  (Vgl.  A.  Pick  [4],  p.  97.)  Auf  Grund 
dieser  Thatsache  sind  von  E.  Fick  [263]  die  Gesamtarbeiten  bestiinmt  worden, 
welche  die  slimtlichen  auf  die  Fussgelenke  wirkenden  Muskeln  bei  den  ver- 
schiedenen  Drehungen  und  konstanter  Spannung  leisten  warden. 

51)  t)ber  die  Resultate  ausgefiihrter  Messungen  von  Drehungsmomenten 
bestimmter  Muskeln  vergleiche  man  unter  anderen  [4],  [13],  [32],  [138],  [152], 
[229],  [230],  [231],  [232],  [316],  [420].  Die  ersten  exakten  Messungen  riihreii 
von  A.  Fick  [32]  her. 
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nur  urn  einen  einzigen  Muskel,  welcher  an  den  ihm  unterstellteri 
Korperteilen  der  Schwere  Gleichgewicht  halten  soil,  so  zeigt  sich, 
dass  er  dies  nur  bei  bestimmten  Stellungen  der  Korperteile  zu  leisten 
vermag. 

Als  Beispiel  moge  wieder  der  allein  im  Ellbogengelenk  gegliedert 
angenommene  linke  Arm  (Fig.  3)  bei  fixiertem  Schultergiirtel  und  hori- 
zontaler  Stellung  der  Axe  des  Ellbogengelenks  mit  solchen  Muskeln  in 
Betracht  gezogen  werden,  welche  im  Schultergelenk 
nur  Drehung  um    eine   zur  Ellbogenaxe  parallele 
Axe  zu  bewirken    streben.     Bezeichnet  man  den- 
jenigen   Punkt  auf  der  Langsaxe  des   Unterarms; 
beziiglich    auf  ihrer   Verliingerung   iiber  das    Ell- 
bogen-     oder    Handgelenk     hinaus,     welcher     in 
irgend     einer     Stellung     des    Systems  t 

mit     dem     Schultergelenkmittelpunkt 
in    einer    Vertikalen    liegt> 
als      ,,GleichgeAvichtspunkt" 

(G    in    Fig.  3),     und     den  S//  Fig<  3_ 

Punkt     der    Unterarmliings- 

axe,  welcher  in  jeder  Haltung  des  Armes  mit  dem 
Schwerpunkt  des  ganzen  Armes  und  dem  Schultergelenk 
mittelpunkt  in  einer  Geraden  liegt,  und  der,  wie  man  leicht 
aus  Fig.  3  erkennt,  einen  festen  Punkt  E  auf  der  Unter- 
armlangsaxe  darstellt,  als  ,,Richtpunkt"  des  Unterarmes 52),  so  ergiebt 
sich  folgendes 53) :  Ein  jeder  Muskel  vermag  nur  in  solchen  Stellungen  des 
Armes  der  Schwere  Gleichgewicht  zu  halten,  in  denen  die  von  ihm  auf  den 
Oberarm  und  den  Unterarm  ausgeiibten  Drehungsmomente  Dt  und  _D2 
sich  verhalten  wie  der  Abstand  des  Gleichgewichtspunktes  G  vom  Ell- 
bogengelenkniittelpunkt  @  zu  dem  Abstand  des  letzteren  vom  Richt- 
pnnkt  E.  Da  die  beiden  Drehungsmomente  fiir  allein  iiber  das  Ellbogen 
gelenk  hinwegziehende  Muskeln  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  muss 
in  diesem  speziellen  Falle  der  Gleichgewichtspunkt  in  jeder  Stellung 
mit  dem  Richtpunkt  zusammenfallen,  was  bei  der  Bedeutung  des 
Richtpunktes  leicht  einzusehen  ist.  Fiir  einen  nur  iiber  das  Schulter 
gelenk  hinwegziehenden  Muskel  verschwindet  das  auf  den  Unterarm 
ausgeiibte  Drehungsmoment.  Der  Gleichgewichtspunkt  fallt  daher  in 
diesem  Falle  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Unterarmlangsaxe 
zusammen,  d.  h.  die  den  Schwerpunkt  des  Unterarms  (mit  Hand) 
tragende  Langsaxe  muss  vertikal  gerichtet  sein.  Es  lassen  sich  daher 


52)  Vgl.  hierzu  [316],  p.  322  u.  323.  53)  Vgl.  [316],  p.  344  u.  345. 
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in  diesen  beiden  speziellen  Fallen  die  Stellungen  des  Armes  leicht 
angeben,  in  denen  ein  solcher  Muskel  iiberhaupt  im  stande  ist,  bei 
geeigneter  Spannung  der  Schwere  das  Gleichgewicht  zu  halten.  Weniger 
einfach  gestaltet  sich  die  Untersuchung,  wenn  es  sich  um  einen  fiber 
beide  Gelenke  hinwegziehenden  Muskel  handelt.  Man  denke  sich  in 
diesem  Falle  die  oo2  mb'glichen  Stellungen,  welche  der  Arm  unter 
der  getroffenen  Voraussetzung,  dass  im  Schultergelenk  nur  Bewegungen 
um  die  zur  horizontalen  Ellbogenaxe  parallele  Gelenkaxe  ausgefiihrt 
werden,  einnehmen  kann,  den  Punkten  einer  Ebene  zugeordnet.  In 
jedem  Punkte  derselben  trage  man  dann  senkrecht  zu  ihr  zwei  Strecken 
auf,  von  denen  die  eine  dem  Verhaltnis  der  beiden  Drehuugsmomente 
D.  nnd  D0  des  Muskels  und  die  andere  dem  Verhaltnis  der  beicleu 

1  &  

genannteri  Strecken  (£6r  und  J2(£  der  Unterarmlangsaxe  proportional 
ist.  Auf  diese  Weise  erhalt  man  zwei  Flachen.  Die  Projektion  der 
Schnittkurve  beider  auf  die  zu  Grunde  gelegte  Ebene  Hefert  dann 
oo1  Stellungen  des  Armes,  welche  insofern  fur  den  betreffenden  zwei- 
gelenkigen  Muskel  charakteristisch  sind,  als  derselbe  nur  in  diesen 
Stellungen  der  Schwere  allein  Gleichgewicht  halten  kann54). 

Wahrend  beispielsweise  bei  fixiertem  Oberarm  ein  fiber  das  Ell- 
bogengelenk  hinwegziehender  Muskel  bei  entsprechender  Spannung  in 
jeder  Stellung  der  Schwere  Gleichgewicht  halten  kann,  sofern  er  nur 
den  Unterarm  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen  sucht  wie  die 
Schwere,  miissen  sich  daher  im  allgemeinen  verschiedene  Muskeln  zu 
diesem  Zwecke  vereinigen,  wenn  mehrere  Gelenke  beweglich  sind. 
Die  Anzahl  der  Muskeln,  bei  welcher  das  Gleichgewichtsproblem  eine 
einzige  bestimmte  Losung  zulasst,  ist  naturlich  um  so  grosser,  je 
grosser  die  Anzahl  und  die  Bewegungsfreiheit  der  im  Bereiche  der 
Muskeln  befindlichen  Gelenke  ist.  Es  ist  eine  noch  nicht  eingehen- 
der  untersuchte  Frage,  ob  die  Anzahl  der  Skelettmuskeln  des  mensch- 
lichen  Korpers  gerade  so  gross  ist,  dass  bei  vollstandig  freier  Be- 
weglichkeit  aller  Gelenke  jedes  Gleichgewichtsproblem  nur  eine  Losung 
besitzt,  sodass  man  also  die  Spannungen  der  in  Frage  kommenden 
Muskeln  in  jedem  Falle  ermitteln  kann. 

Die  bisher  vorgenommenen  Bestimmungen  von  Muskelspannungen, 
welche  zur  Erhaltung  einer  Korperstellung  notig  sind,  beziehen  sich 
zum  Teil  auf  den  Fall  des  Haltens  von  Lasten  bei  gebeugtem  Arm55), 
zum  Teil  auf  den  Fall  des  Stehens  mit  erhobenen  Fersen  bei  ver- 
schiedener  Belastung  des  Korpers56). 

54)  Vgl.  [316],  p.  347  ff.  55)  Vgl.  [82]. 

56)  Vgl.  [291,  [82],  [227],  [290],  [297],  [304],  [307],  [321],  [352],  [354],  [365] 
[386],  [387],  [389J,  [410],  [415]. 
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B.    Muskeldynamik. 

13.  Bestimmung  der  Tragheitsmomente  der  einzelnen  Korper 
teile.      Da   die   verschiedenen   Abschnitte   des    menschliclien   Korpers 
weder  eine   exakt  zu   definierende  Form,   noch   eine  nach  bekanntem 
Gesetz    wechselnde    Dichte    besitzen,    so    lassen    sich    die    Tragheits 
momente   der  einzelnen  Korperteile    nur  auf  empirischem   Wege   ab- 
leiten.     Zu  diesem   Zwecke  hat   man  natiirlich  wieder  vor  dem  Zer- 
schneiden  des  ganzen  Korpers   denselben   durch  Frierenlassen  in  eine 
starre    Masse    zu    verwandeln.      Die    Bestimmungen    der    Tragheits 
momente   eines   Korperteils   sind   so   ausgefuhrt  worden57),   dass  man 
denselben  nacheinander   an   zwei  parallelen  horizontalen  Axen,   deren 
Ebene  den  Schwerpunkt  des  Korperteils  enthielt,  aufgehangt  und  die 
Schwingungsdauer  gemessen  hat.     Unter  Beriicksichtigung  der  Masse 
des  Korperteils,   sowie   der  Dimensionen   und  Massen  der   stahlernen 
Axen  und  des  gegenseitigen  Abstandes  derselben  liess  sich  dann  aus 
den  beiden  Schwingungsbeobachtungen  sowohl   das  Tragheitsmoment 
urn    die    parallele   Schwerpunktsaxe,    als    auch   die    genaue  Lage   der 
letzteren  im  Korperteil  ableiten. 

Die  in  dieser  Hinsicht  angestellten  Messungen  haben  das  Re- 
sultat  ergeben58),  dass  die  Centraltragheitsellipsoide  der  grosseren  Ex- 
tremitatenabschnitte  sich  ziemlich  genau  als  Rotationsellipsoide  dar- 
stellen,  deren  Rotationsaxe  mit  der  Langsaxe  des  Gliedes  zusammenfallt. 
Weiterhin  hat  sich  eine  konstante  Beziehung  der.  Tragheitsradien  zu 
den  Dimensionen  der  Korperteile  herausgestellt.  Fur  alle  zur  Langs- 
axe  senkrechten  Schwerpunktsaxen  samtlicher  Extremitatenabschnitte 
und  auch  fur  die  zur  Hiiftaxe  parallele  Schwerpunktsaxe  des  Rumpfes 
stehen  namlich  die  Tragheitsradien  zu  der  Lange  des  Gliedes  in  dem 
konstanten  Verhaltnis  3 : 10;  der  zur  Langsaxe  selbst  gehorende  Trag- 
heitsradius  verhalt  sich  dagegen  zur  mittleren  Dicke  des  Gliedes  fast 
durchweg  wie  3,5 : 10.  Der  Kopf  weist  nahezu  dieselben  Tragheits 
momente  fur  die  Schwerpunktsaxe  auf,  als  ob  er  eine  homogene 
Kugel  ware  mit  eiuem  Durchmesser  gleich  der  Eutfernung  des  Schei- 
tels  vom  unteren  Knmrand.  Die  Resultate  dieser  Bestimmungen 
lassen  sich  ebenso  wie  die  der  Schwerpunktsbestimnmngen  auf  einen 
normal  gebauten  lebenden  Menschen,  dessen  Dimensionen  man  ge 
messen  hat,  iibertragen. 

14.  Die    lebendige    Kraft    der    Bewegung    des    menscnlichen 
Korpers.     Um  eine  bestimmte  Stellung  des  menschlichen  Korpers  im 
Raume  eindeutig  zu  charakterisieren,  braucht  man  ausser  den  3  raum- 


57)   Vgl.  [267].  58)  Vgl.  [267],  p.  490. 
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lichen  Koordinaten  eines  Punktes  desselben,  etwa  des  Gesamtschwer 
punktes,  nur  noch  Winkelkoordinaten,  welche  die  Richtung  der 
n  Korperteile  im  Kaume  bestimmen.  Waren  alle  Gelenke  Kugel- 
gelenke,  so  wiirde  jeder  Korperteil  3  Richtungskoordinaten,  etwa  die 
sogenannten  Eider'schen  unsymmetrischen  Winkel  <pj}  ^.,  ft.  erfordern, 
und  man  hatte  im  ganzen  3(n  -\-  1)  allgemeine  Koordinaten.  Durch 
den  Umstand,  dass  die  meisten  Gelenke  weniger  als  3  Grade  der 
Freiheit  besitzen,  verringert  sich  die  Anzahl  der  erforderlichen  all- 
gemeinen  Koordinaten.  Beriicksichtigt  man  insbesondere  nur  ebene 
Bewegungen  des  ganzen  Korpers,  so  betragt  die  Anzahl  der  all- 
gemeinen  Koordinaten  n  -f-  2,  da  man  in  diesem  Falle  die  Lage  des 
Gesamtschwerpunktes  durch  2  Koordinaten  und  die  Richtung  jedes 
Korperteils  durch  einen  Winkel  fpj  eindeutig  bestimmen  kann.  In 
erster  Annaherung  stellt  z.  B.  der  Gang  des  Menschen  in  konstanter 
Richtung  eine  ebene  Bewegung  dar,  wobei  man  zunachst  von  den 
Drehungen  des  Rumpfes  und  der  Extremitaten  um  ihre  Langsaxen 
und  den  seitlichen  Schwankungen  derselben  absieht. 

Die  lebendige  Kraft  des  in  irgend  welcher  Bewegung  befind- 
lichen  menschlichen  Korpers  kann  natiirlich  als  Summe  zweier  Be- 
standteile  aufgefasst  werden,  von  denen  der  eine,  die  aussere  leben 
dige  Kraft,  ausschliesslich  von  der  Bewegung  des  Gesamtschwerpunktes 
abhangt,  wahrend  der  andere,  die  iunere  lebendige  .Kraft,  sich  nur 
auf  die  Bewegung  des  Korpers  relativ  zum  Gesamtschwerpunkte  be- 

zieht.     Wahrend    die    aussere   lebendige   Kraft   durch      °  °     gemessen 

wird,  unter  w/0  die  Gesamtmasse  des  Korpers  und  unter  v0  die  Ge- 
schwindigkeit  seines  Gesamtschwerpunktes  verstanden,  besteht  die 
innere  lebendige  Kraft  selbst  wieder  aus  einer  grossen  Anzahl  von 
Summanden.  Hiervon  stellen  immer  je  zwei  oder  mehrere  zusammen 
die  lebendige  Kraft  der  Bewegung  eines  Korperteils  relativ  zum  Ge 
samtschwerpunkte  in  der  Weise  dar,  dass  der  eine  Summand  die  zum 
Gesamtschwerpunkte  relative  Bewegung  des  partiellen  Schwerpunktes 
und  die  anderen  die  Rotation  des  Korperteils  um  seinen  eigenen  Schwer- 
punkt  beriicksichtigen.  Diese  Summanden  der  lebendigen  Kraft  sind 
nicht  alle  voneinander  unabhangig.  Infolge  der  Gelenkverbindungen  der 
einzelnen  Koperteile  lassen  sich  die  zum  Gesamtschwerpunkt  relativen 
Geschwindigkeiten  aller  Partialschwerpunkte  durch  die  allgemeinen 
Koordinaten  tpj,  ty-,  ^'  der  Winkelgeschwindigkeiten  ausdrucken,  mit 
denen  die  verschiedenen  Korperteile  ihre  Richtung  im  Raume  andern. 
Dies  kann  man  auf  die  einfachste  Weise  wiederum  mit  Hilfe  der  Haupt- 
punkte  erreichen,  wie  sich  aus  folgender  Eigenschaft  derselben  ergiebt. 
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Eine  beliebige  unendlich  kleine  Verriickung  des  menschlichen 
Korpers  relativ  zum  Gesamtschwerpunkt  kann  dadurch  hervorgebracht 
werden,  dass  man  demselben  successive  unendlich  kleine  Verriickungen 
erteilt,  bei  welchen  jeweils  nur  die  zu  einem  einzigen  Korperteil  ge- 
horenden  Richtungskoordinaten  geandert  werden,  wahrend  die  zu  den 
iibrigen  Korperteilen  gehorenden  Richtungswinkel  konstant  bleiben. 
Bei  einer  solchen  Verriickung  erfahrt  demnach  der  betreffende  Korper 
teil  eine  unendlich  kleine  Rotation,  wahrend  alle  anderen  gleichzeitig 
nur  Translationen  ausfuhren.  Es  zeigt  sich  nun59),  dass  die  Axe 
dieser  Rotation  stets  durch  den  Hauptpunkt  des  betreffenden  Korper- 
teils  hindurchgehen  muss,  wenn  der  Gesamtschwerpunkt  des  ganzen 
menschlichen  Korpers  wahrend  der  Verriickung  an  seiner  Stelle 
bleiben  soil. 

Unter  Beriicksichtigung  dieser  weiteren  Eigenschaft  der  Haupt- 
punkte  gelingt  es  leicht,  die  Bestandteile  der  inneren  lebendigen  Kraft 
anzugeben,  welche  aus  der  zum  Gesamtschwerpunkt  relativen  Be 
wegung  ernes  jeden  Partialschwerpunktes  herriihren.  Fiigt  man  dann 
noch  die  aus  der  Drehung  der  einzelnen  Korperteile  um  ihre  Schwer- 
punkte  stammenden  Beitrage  hinzu,  so  erh'alt  man  schliesslich  bei 
geeigneter  Zusammenfassung  die  innere  lebendige  Kraft  des  mensch 
lichen  Korpers  als  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  allgemeinen 
Winkelgeschwindigkeits-Koordinaten.  Dieser  Ausdruck  wird  zunachst 
ziemlich  umfangreich.  Mit  Hilfe  der  reduzierten  Systeme,  Hauptpunkte 
und  Hauptstrecken  lasst  sich  derselbe  aber  auf  die  einfachste  Form 
bringen.  Es  1st  zu  diesem  Zwecke  nur  noch  notig,  die  Tragheits- 
radien  der  reduzierten  Systeme  fiir  die  Axen  durch  ihren  Schwer- 
punkt,  d.  h.  also  fiir  die  Axen  durch  den  Hauptpunkt  des  Korper- 
teils,  einzufiihren.  Dann  lasst  sich  die  innere  lebendige  Kraft  auch 
gleichzeitig  als  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  dieser  Trag- 
heitsradien  und  der  Hauptstrecken  darstellen.  Ini  iibrigen  enthalt 
jeder  Summand  nur  noch  als  Faktor  eine  Funktion  der  allgemeinen 
Richtungskoordinaten  und  die  Gesamtmasse  m0.  Die  Massen  der  ein 
zelnen  Korperteile  treten  aber  gar  nicht  mehr  explicit  auf;  ihr  Ein- 
fluss  auf  den  Wert  der  lebendigen  Kraft  kommt  ausschliesslich  in 
den  L'angen  der  Tragheitsradien  und  Hauptstrecken  zur  Geltung. 
Besonders  hervorzuheben  ist,  dass  das  Quadrat  jeder  Winkelgeschwin- 
digkeits-Koordinate  eines  Korperteils  nur  mit  dem  halben  Tragheits- 
moment  des  zugeordneten  reduzierten  Systems  in  Bezug  auf  die  zuge- 
horige  Axe  durch  den  Hauptpunkt  des  Korperteils  multipliziert  erscheint 60) . 


59)  Vgl.  [271],  p.  21,  24,  25,  60  u.  61.  60)  Vgl.  [271],  p.  31,  37,  71  u.  75. 
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Fur  die  ebene  Bewegung  des  menschlichen  Korpers,  bei  welcher 
alle  Langsaxen  der  Korperteile  einer  festen,  durch  den  Gesamtschwer- 
punkt  gehenden  Yertikalebene  parallel  bleiben,  und  bei  der  keine 
Drebungen  der  Glieder  um  ihre  Langsaxen  stattfinden,  wird  natur- 
geraass  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  besonders  einfacb.  Man 
ist  in  diesem  Falle  berechtigt,  beim  Rumpf  sowohl  die  Schultergelenk- 
als  aucb  die  Hiiftgelenkmittelpunkte  als  je  in  einera  Punkte  der 
Langsaxe,  welcbe  aucb  den  Mittelpunkt  des  Kopfgelenkes  enthalt, 
zusammenfallend  anzunebmen.  Die  Korperteile  seien  in  bestimmter 
Weise  numeriert;  |0,  ??0  seien  die  recbtwinkligen  Koordinaten  des  Ge- 
samtschwerpunktes  in  der  festen  Vertikalebene  und  cpj  der  Winkel, 
welcben  die  Langsaxe  des  jten  Korperteils  mit  der  Vertikalen  bildet. 
Ferner  bedeute  K^  den  Tragheitsradius  des  /on  reduzierten  Systems 
in  Bezug  auf  die  zur  festen  Vertikalebene  senkrechte  Axe  durch 
seinen  Schwerpunkt,  d.  b.  also  durcb  den  Hauptpunkt  des  jten  Korper 
teils.  Endlich  bezeichne  allgernein  fjh  diejenige  Hauptstrecke  des 
jten  Gliedes,  welcbe  den  Hauptpunkt  desselben  mit  dem  Mittelpunkte 
desjenigen  am  jtcn  Gliede  befindlicbeu  Gelenks  verbindet,  durcb  welches 
das  jte  Glied  in  unmittelbarer  oder  wenigstens  rnittelbarer  Verbindung 
mit  dem  /iten  Gliede  stebt.  Insofern  ein  Korperteil  durch  jedes  seiner 
Gelenke  im  allgemeinen  mit  mehreren  Korperteilen ,  wenn  auch  nur 
mittelbar,  verbunden  ist,  werden  auch  viele  der  Grossen  fjh  trotz  ver- 
schiedeuer  Werte  von  li  ubereinstimmen.  Es  giebt  iiberhaupt  nur 
beim  Rumpf  mehr  als  zwei  verschiedene  Grossen  fjhJ  wahrend  die 
Endglieder  des  menschlichen  Korpers  sogar  nur  einen  Wert  fur  fjh 
besitzen.  Da  man  schon  zur  Bestimrnung  der  allgemeinen  Koordi 
naten  (pj  auf  jeder  Langsaxe  eines  Korperteils  eine  Richtung  als  po- 
sitiv  einfiihren  musste,  so  ist  dadurch  auch  fiir  die  Hauptstrecken  /'.A, 
welche  unter  der  geinachten  Voraussetzung  ebener  Bewegung  nicht 
nur  an  den  Extremitatenabschnitten,  sondern  auch  am  Rumpfe  als 
Teile  der  Langsaxen  aufgefasst  werden  konnen,  ein  bestimmtes  Vor- 
zeichen  vorgeschrieben.  Beachtet  man  dies,  so  stellt  sich  die  to  tale 
lebeudige  Kraft  des  menscbliclien  Korpers  in  der  Form  dar61): 


wobei  nur  der  Index  i  stets  kleiner  als  der  Index  k  bleiben  muss. 

Die  Geschwindigkeit  des  Gesamtschwerpunktes  und  die  aus  der- 
selben   resultierende   aussere    lebendige   Kraft   lassen    sich  auf  Grund 


61)  Vgl.  [271]  p.  71. 
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der  Beziehungen  des  Gesamtschwerpunktes  zu  den  Hauptpunkten  der 
Korperteile  auch  durch  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes 
des  menschlichen  Korpers  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Richtungskoor- 
dinaten  und  deren  Differentialquotienten  darstellen.  Dies  empfiehlt 
sich  insbesondere  in  den  Fallen,  wo  bei  der  Bewegung  des  mensch 
lichen  Korpers  mindestens  ein  Punkt  0  eines  Korperteils  entweder 
ganz  in  Ruhe  bleibt  oder  eine  bekannte  einfache  Bewegung  ausfuhrt. 
Man  hat  dann  nur  sowohl  die  zu  diesem  Punkte  relative  Bewegung 
des  demselben  Korperteil  angehorenden  Hauptpunktes,  als  auch  die 
Richtungsanderungen  der  dem  letzteren  zugekehrten  Hauptstrecken  der 
iibrigen  n  —  1  Korperteile  durch  die  Grossen  (pj}  i/^>  ^  uud  ihre 
Differentialquotienten  nach  derZeit  auszudriicken62).  Bleibt  der  Punkt  0 
in  Ruhe,  so  lasst  sich  auf  diesem  Wege  die  totale  lebendige  Kraft 
allein  als  homogene  Funktion  zweites  Grades  von  rp- }  t^',  &J  darstellen. 
Fasst  man  wieder  den  oben  beschriebenen  Fall  ebener  Bewegung 
ins  Auge  und  setzt  dabei  voraus,  dass  der  feste  Punkt  0  auf  der 
Langsaxe  eines  Korperteils  liegt,  so  erhalt  man  die  totale  lebendige 
Kraft  in  der  Form68): 

T=\™« 

L    i  12 

wo  wieder  der  Index  i  stets  kleiner  als  der  Index  7c  sein  muss.  Da 
bei  bedeutet  allgemein  f,Q  diejenige  Hauptstrecke,  welche  den  dem 
Punkt  0  innerhalb  des  Korpers  am  nachsten  liegenden  Gelenkmittel- 
punkt  eines  Korperteils  mit  seinem  Hauptpunkte  verbindet;  nur  an 
dem  Korperteil,  welchem  der  Punkt  0  angehort,  ist  dieser  selbst  an 
Stelle  des  Gelenkmittelpunktes,  und  der  von  ihm  nach  dem  Hauptpunkte 
des  Korperteils  gehende  Vektor  als  Hauptstrecke  zu  verwenden.  Zu- 
n'achst  erkennt  man,  dass  dieser  Ausdruck  fiir  T  im  gegebenen  Falle 
sich  noch  weiter  vereinfachen  lasst;  denn  K/  -f-  /}o  stellt  das  Quadrat 
vom  Tragheitsradius  A,,  des  jten  reduzierten  Systems  fiir  die  zur  festen 
Vertikalebene  senkrechte  Axe  des  dem  Punkte  0  am  nachsten  liegenden 
Gelenks,  beziiglich  in  einem  Falle  fiir  die  Axe  durch  0  selbst  dar. 
Ferner  sind  die  beiden  Strecken  fjh  und  fjQ  entweder  entgegengesetzt 
gleich,  da  die  eine  immer  vom  Gelenkmittelpunkt  und  die  andere  vom 
Hauptpunkte  ausgeht,  oder  sie  erganzen  sich  zu  einer  zwei  Gelenk- 
mittelpunkte  des  /en  Korperteils  verbindenden  Strecke.  In  dem  Aus 
druck  fikfki — fiofko  sind  nun  immer  wenigstens  bei  je  einem  Faktor 

62)  tiber  die  Verwendung  dieser  Methode  zur  Bestimmung  des  resultierenden 
Massendrucks  am  Kurbelgetriebe  vgl.  man  wieder  [423]. 

63)  Vgl.  [271],  p.  75. 
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des  Minuenden  und  Subtrahenden  die  absoluten  Werte  gleich;  daher 
lasst  sich  diese  Differenz  entweder  als  einziges  Produkt  schreiben, 
oder  sie  verschwindet. 

15.  Die  Bewegungsgleichungen.  Das  aus  dem  Werte  fur  die 
lebendige  Kraft  abgeleitete  System  der  Layrange'achen.  Differential- 
gleichungen  zweiter  Art  erscbeint  infolge  der  Einfiihrung  der  redu- 
zierten  Systetne,  Hauptpunkte  und  Hauptstrecken  auch  in  verhaltnis- 
massig  einfacber  Form.  Man  erhalt  z.  B.  im  Falle  ebener  Bewegung 
des  menscblichen  Korpers  die  n-\-2  Gleichungen64) 

nd  w?oio"=^05 


nin 

'  ~~ )    -  *~ \~rti       ~TJJ    i    ~r j         "VTA       T;7J[~    "   ^(p/.} 

=  1,2,3,.  . .,  M), 

wo  stets  j  von  A  verschieden  sein  muss,  sodass  die  Summen  in  den 
letzten  n  Gleichungen  nur  n  —  1  Doppelglieder  enthalten.  Mit  Aus- 
nahme  der  Grossen  Q^  und  Q^,  welche  einfach  die  Komponenten- 
summen  der  ausseren  Krafte  parallel  den  beiden  Koordinatenaxen  in 
der  festen  Vertikalebene  bedeuten,  stellt  jedes  Qv  eine  Summe  von 
Drehungsmomenten  dar.  Wirken  ausser  den  Muskeln  und  der  Schwere 
keine  Krafte  direkt  auf  den  Korper  ein,  so  ist  bei  Vernachlassigung 
des  Luftwiderstandes  jedesmal  Qv  das  resultierende  Axenmoment  aller 
von  Muskeln  und  Schwere  am  hien  Korperteil  hervorgerufenen  Krafte- 
paare.  Es  ist  insbesondere  Aufgabe  der  Anatomic,  die  Momente  der 
Kraftepaare  aller  Muskeln  fiir  die  verschiedenen  Korperteile  bis  auf 
einen  rein  physiologischen  Faktor,  dieMuskelspannung,  auf  empirischem 
Wege  abzuleiten. 

Wie  die  ersten  beiden  der  angegebenen  n  -f-  2  Diflferential- 
gleichurigen  den  Satz  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  aus- 
driicken,  so  lassen  auch  die  anderen  n  Bewegungsgleichungen  eine 
sehr  einfache  Interpretation  zu.  Sie  sagen  namlich  aus,  dass  bei  der 
ebenen  Bewegung  allgemein  das  hio  reduzierte  System  sich  so  um  die 
zur  Bewegungsebene  senkrechte  Axe  seines  Schwerpunktes  (des  Haupt- 
punktes  des  /itea  Korperteils)  dreht,  als  ob  ausser  den  direkt  am  7iten 
Korperteil  angreifenden  Kraften  alle  an  den  ubrigen  Korperteilen  an- 
greifenden  Krafte  parallel  nach  dem  nachsten  Gelenkmittelpunkte 
des  hiea  Korperteils  verlegt  waren,  wobei  den  Kraften  die  in  ent- 
gegengesetzter  Richtung  genommenen  EflFektivkrafte  der  zu  diesem 

64)  Vgl.  [271J,  p.  81. 
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Gelenkmittelpunkte  relativen  Bewegung  zuzurechnen  sind.  Diese  ein- 
fache  Interpretation  der  zu  den  einzelnen  reduzierten  Systemen  ge- 
horenden  Differentialgleichungen  wirft  nicht  nur  Licht  auf  die  gegen- 
seitige  Beeinflussung  der  verschiedenen  Korperteile  in  ihren  Bewegungen, 
sondern  erlaubt  es  auch,  die  Differentialgleichungen  im  gegebeuen 
Falle,  unter  Beriicksichtigung  der  Beziehungen  der  Hauptpunkte  zu  dem 
Gesamtschwerpunkt  und  den  Schwerpunkten  der  Teilsysteme,  sofort 
in  der  einfachsten  Form  anzuschreiben. 

Denkt  man  sich  die  einzelnen  Summanden  des  Tragheitsmomentes 
des  /iten  reduzierten  Systems  gesondert  aufgefiihrt,  so  lasst  sich  eine 
jede  der  letzten  n  Bewegungsgleichungen  schliesslich  auch  in  der  Weise 
interpretieren,  dass  sie  die  Drehung  des  Ate:i  Korperteils  selbst  (also 
nicht  des  aus  ihm  hervorgehenden  reduzierten  Systems)  um  die  zur 
Bewegungsebene  senkrechte  Axe  durch  seinen  eigenen  Schwerpunkt 
charakterisiert65).  Es  sind  zu  diesem  Zwecke  nur  die  in  entgegen- 
gesetzter  Richtung  genommenen  Effektivkrafte  der  dbsoluten  Bewe 
gung  der  iibrigen  Korperteile  in  Riicksicht  zu  ziehen  und  mit  den 
anderen  Kraften  nach  dem  zunachst  liegenden  Gelenkmittelpunkt  des 
/*ten  Korperteils  verlegt  zu  denken.  Wenn  man  auch  auf  Grund  dieser 
leicht  verstandlichen  Interpretation  die  Differentialgleichungen  zunachst 
nicht  in  so  einfacher  Form  erhalt,  indem  neben  der  Gesamtmasse  m0 
die  Masse  mh  des  7&tea  Korperteils  selbst  auftritt,  so  bietet  dieselbe 
gegeniiber  der  ersten  Interpretation  doch  Vorteile  fur  die  praktische 
Verwendung  der  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  der  Muskel- 
krafte.  Denn  es  ist  einfacher,  die  Beschleunigung  der  Schwerpunkte 
der  Korperteile  und  Teilsysteme  und  die  daraus  sich  ergebenden 
Effektivkrafte  abzuleiten,  wenn  die  Bewegung  auf  den  ruhenden,  als 
wenn  sie  auf  einen  mit  einem  Gelenkmittelpunkt  des  /&ten  Korpers 
translatorisch  fortschreitenden  Raum  bezogen  wird. 

Fur  den  Fall,  dass  ein  Punkt  0  auf  der  Langsaxe  eines  Korper 
teils  fest  bleibt,  besteht  das  System  nur  aus  den  n  Differentialglei 
chungen66) 

n 

!K*2 +/&)?*"-  ^Cfa//*— /Ao/ioX?/'008^*—  Vf}  +  9>/2sin(<PA- <Pj)] 
1 

(h  =  1,  2,  3,  .  .  .,  n), 
wo  wiederum  It  von  .;'  verschieden  sein  muss. 

16.  Allgemeines  iiber  die  Probleme  der  Muskeldynamik.    Die 
Probleme  der  Muskeldynamik  lassen  sich    in    zwei   Gruppen  ordnen. 


65)   Vgl.  [375]  und  [408].  66)  Vgl.  [271],  p.  82. 
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Die  Aufgaben  der  ersten  Gruppe  fragen  nacli  den  Bewegungen  der 
Korperteile,  welche  ein  oder  mehrere  Muskeln  unter  gegebenen  Ver- 
haltnissen  bei  ihrer  Kontraktion  hervorbringen.  Eine  exakte  Losung 
derselben  scheitert  in  vielen  Fallen  an  der  Unmoglichkeit  der  Inte 
gration  der  verwickelten  Diffei  entialgleichungen.  Soweit  bei  diesen 
Aufgaben  die  Spannungen  der  Muskeln  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  besitzen  sie  ausserdem  fur  die  Physiologic  melir  rein  theo- 
retisches  als  praktisches  Interesse.  Denn  es  ist  bisher  weder  gelungen, 
die  Spannung  eines  Muskels  am  lebenden  Korper  direkt  zu  messen, 
noch  einem  Muskel,  etwa  durch  elektrische  Reizung,  eine  bestimmt 
angebbare  Spannung  zu  erteilen.  Immerhin  giebt  es  manche  der 
ersten  Grnppe  zufallende  Fragen,  welche,  da  sie  auf  die  Grosse  der 
Spannung  und  die  Integrationsmoglichkeit  der  Diiferentialgleichungen 
keine  Riicksicht  nehmen,  allgemein  losbar  sind.  Hierher  gehoren 
beispielsweise  die  Fragen  nach  dem  Verhaltnis  der  Winkelbeschleuni- 
gungen  der  einzelnen  Korperteile,  und  somit  nach  dem  Anfang  der 
Gelenkbewegung,  welche  entweder  die  Schwere  oder  ein  sich  kon- 
trahierender  Muskel  aus  der  Ruhe  unter  Ausschluss  aller  anderen 
Krafte  dem  Korper  erteilt.  Man  verwendet  in  diesen  Fallen  die  Diffe- 
rentialgleichungen  der  Bewegung  dazu,  unter  Vernachlassigung  der 
Winkelgeschwindigkeiten  die  Verhiiltnisse  der  Winkelbeschleunigungen 
durch  die  Tragheitsradien  der  reduzierten  Systeme,  die  Hauptstrecken 
und  die  Verhaltnisse  der  von  der  Schwere  oder  einem  Muskel  auf  die 
Korperteile  ausgeiibten  Drehungsmomente  auszudriicken.  Dies  wird 
im  Falle  eines  einzigen  Muskels  dadurch  moglich,  dass  bei  Ausschluss 
anderer  Kriifte  die  Grossen  Q  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen 
alle  den  gleichen  Spannungsfaktor  besitzen. 

Da  die  Anatomen  und  Physiologen  in  erster  Linie  die  Wirkungen 
eines  Muskels  auf  die  Gelenke  interessieren,  so  sind  an  die  obigen 
Fragen  solche  iiber  das  Verhaltnis  der  an  den  verschiedenen  Gelenken 
hervorgebrachten  Winkelbeschleunigungen  anzuschliessen.  In  dieser 
Beziehung  ist  besonders  hervorzuheben,  dass  die  Muskeln  im  allge- 
meinen  auch  auf  Gelenke  einwirken,  iiber  welche  sie  gar  nicht  hin- 
wegziehen67). 


67)  Diese  Thatsache  ist  friiher  nicht  berucksichtigt  worden.  Es  finden  sich 
in  den  Lehrbiichern  der  Anatomic  und  Physiologic  auch  heute  noch  fast  aus- 
schliesslich  nur  Angaben  fiber  die  Wirkung  eines  Muskels  auf  die  zwischen 
seinen  Insertionsstellen  liegenden  Gelenke  vor.  Erst  in  allerneuester  Zeit  fangen 
einige  Lehrbiicher  der  Physiologie  an,  ihre  Angaben  in  diesem  Sinne  zu  ver- 
vollstandigen.  Vgl.  z.  B.  [20],  [377],  ferner  das  Lehrbuch  der  Physiologie  des 
Menschen  von  E.  Tigcrstedt.  2  Bande.  II.  Aufl.  Leipzig  1902 


17.  Spezielle  Probleme  (erster  Art)  der  Muskeldynamik.  HI 

Eine  zweite  Gruppe  von  Aufgaben  der  Muskeldynamik  setzt  den 
Bewegungszustand  des  menschlichen  Korpers  fiir  den  ganzen  Verlauf 
einer  Bewegung  als  bekannt  voraus  und  fragt  nach  den  Muskeln, 
welche  diese  Bewegung  im  Verein  mit  ausseren  Kraften  erzeugen, 
und  nach  der  Spannung  derselben.  Diese  Aufgaben  sind  fiir  die 
Physiologie  von  grossem  Wert.  Ihre  Losung  bildet  in  gewissem  Sinne 
das  Endziel  aller  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  Muskeldynamik. 
Probleme  dieser  Art  sind  im  Prinzip  mit  Hilfe  der  Differential- 
gleichungen  losbar;  denn  es  ist  ja  nur  eine  Frage  der  Technik,  die 
Bewegungen  des  lebenden  Korpers,  z.  B.  bei  irgend  einer  Lokoinotions- 
art  oder  der  Leistung  einer  mechanischen  Arbeit,  so  genau  zu  messen, 
dass  auch  die  in  den  Differentialgleichungen  auftretenden  Geschwindig- 
keiten  und  Beschleunigungen  der  verschiedenen  Schwerpunkte,  ebenso 
vvie  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkelbeschleunigungen  der 
einzelnen  Korperteile  und  die  Drehungsmomente  der  ausseren  Krafte 
fur  jede  Phase  der  Bewegung  bestimmt  werden  konnen.  Man  ver- 
wendet  dann  die  Differentialgleichungen  dazu,  fiir  jeden  Korperteil 
das  resultierende  Drehungsmoment  samtlicher  auf  denselben  einwir- 
kenden  Muskeln  zu  berechnen.  Es  ist  zuletzt  Sache  einer  weiteren, 
der  Muskelstatik  angehorenden  Untersuchung,  dieses  resultierende 
Drehungsmoment  auf  die  einzelnen  Muskeln  zu  verteilen. 

17.  Spezielle  Probleme  der  ersten  Art.  Untersuchungen  iiber 
das  Verhaltnis  der  durch  Schwere  oder  Muskeln  aus  der  Ruhe  her- 
vorgerufenen  Winkelbeschleunigungen  sind  bisher  nur  fiir  das  allge- 
meine  zweigliedrige  ebene  System  angestellt  worden.  Die  Resultate 
derselben  finden  sich  unter  anderem  sowohl  auf  den  allein  im  Ell- 
bogengelenk  gegliederten  und  um  eine  zur  Ellbogenaxe  parallele  feste 
Axe  des  Schultergelenks  drehbaren  Arm68),  als  auch  auf  das  allein 
im  Kniegelenk  gegliederte  und  um  eine  zur  Knieaxe  parallele  feste 
Axe  des  Hiiftgelenks  drehbare  Bein69)  angewendet.  Dabei  ist  im  einen 
Falle  der  Unterarm  mit  der  Hand,  im  andern  Falle  der  Unterschenkel 
mit  dem  Fuss  als  eine  starre  Masse  aufgefasst,  und  die  ganze  Ex- 
tremitat  in  jedem  Falle  vom  Rumpf  abgelost  und  als  selbstandiges 
System  um  eine  im  Raume  feste  Axe  drehbar  gedacht.  Es  kommen 
infolgedessen  fiir  die  Konstruktion  der  reduzierten  Systeme  und  der 
Hauptpunkte  hier  nur  die  Massen  der  beiden  Glieder  der  Extremitat 
in  Frage.  An  Stelle  der  eigentlichen  Hauptpunkte  (H^  und  H2  in 
Fig.  2)  treten  demnach  die  partiellen  Hauptpunkte  (H^  und  H2'  in 
Fig.  2  und  3);  denn  es  ist  von  vornherein  klar,  dass  bei  der  Annahine 

68)  Vgl.  [301]  u.  [329].  69)  Vgl.  [420]. 
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einer  im  Raume  festgestellten  Drehungsaxe  im  Schulter-  bezw.  Hiift- 
gelenk  die  Massen  des  Rumpfes  und  der  iibrigen  Korperteile  keinen 
Einfluss  auf  die  Bewegungen  des  Armes  bezw.  Beines  haben  konnen. 
Es  sei  fp"  die  zur  genannten  Axe  gehorende  Winkelbeschleunigung 
des  Oberarms  bezw.  Oberschenkels  gegen  den  fixiert  gedachten  Rumpf, 
ty"  die  Winkelbeschleunigung  der  relativen  Drehung  des  Unterarms 
gegen  den  Oberarm  im  Ellbogengelenk  bezw.  des  Unterschenkels  gegen 
den  Oberschenkel  im  Kniegelenk,  -fy  der  Winkel  zwischen  der  Unter- 
armlangsaxe  und  der  Verlangerung  der  Oberarmlangsaxe  bezw.  zwischen 
der  Unterschenkellangsaxe  und  der  Verlangerung  der  Oberschenkel- 
langsaxe,  lt  der  Abstand  der  Mittelpunkte  des  Schulter-  und  Ellbogen 
gelenks  bezw.  des  Hiiftgelenks  und  Kniegelenks  voneinander  und  c2 
die  den  Mittelpunkt  des  Ellbogengelenks  bezw.  Kniegelenks  mit  dem 
Hauptpunkt  des  Unterarms  bezw.  Unterschenkels  verbindende  Haupt- 
strecke  des  Unterarms  bezw.  Unterschenkels,  ^  der  Tragheitsradius 
des  reduzierten  Oberarmsystems  bezw.  des  reduzierten  Oberschenkel- 
systems  in  Bezug  auf  die  genannte  Axe  des  Schultergelenks  bezw. 
Hiiftgelenks  und  yl2  der  Tragheitsradius  des  reduzierten  Unterarm- 
systems  bezw.  des  reduzierten  Unterschenkelsystems  in  Bezug  auf  die 
Axe  des  Ellbogengelenks  bezw.  Kniegelenks.  Endlich  seien  Dl  und 
D2  die  Momente  der  Kraftepaare,  mit  denen  die  Schwere  oder  ein 
Muskel  im  Sinne  einer  Drehung  urn  zur  Ellbogenaxe  bezw.  Knieaxe 
parallele  Axen  auf  die  beiden  Korperteile  einwirken,  dann  hat  man 
die  fur  jedes  entsprechend  zusammengesetzte  zweigliedrige  System 
zunachst  ganz  allgemein  geltende  Formel70) 

_  ytl-Dj/Dj  —  ZjCj  COS  Ip 

~  (X?  4-  1,'c*  cosM&T^TTi  4-  L  c9  cos  Wj D.  JD* 


Handelt  es  sich  um  die  Einwirkung  eines  Muskels  auf  das  zwei 
gliedrige  System,  so  bezeichnet  man  die  Werte  des  Verhaltnisses  der 
Winkelbeschleunigungen  in  beiden  Gelenken  als  das  Mnetische  Mass 
fur  die  Wirkung  dieses  Muskels  auf  das  betreffende  zweigliedrige 
System71).  Aus  der  Formel  erkennt  man  zunachst,  dass  das  kinetische 
Mass  eine  Funktion  zweier  Grossen  ist,  namlich  des  Verhaltnisses  der 
Drehungsmomente,  mit  denen  der  Muskel  auf  die  beiden  Glieder  ein- 
wirkt,  und  des  Winkels,  Avelcher  die  Stellung  des  Ellbogengelenks 
bezw.  Kniegelenks  angiebt.  Von  der  Gelenkstellung  im  Schulter-  bezw. 
Hiiftgelenk  hangt  das  kinetische  Mass  nur  insofern  ab,  als  dieselbe 
das  Verhaltnis  der  beiden  Drehungsmomente  beeinflusst.  Dividiert 


70)  Vgl.  [329J,  p.  511.  71)  Vgl.  [420J,  p.  608. 
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mau  Zahler  uiid  Nenner  anf  der  rechten  Seite  der  obigen  Formel 
durch.  ZjCg,  so  erkennt  man  weiterhin,  dass  der  Einfluss  der  Dimen- 
sionen  und  Massen  der  beiden  Glieder,  sowie  der  Massenverteilung1 
innerhalb  eines  jeden  auf  den  Wert  des  kinetischen  Masses  durch  nur 
zwei  Konstante  dargestellt  wird,  namlich  durch  die  beiden  Grossen 

*  "•*  1  2 

,—  und  ,— —  •  Diese  lassen  nun  eine  sehr  einfache  Interpretation  zu, 
tt  c8  /x  Cj 

welche  gestattet,  ihre  Werte  in  jedem  Falle  leicht  zu  bestimmen.  Ver- 
steht  man  unter  01  die  Lauge  des  mathematischen  Pendels,  welches 
die  gleiche  Schwiugungsdauer  besitzt  wie  das  erste  reduzierte  System 
(reduziertes  Oberarmsystem  bezw.  reduziertes  Oberschenkelsystem)  fur 
seine  Schwingungen  um  die  feste  Axe  des  Raumes,  ferner  unter  (?2 
die  Liinge  des  mathematischen  Pendels,  welches  die  gleiche  Schwingungs- 
dauer  zeigt,  wie  das  zweite  reduzierte  System  (reduziertes  Unterarm- 
system  bezw.  reduziertes  Unterschenkelsystem)  fiir  seine  Schwingungen 
um  die  Axe  des  Zwischengelenks,  und  bezeichnet  man  endlich  mit  Q% 
den  Abstand  des  Richtpunktes  des  zweiten  Gliedes  (vgl.  obeu  S.  101 
und  Fig.  3)  vom  Mittelpunkt  des  Zwischengelenks,  so  lasst  sich 

,— i-  durch    L,  und  7       durch   ,2  ersetzen72).     Der   Ausdruck    fiir   das 

?!  C,  9j    >  /!  Cs  /! 

kinetische  Mass  nimmt  dann  die  Form  an: 

cg     Dl 

'         ~  cos 


Die  Untersuchung   am    menschlichen  Korper   hat   nun   zu   dem    iiber- 

raschenden  Resultat  gefiihrt,  dass  die  Grossen     1    und   7*-  fiir  das  Bein 

c«  'i 

annahernd  die  gleichen  Werte  besitzen  wie  fiir  den  Arm78),  trotzdem 
nicht  nur  in  den  Dimensionen  der  beiden  Glieder,  sondern  auch  in 
den  Massen  und  der  Massenverteilung  innerhalb  der  Glieder  bei  beiden 
Extremitaten  grosse  Verschiedenheiten  vorhanden  sind.  Hieraus  er- 
giebt  sich  die  bemerkenswerte  Thatsache,  dass  die  allein  im  Knie- 
gelenk  gegliederte  untere  Extremitat  und  die  allein  im  Ellbogengelenk 
gegliederte  obere  Extremitat  sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
ganz  gleich  gegeniiber  den  Muskelkraften  verhalten.  Fiir  beide  Ex 
tremitaten  besitzt  -1-  mit  der  bei  Untersuchungen  am  lebenden  Korper 
Pa 

iiberhaupt  erreichbaren  Genauigkeit  den  Wert  2,1  und  y-  den  Wert  0,9. 

72)  Vgl.  [420],  p.  514  u.  515. 

73)  Vgl.  [420],  p.  652  u.  553. 

Encyklop.  d.  math.  Wiaaenach.     IV  1,  u.  8 
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Der  Ausdruck   fiir  das  kinetische  Mass  der  Muskeln  erhalt  daher  fiir 
diese  zweigliedrigen  Systeme  die  bestimmte  Form 

Dt 

0,9    •    yr1-     -   COS  1/> 


D, 

(2,1  +  cos  <i/>)  —  (0,9  -f  cos  i/>)  -=± 

*•'« 

Der  besondere  Fall  eines  allein  zwischeu  Unterarm  uud  Oberarm 
bezw.  zwischen  Unterschenkel  uud  Oberschenkel  sich  erstreckenden 
Muskels  ist  durch  D1IDz  =  —  l,  und  der  eines  am  Oberarm  bezw. 
Oberscheukel  ausetzendeu  Muskels  mit  deui  Ursprung  am  llumpf 
durch  Dl/D2  =  oo  charakterisiert.  Das  letztere  gilt  auch  fiir  die  Ein- 
wirkung  der  Schwere  bei  horizontaleu  Gelenkaxen  und  vertikaler  Langs- 
axe  des  Unterarms  bezw.  Unterschenkels,  wahrend  die  Langsaxe  des 
Oberarms  bezw.  Oberscheukels  gegen  die  Vertikale  geneigt  ist.  Steht 
dagegeu  nur  die  Langsaxe  des  Oberarms  bezw.  Oberschenkels  vertikal, 
so  ist  fiir  die  Schwere  DJD2  =  0.  Jeder  am  Unterarm  bezw.  Unter 
schenkel  einerseits  und  am  Rumpf  andererseits  inserierende  Muskel 
des  Armes  oder  Beines  ist  nicht  durch  einen  bestimruten  Wert  von 
A/A  charakterisiert.  Vielmehr  ist  dieses  Verhaltnis  bei  solchen 
Muskeln  eine  Funktion  des  Gelenkwinkels  (f  im  Schultergelenk  bezw. 
Hiiftgelenk  und  des  Gelenkwinkels  ^  im  Ellbogengelenk  bezw.  Knie- 
gelenk.  Das  Gleiche  gilt  hinsichtlich  der  Einwirkung  der  Schwere  bei 
beliebiger  Haltung  des  Armes. 

Bin  weiteres  spezielles  Beispiel  eines  zweigliedrigen  Systems  von 
der  angedeuteten  Art,  das  auf  seine  Bewegung  unter  bestimmten 
Voraussetzungen  untersucht  worden  ist74),  stellt  der  menschliche  Kor- 
per  annahernd  in  dem  Falle  dar,  dass  man  sich  auf  die  Zehen  erhebt. 
Das  eine  Glied  wird  dabei  durch  die  beiden  Fiisse,  das  andere  durch 
die  Gesamtheit  der  iibrigen  Korperteile  gebildet.  Beide  Abschnitte 
sind  gegeneinander  in  der  gemeinsamen  Axe  der  oberen  Sprunggelenkt- 
beweglich,  und  das  ganze  System  kann  sich  urn  eine  parallele  Axe 
unter  den  Kopfchen  der  ersten  Mittelfussknochen  gegen  den  Fuss- 
boden  drehen.  Infolge  der  uugleichen  Verteilung  der  Massen  auf 
beide  Abschnitte  kann  hierbei  mit  geniigender  Genauigkeit  ^  =  ^ 
gesetzt  werden. 

18.  SpezieUe  Probleme  der  zweiten~Art.  Soweit  Aufgaben  der 
zweiten  Art  bisher  in  Angrifi'  genommen  wordeii  sind,  beziehen  sich 
dieselben  fast  durchweg  auf  die  Lokomotion  des  Meuschen  oder  der 
Tiere.  Was  insbesondere  die  Lokomotion  des  Menschen  anlangt,  so 


74)  Vgl.   [354J,  [365J  u.  [415]. 
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stammen  die  ersten  exakten  Untersuchungen  von  den  Briidern  W.  und 
E.  Weber™}.  Denn  diese  haben  zum  ersten  Male  versucht,  mit  den 
ihnen  zu  Gebote  stehenden  Hilfsmitteln  das  beim  Gehen,  Laufen  und 
Springen  befolgte  Bewegungsgesetz  so  genau  wie  moglioh  festzustellen. 
Da  ihnen  damals  die  Momentphotographie  noch  keine  Dienste  leisten 
konnte,  so  sahen  sie  sich  allerdings  genotigt,  die  Resultate  ihrer 
Messungen  durch  manche  Hypothesen  zu  erganzen.  Auf  dieser  Grund- 
lage  bauten  sie  dann  mit  Hilfe  der  Lay  range*  schen  Bewegungsgleichungen 
ihre  Theorien  des  Ganges,  Eillaufs  und  Sprunglaufs  auf?  welche  wenig- 
stens  iiber  die  Art  der  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  beeinflussenden 
ausseren  Krafte  und  iiber  die  gegenseitige  Einwirkung  von  llumpf 
und  Extrernitaten  eine  bestiramte  Vorstellung  vermitteln.  Auf  die 
Thatigkeit  der  einzelnen  Muskelgruppen  konnten  sie  dagegen  infolge 
des  allzu  hypothetischen  Charakters  ihrer  kinematischen  Grundlagen 
und  der  sehr  weit  gehenden  Vereinfachungen76)  bei  der  Anfstellung 
der  Bewegungsgleichungen  ihre  Untersuchung  nicht  ausdehnen.  Wenn 
nun  auch  neuere  Untersuchungen  iiber  den  Gang  des  Menschen  das 
Resultat  ergeben  haben,  dass  alle  drei  Grundprinzipe,  auf  welche  die 
Briider  Weber  ihre  Theorie  des  Ganges  stiitzten77),  auch  nicht  einmal 
annahernde  Geltung  beanspruchen  diirfen78),  so  bedeutet  doch  die 
Weber'sehe  Mechanik  der  Gehwerkzeuge  den  ersten  Versuch,  einen 
speziellen  Bewegungsvorgang  des  menschlichen  Korpers  rait  den  exakten 
Mitteln  der  Mechanik  aufzuklaren. 

Nachdem  mit  den  jetzt  der  Untersuchung  zur  Verfiigung  stehenden 
Methoden  und  Hilfsmitteln  eine  genauere  Kenntnis  der  Kinematik  des 
Ganges  und  der  Bewegimgsgleichungen  des  menschlichen  Korpers  ge- 
wonnen  worden  war,  fiihrte  die  Untersuchung  nicht  nur  zu  sicherereu 
Resultaten  iiber  die  ausseren  Krafte79),  sondern  sie  konnte  auch  auf 
die  zwischen  den  einzelnen  Korperteilen  wirksamen  Muskelkrafte  aus- 


75)  Vgl.  [2]. 

76)  Vgl.  die  Anmerkung  2  auf  p.  82. 

77)  Die  Briider  Weber  bezeichuen  dieselben  als  das  Prinzip  des  Masses  der 
Anstrengung,   das  Prinzip  der  Richtung  der  Streckung  und  das  Prinzip  der  an- 
fanglichen  Stellung.    Vgl.  [2]  §  125. 

78)  Vgl.  [375],  p.   138  ff. 

79)  Vgl.  [358],  p.  121—130.     Schon   fruher  hatte    Mtirey   mit   Hilfe    eines 
dynamometrischen  Apparates  (vgl.  [175])  den  Druck  gemessen,  den  der  Mensch 
bei  verschiedenen  Bewegungen   seiner  Glieder   mit   den  Fiisaen   auf  den   Boden 
ausubt.     Der  Vergleich  mit  den  Bewegungen   der  Glieder  in  den  verschiedenen 
Perioden  des  Ganges  ermOglichte  es  ihm,  wenigstens  annahernd  einen  Uberblick 
fiber  die  vom  Boden  auf  den  Korper   ausgeubten  vertikalen  Reaktionskrafte   zu 
gewinnen  und  daraus  Schliissfi  auf  die  dabei  geleistete  Arbeit  zu  ziehen. 

8* 
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gedehnt  werden80).  Hierbei  benutzt  man  mit  Vorteil  die  in  Nr.  15 
zuletzt  angegebene  Interpretation  der  Differentialgleiehungen,  welche 
die  Drehung  des  //ten  Korperteils  urn  seine  Schwerpunktsaxe  in  ihrer 
Abhangigkeit  von  den  auf  denselben  einwirkenden  Drehungsmomenten 
der  Muskeln,  der  Schwere  und  der  in  entgegengesetzter  Richtung  zu 
nehmenden  Effektivkrafte  der  iibrigen  Korperteile  darstellt.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit  und  die  Winkelbeschleunigung  dieser  Drehung,  ebenso 
wie  die  Drehungsmomente  der  Schwere  und  der  Effektivkrafte,  lassen 
sich  aus  der  kinematischen  Analyse  des  Bewegungsvorganges  ableiten, 
sodass  in  jeder  Bewegungsgleichung  nur  noch  das  Drehungsmoment 
der  Muskeln  als  Uubekannte  iibrig  bleibt.  Auf  diesem  Wege  konnte 
unter  anderein  die  lange  Zeit  von  den  Physiologen  und  Anatomen 
diskutierte  Frage,  ob  beim  Gehen  das  jeweils  vom  Fussboden  abge- 
lo'ste  Bern,  wie  die  Briider  Weber  annahmen81),  durch  seine  eigene 
Schwere  getrieben  wie  ein  Pendel  von  hinten  nach  vorn  schwingt, 
oder  ob  die  Mitwirkung  der  Muskeln  zur  Hervorbringung  dieser 
Schwingungsbewegung  erforderlich  ist,  definitiv  entschieden  werden. 
Die  Untersuchung  ergab,  dass  diese  Bewegung  *des  Beins  durchaus  keino 
reine  Pendelschwingung  ist,  sondern  im  Gegenteil  in  noch  stiirkerem 
Masse  der  Einwirkung  von  Muskeln  als  dem  Einfluss  der  Schwere 
zuzuschreiben  ist82). 

Anhang. 

Ausser  den  spezielleu  Bewegungen  des  Menschen  sind  auch  noch 
die  mancher  Tiere  der  mechanischen  Analyse  unterworfen  worden.  So 
hat  z.  B.  schon  A.  Borelli  im  Anschluss  an  allgemeine  Betrachtungen 
iiber  das  Zustandekommen  der  Lokomotion,  insbesondere  des  Menschen, 
auch  Uutersuchungen  iiber  das  Schwirnmen  der  Fische83)  angestellt 
und  dabei  den  Nachweis  erbracht,  dass  die  Fortbewegung  der  Fische 
nicht,  wie  man  vor  seiner  Zeit  annahm,  mit  Hilfe  der  Brustflossen, 
sondern  (lurch  das  Seitwiirtsschlagen  des  Schwanzes  ermoglicht  wird, 
in  ahnlicher  Weise  wie  ein  Kahn  durch  schnelles  seitliches  Hin-  und 
Herbewegen  eines  an  seinem  hinteren  Ende  angebrachten  Ruders 
nach  vorn  fortgetrieben  werden  kann.  Nach  Sorelli  ist  die  Lehre 
von  der  Lokomotion  der  Fische  erst  in  der  zweiten  Halfte  des 
19.  Jahrhunderts  jror  alien  Dingen  durch  H.  Strasser*4)  gefordert 


«0;  Vgl.  [375],  [408],  [425]  und  [435]. 

81)  Vgl.  [2]  §  17.  82)  Vgl.  [435],  p.  603. 

83)  Vgl.  [1]  Kap.  23.  De  natatu. 

84)  Vgl.  [167].     H.  Strasser  hatte    schon    vorher   eine    eingehende    Unter 
suchung  liber  die  Grundbedingungen  der  aktiven  Lokomotion  angestellt.  Vgl.  [155]. 
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worden.  Gestiitzt  auf  die  von  ihm  an  vielen  langgestreckten  Fischen 
und  von  Hensen  an  den  Spermatozoon  gemachten  Beobachtungen, 
welche  neuerdings  durch  die  chronophotographischen  Aufnahmen  von 
Marey^*)  bestatigt  worden  sind,  dass,  wie  bei  den  Schlangen,  auch 
die  Vorwartsbewegung  dieser  Fische  von  wellenformigen,  iiber  den 
ganzen  Korper  nach  hinten  fortschreitenden  Verbiegungen  begleitet  ist, 
stellt  Strasser  die  Theorie  auf,  dass  die  Bewegung  der  Wassertiere 
und  speziell  der  Fische  immer  uach  diesem  Prinzip  der  Schlangelung 
vor  sich  geht.  Er  sieht  sicli  daher  veranlasst,  die  Schlangelungs- 
bewegung  sowohl  in  kinematischer  als  auch  in  dynarnischer  Hinsicht 
u  liter  gewissen  vereinfachenden  Voraussetzungen  zu  analysieren.  Wenn 
auch  diese  Untersuclmng  aus  Mangel  an  einer  ausreichenden  empiri- 
schen  Grundlage  in  erster  Linie  von  theoretischen  Gesichtspunkten 
ausgeheii  musste,  so  hat  sie  doch  raanche  Beziehungen  zwischen  der 
Gestalt,  der  Struktur  und  den  inneren  Kraften  des  Korpers  der  Fische 
eiuerseits  und  den  ausseren  Einwirkungen  andererseits  verstandlicher 
gemacht. 

Noch  grosseres  Interesse  als  das  Schwimmen  der  Fische  hat 
von  jeher  der  Flug  der  Vogel  fur  den  Physiologen  gehabt.  Auch 
hier  sind  die  mechanischen  Verhaltnisse  zuerst  eingehend  von  Borelli96} 
untersucht  worden.  Er  giebt  an,  dass  die  Flu'gel  beim  Niederschlag 
mit  ihrer  ganzen  Unterflache,  beim  Erheben  dagegen  nur  im  wesent- 
lichen  mit  ihrer  vordereu  Kante  sich  gegen  die  Luft  bewegen,  und 
setzt  auseinander;  wie  dabei  eine  Vorwartsbewegung  des  Vogelkorpers 
zustande  kommt.  Den  bedeutendsten  Fortschritt  in  der  Erkenntnis 
des  Vogelrluges  bedeuteten  nach  Bordli's  Untersuchuugen  die  Regi- 
strieruugen  des  Bewegungsvorganges  durch  Marey*7)  mit  Hilfe  einer 
sogenaunten  photographischen  Flinte.  Wenn  diese  Serienaufnahmen 
auch  noch  nicht  zahlreich  genug  sind,  um  zu  einer  vollkommenen 
Kinematik  des  Vogelfluges  zu  verhelfen,  so  geben  sie  doch  immerhin 
mehrere  feste  Anhaltspunkte  fur  eine  Theorie  des  Vogelfluges.  Eine 
solche  Theorie  ist  denn  auch  von  Marey  aufgestellt  worden88).  Neben 
den  -Mora/'schen  Untersuchuugen  liegen  dann  wiederum  Arbeiten  von 
H.  Strasser*9}  vor,  welcher  nicht  nur  in  kinematischer  Hinsicht  die 
bisherige  Kenntnis  des  Vogelfluges  vervollstandigt;  sondern  auch  sehr 
eingehende  Untersuchuugen  tiber  das  Wechselspiel  der  Krafte  beim 


85)  Vgl.  [223],  [240J,  [269],  [17],  [413). 

86)  Vgl.  [1]  Kap.  22.  De  volatu. 

87)  Vgl.  [165]. 

88)  Vgl.  [115],  [208],  [213],  [216],   1  217],  [222],  [17],  [418].    • 

89)  Vgl.  [198]. 
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Fliegen    angestellt   hat.    (Vgl.    auch    das    Referat    iiber    Aerodynamik 
IV  17,  Nr.  11,  Finstcnv alder.) 

Die  Lehre  von  der  Lokoinotion  der  iibrigen  Tiere  ist  im  An 
schluss  an  die  Untersuchungen  iiber  die  verschiedenen  Fortbewegungs- 
arten  des  Menschen  in  letzter  Zeit  vor  alien  Dingen  wieder  von 
Marey  und  seinen  Schiilern  durch  chronophotographische  Aufnahmen 
in  kinematischer  llinsicht  wesentlieh  gefordert  worden.  Besonders 
sind  die  Grangarteu  des  Pferdes  eineni  eingehenden  Studium  nnter- 
worfen  worden.  Marey  hat  aber  auch  seine  Untersuchungen  auf  die 
Lokomotion  anderer  Vierfiissler,  wie  des  Elephanten,  ferner  einiger 
Reptilieii,  Insekten,  Mollusken  und  anderer  Tiere90)  ausgedehut  und 
dadurch  eine  sehr  wertvolle  (Iruudlage  fur  eine  vergleichende  ruecha 
nische  Betrachtung  der  verschiedenen  Fortbewegungsarten  der  Tiere 
geschaft'en91).  - 

Die  Mechanik  hat  schliesslich  auch  dem  Physiologen  das  Ver- 
standnis  mancher  Einrichtungen  im  Organismus  und  mancher  Vor- 
gange  bei  der  Entwicklung  desselben  ermoglicht.  Hierfiir  sollen  noch 
eiuige  Beispiele  angefuhrt  werden,  vvelche  aus  den  verschiedenen  Ge- 
bieten  der  Naturwissenschaften  ausgewahlt  sind.  Es  kouneu  hier 
naturlich  nur  einige  Beispiele,  nicht  aber  eine  erschopfende  Dar- 
stellung  aller  Bestrebungen,  die  Mechanik  der  Biologie  dienstbar  zti 
machen,  gegeben  werden. 

So  hat  unter  anderem  8.  Scbwendener9*)  nachge,wiesen,  dass  sich 
in  den  Monocotylen  in  konstauter  Weise  Eleuientarorgane  vorfinden, 
die  eine  spezifisch  rnechanische  Rolle  spielen.  Es  sind  dies  die  das 
mechanische  System  in  den  verschiedenen  Pflanzenorganen  zusammen- 
setzenden  Bastzellen  mit  Einschluss  des  Libriforms  und  der  bast- 
ahnlichen  Collenchymzellen.  Der  Bast  ist  nach  Schwcndener's  Unter 
suchungen  in  Beziehung  auf  Tragvermogen  bei  der  Elastizitatsgrenze 
dem  Schmiedeeisen  und  in  den  besten  Sorten  sogar  dein  Stahl  eben- 
biirtig:  er  unterscheidet  sich  von  diesen  nur  durch  die  ungieich 
stiirkere  Dehnbarkeit  und  durch  die  geringe  Differenz  zwischen  Trag- 


90)  Vgl.  [171],  [212J,  [248],  [254],  [273J,  [17],  |413j. 

i»l)  Marey  hat  die  Chronophotographie  auch  zur  Analyse  noch  anderer 
Bewegungsvorgange  bei  Tieren  verwendet.  So  hat  er  /-.  B.  die  Bewegung  pho- 
tographiert,  welche  eine  aus  der  Hohe  mit  dem  Ru'cken  nach  unten  herab- 
t'allende  Katze  ausfuhrt,  um  schliesslich  auf  den  Beinen  am  Boden  anzulangen. 
Guyou  hat  im  Anschluss  an  die  Mareijschen  Serienbilder  gezeigt,  dass  dieser 
Vorgang  durchaus  nicht  im  Widerspruch  z\\  dem  Pliichensatz  steht;  es  kann 
sehr  wohl  die  totale  Flachensumme  verschwinden,  und  doch  dabei  das  Tier  eine 
endliche  Drehung  ausfuhren.  Vgl.  [288]  und  IV  9,  Anhang  (Walker). 

92)  Vgl.  [112]. 
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modul  und  Festigkeitsmodul.  Die  Elastizitatsgrenze  fallt  bei  den 
Bastzellen  nahezu  mit  der  absoluten  Festigkeit  zusammen.  Bei  den 
Collenehymzellen  wird  dagegen,  wie  H.  Ambronn^}  nachgewiesen  hat, 
die  Elastizitatsgrenze  schon  bei  verhaltnismassig  geringer  Belastung 
iiberschritten ,  die  absolute  Festigkeit  dagegen  erst  dann,  wenn  diese 
Belastung  um  das  vier-  bis  fiinffache  verstarkt  worden  ist. 

Die  mechanischen  Gewebe  sind  nun  in  der  Pflanze  nach 
S.  Schivendener  in  alien  Fallen  so  angeordnet,  dass  bei  gegebenem 
Materialaufwand  eiue  moglichst  grosse  Festigkeit  des  Organs  erreicht 
ist,  namlich  Zugfestigkeit  in  den  Wurzeln  und  Biegungsfestigkeit  in 
den  Asten  und  Zweigen.  Auch  beim  Collenchym  zeigt  sich  nach 
H.  Ambronn,  dass  die  Gruppierung  und  Anordnung  dieser  Zellen 
uach  mechanischen  und  nicht  uach  rein  morphologischen  Gesetzeri 
stattfindet. 

S.  Sclmendener*4}  hat  ferner  auch  die  Stellungsverhaltnisse  seit- 
licher  Organe  und  deren  Anderungen  irn  Yerlaufe  des  Entwicklungs- 
ganges  von  mechanischen  Gesichtspunkten  aus  beleuchtet,  indem  er 
dieselben  teils  auf  Gestaltungsprozesse  einfacherer  Art;  teils  auf  Wir- 
kungen  des  gegenseitigen  Druckes  zuriickfiihrte  und  damit  eine  mecha- 
nische  Theorie  der  Blattstellungen  begriindete. 

Auf  dem  Gebiete  der  Pflanzenphysiologie  sind  hier  auch  Arbeiten 
von  W.  Pfeffer  hervorzuheben,  insbesondere  die  iiber  den  Energie- 
gewinn  im  Organismus  und  die  Mittel  und  Wege,  vermoge  welcher 
Energie  fiir  physiologische  Leistungen  nutzbar  gemacht  wird95),  ferner 
die  iiber  die  Aussenleistungen .,  d.  h.  also  die  Druck-  und  Arbeits- 
leistungen  durch  wachsende  Pflanzen96).  Aus  den  von  Pfeffer  vor-' 
genommenen  Untersuchungen  iiber  die  Intensitat  und  Quantitat  der 
geleisteten  Energie  haben  sich  dann  auch  Ruckschliisse  ziehen  lassen 
auf  die  Innenarbeit  der  Pflanzen,  deren  Kenntnis  fiir  die  Pflanzen 
physiologie  von  besonderer  Bedeutung  ist.  - 

Ferner  haben  H.  Meyer*1}  und  C.  Culmann^} ,  nach  ihnen  vor 
alien  Dingen  J.  Wolff*9}  und  dann  u.  a.  weiterhin  H.  Wolfermann, 
T.  Zaijer,  Chr.  Aeby,  Fr.  MerM,  P.  Langerhans,  K.  Bardeleben,  V. 
v.Ebner,  Mtirisier,  W.  Eoux,  W.Easumowsky,  C.  Nicoladoni,  Eichbaum, 
B.  Solger,  E  Zsehokke,  E.  Schmidt,  E.  Albert,  W.  G-elihardt,  K.  Biidinger, 


93)  Vgl.  [159].  94)  Vgl.  [143].  95)  Vgl.  [253]. 

96)  Vgl.  [277]. 

97)  Vgl.  [87],  [166]. 

98)  W.  Hitter,    Anwcndungen    der    graphischen    Statik    nach    C.  Culmann 
I.  Teil.    28.    Zurich  1888. 

99)  Vgl.  [99],  [183],  [228],  [265],  [357],  [376],  [384],  [404]. 
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H.  Triepel  und  F.  r.  Friedlcinderlw}  die  eigentiiinliclie  Struktur  der 
sogenannten  Spongiosa  innerhalb  der  Knochen,  welche  unter  anderen 
besonders  deutlich  im  inenschlichen  Obcrschenkelknochen  zu  erkennen 
1st,  in  Beziehung  zu  Spannungstrajektorien  zu  l)ringen  gesucht.  Sie 
glaubten  die  diinneu  Spongiosabalkchen,  welche  nahezu  in  zwei 
Systemen  von  sick  rechtwiuklig  durchkreuzenden  Kurven  augeordnet 
erscheinen,  als  Zug-  und  Druckkurven  deuten  zu  inusseu,  so  wie  man 
sie  f'iir  einen  kranlormig  gebogenen  Balken  unter  besthnmten  verein- 
fachenden  Annabmen  iiber  die  Elastizitatsverhaltnisse  im  Innern  des 
Balkens  konstruieren  kaun.  Es  ist  dann  weiterhin  von  J.  Wolff  der 
Satz  aufgestellt  worden,  dass  der  Knocben  sicb  unter  pathologischen 
Verhaltnissen  in  seiner  Struktur  den  veranderten  Gleichgewichts- 
bedinguugen  alsbald  anpasst,  sodass  also  der  Knocben  stets  die  fiir 
seine  statiscbe  Beanspruchung  zweckmassigste  Arcbitektur  aufweist. 
Aucb  fiir  ein  bindegewebiges  Organ,  die  Scbwanzflosse  des  Delphins, 
giebt  W.  EOKX  an101),  ,,dass  die  mannigfachen  Verlaufsrichtungen  der 
Fasern  allenthalben  den  Ricbtungen  starkster  Beansprucbung  ent- 
spreclien,  dass  somit  die  ganze  Konstruktion  init  deni  verweudeteu 
Material  das  Maximum  an  Widerstaudsfahigkeit  leistet,  oder  dass 
umgekehrt  die  geleistete  Widerstandsfahigkeit  mit  dem  Minimum  an 
Material  erreicbt  wird." 

Auch  auf  dem  Gebiete  der  Entwickelungsgescliichte  bat  man  die 
Mechanik  zur  Erklarung  verschiedener  Vorgange  und  'Zustande  beran- 
zuzieben  versucbt.  So  fiibrt  W.  His1™}  die  Entstehung  der  Korper- 
form  auf  das  Problem  von  den  Formveranderungen  einer  ungleicli 
sich  dehnenden  elastischen  Platte  zuriick.  Durch  Versucbe  an  der 
isolierten  Keimscbeibe  bat  er  uachgewiesen,  dass  z.  B.  die  Keiin- 
scheibe  des  Vogeleies  scbon  in  friiben  Stadien  ihrer  Entwickelung 
eineu  Korper  von  nicbt  unbedeutender  Biegungselastizitat  bildet. 
Ferner  hat  er  durch  Messungen  festgestellt,  dass  in  der  Keimscheibe 
an  verschiedenen  Stellen  sehr  verscbiedenes  Wachstum  stattfindet, 
und  dass  dasselbe  nacb  einem  bestimmten  Gesetze  sich  raumlich  ver- 
teilt.  Wie  nun  eine  ebene  elastische  Platte  ungleichmassige  Dicko 
annimmt,  sich  in  bestimmter  Weise  kriimmt  und  faltet  und  unter 
Umstanden  Kontinuitatstrenuungen  erfahrt,  sobald  sie  sich  nach  einem 
bestimmten  Gesetze  an  verschiedenen  Stellen  ungleich  ausdehnt,  so 
erscheint  auch  die  Faltung  und  erste  Gliederung  des  embryonalen 

100)  Vgl.  [102];   [105];   [106];  [117];  [119];  [120];  [126J;  [127];  [184],  [278], 
[291],  [312];   [233];    [235];    [241];  [257],  [309];   [268];  [344];  [385],  [388],  [390], 
[392],  [394],  [395];  [400],  [405],  [417],  [427] ;  [423-];  [426],  [434],  [438]  und  [43GJ. 

101)  Vgl.  [177J.  102)  Vgl.  [89],  [91],  [110]. 
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Korpers  nacli  W.  His  als  uumittelbare  Folge  des  nacli  Raum  untl 
Zeit  in  bestimmter  gesetzinassiger  Weise  stattfindenden  Wachstums 
der  einzelnen  Teile  der  elastischen  Keimscheibe.  Auf  Veranlassung 
von  W.  His  hat  E.  Hoycnbach105)  das  Problem  der  Gestaltsverande- 
rung  einer  unvollkommen-elastischen  diinnen  Platte  bei  ungleich- 
massigeni,  nach  einem  bestiinmten  Gesetz  verteilten  Wachstum  ana- 
lytisch  behandelt.  Als  Resultat  dieser  mathematischen  Untersuchung 
stellt  sich  in  der  That  heraus,  dass  bei  Annahme  eines  emfachen,  deu 
Befunden  an  der  Keimscheibe  annahernd  entsprechenden  Wachstums- 
gesetzes  eine  diinne,  ebene  Platte  von  der  Form  der  Keimscheibe 
eine  Umformung  erleidet,  Avelche  wenigstens  in  grobeu  Ziigen  die 
Verhaltnisse  des  sich  entwickelnden  Keims  wiederspiegelt.  Spater 
hat  W.  His  die  mechanischen  Grundvorgange  bei  der  tierischen  Formen- 
bildimg  noch  eimnal  in  ubersichtlicher  Weise  zusammengestellt104) 
und  durch  geeignete  Beispiele  erlautert.  Dabei  hat  er  insbesondere 
die  Faltungsvorgauge  bei  der  Gestaltnng  der  Erdrinde  und  deren 
Erklarimg  von  Seiten  der  Geologen  zum  Vergleich  herangezogen. 

Friiher  schon  hatte  W.  His  die  Entwickelung  der  verschiedenen 
Forinen  des  Bindegewebes  auf  aussere  mechanische  Einwirkungen  zu- 
ruckzufiihren  versucht105).  Er  hatte  gezeigt,  dass  iiberall,  wo  das 
Bindegewebe  dauernder  oder  oft  wiederholter  Zugwirkung  ausgesetzt 
ist,  sich  ein  fibroses  Band  resp.  eine  Sehne  bildet,  dass  dagegcn  da, 
wo  dasselbe  dauernden  oder  wiederholten  Druck  in  gleicher  Richtung 
erfahrt,  das  Bindegewebe  die  Form  einer  mehr  oder  weniger  dicken 
Platte  annimmt.  Demnach  wiirde  nach  W.  His  z.  B.  der  Muskel  sich 
seine  Sehuen  uud  FascicD,  das  Auge  sich  seine  Kapsel,  das  Blutgefass 
sich  seine  Scheide  im  wesentlichen  unter  mechanischer  Einwirkung 
erzeugen. 

Auch  fiir  die  Bildung  der  Gelenkformen  hat  man  eine  mechauische 
Erklarung  gegeben,  indera  man  dieselbe  in  Beziehung  zu  der  beson- 
deren  Art  der  Einwirkung  der  Muskeln  auf  ein  Gelenk  gebracht  hat. 
So  hat  schon  L.  Ficlc10^  die  Ansicht  ausgesprochen;  dass  die  Gelenk 
formen  durch  die  Muskeln  im  strengen  Sinne  des  Wortes  geschliffen 
werden.  W.  Hcn/cc™1}  ging  noch  weiter,  indem  er  den  Satz  auf- 
stellte,  dass  immer  dasjenige  Gelenkende  konkav  geschliffen  werde,  an 
dem  die  Muskeln  nahe  am  Gelenk,  dagegen  das  Gelenkende  kouvex, 
an  dem  die  Muskeln  entfernt  vom  Gelenk  ansetzen.  JR.  FicJc108)  hat 
spater  diesen  Satz  sowohl  auf  theoretischem  als  auch  auf  experimen- 

103)  Vgl.  [91],  p.  191  ff.  104)  Vgl.  [286]. 

105)  Vgl.  [79],  p.  27.  106)  Vgl.  [50]  und  [61]. 

107)  Vgl.  [5],  p.  57  Anmerkung  und  [109).  108)  Vgl.  [246]. 
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tellem  Wege  durch  Versuche  an  einem  Modell  aus  schleifbarem  Ma 
terial  bestatigt. 

Seit  einiger  Zeit  1st  man  unter   der  Ffihrung  von   W.  Eoux   be- 
miiht,  alle  derartigen  Bestrebungen ,    die  Lehren   der  Physik,  Chemie 
nnd  Mathematik  auf  die  Gestaltungsvorgange  des  Lebens  anzuwenden, 
zu    einer    besonderen    Wissenschaft     zusammenzufassen.      Von    dem 
Gesichtspunkte  ausgehend,  dass  alles  physikalische  und  cliemisclie  Ge- 
schehen    Anderung    ist    und    sich    in    letzter    Linie    auf  Bewegungen 
fcuruckfuhren  lasst,  hat  W.  Eoux  diesem  Zweig  der  Naturwissenschaft 
den  Namen  ,,Entn-icl;ehingsmcchamk"  gegeben 10!)).  Wenn  nun  auch  hierbei 
der  Begrifi%Mechanik"  nicht  immer  in  der  iiblichen  engen  und  scharfen 
Fassung,   sondern   xuweilen    ira    allgemeineren    philosophischen   Sinne 
verwendet   worden   ist,   so   tinden   sich   doch   auch  Beitrage   zur  Ent- 
wiekelungsmecbanik  vor,  bei  denen  es  sich  ebenfalls,  wie  bei  den  oben 
angefiihrten  Arbeiten,  urn  den  Versuch  einer  Anwendung  der  Mechanik 
im   engeren   Sinne   auf  die   organischen   Gestaltungsvorgange  handelt. 
Zu   erwahnen  waren   in   dieser  Hinsicht  unter  anderen  Arbeiten   von 
0.  JBwfecAW110),    M.  Heidcn}tainin),    L.  Druner"*"),    Fr.  Meves™*),    L. 
Jtiut-mbkr11*),  F.  Reinke 115) ,  welche   sich  mit  einer  mechanischen  Er- 
klarung    der  indirekten   Zell-    und   Kernteilung    und    anderer  Lebens- 
erscheinungen  der  Zelle  beschaftigen.     Zu    einem    einwandsfreien  Re- 
sultat  haben  jedoch  die  meisten  dieser  Versuche  bis  jetzt  noch  nicht 
gefuhrt,    und    zu    eigentlich-mathematischen    Entwickelungen    hat    es 
dabei    in   Anbetracht    der    sehr    liickenhaften   empirischeu   Unterlagen 
auf  diesen  Gebieten  bis  jetzt  auch  nicht  kommen  konnen. 

109)  Seit  dem  Jahre   1895   besteht  ein  von  W.  Eoux  begriindetes  ,,Archiv 
ftir  Entwickelungsmechanik   der  Organismenu,  in  welchem  der  grosste  Teil   der 
Beitrage  zur  Entwickelungsmechanik  veroffentlicht  wird.    Im  1.  Band  desselben 
legt  W.  Eoux  das  Programm  fur  dieses  Archiv  ausfuhrlich  dar. 

110)  Vgl.  [262]  und  [409]. 

111)  Vgl.  [303].     M.  Heidcnhain  hat  auch  ein  Modell  konstruiert,   welches 
seine  Ansichten  fiber  die  Mechanik  der  Zellteilung  demonstrieren  soil.     Die  me 
chanischen  Vorgangc  an   demselben   sind  aber,    wie   R.  Pick  (vgl.  [327])  nach- 
gewiesen  hat,  in  keiner  Weise  den  Vorgangen  an  der  lebenden  Zelle  analog. 

112)  Vgl.  [305]. 
11 »)  Vgl.  [334]. 

114)  Vgl.  [317],  [331],  [350],  [356],  [367],  [391],  [418]  u.   [429]. 

115)  Vgl.  [398J. 
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[251PJ  M.  G.  Blix,  Die  Lange  und  die  Spannung  des  Muskels  (4  Abhandlungen), 
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IV  9.    SPIEL  HOT)  SPORT. 

VON 

G.  T.  WALKER. 

IN  SIMLA  (INDIKN). 

Inhaltstibersicht. 

Vorbemerkung. 

1.    DaK  Billardspiel. 

a)  (jiegenseitige  Keibung  tier  Billle. 
V>)  Gegenseitiger  Stoss  der  Balle. 

c)  Der  Stoss  an  der  Bande. 

d)  Der  Stoss  am  Queue. 

e)  Einwirkung  des  Billardtuches. 

'2«    Ballspiele. 

a)  Einleitende  Bemerkung. 

b)  Die  seitliche  Abweichuiig  eines  Golfballes. 

c)  Erklarung  der  seitlichen  Abweichuiig  des  Golfballes. 

3.  Der  Bumerang. 

a)  Einleitende  Bemerkung. 

b)  Der  Luftwiderstand. 

c)  Die  Bewegung  des  Bumerangs:  Vereinfachende  Voraussetzungen. 

d)  Fortsetzung:  Qualitative  Theorie. 

e)  Fortsetzung:  Quantitative  Theorie;  Vrergleich  mit  den  Beobachtungeu. 

f)  Die  zusammengesetzte  schleifenfOrmige  Bahn  des  Bumerangs. 

g)  Niohtzuriickkehrender  Bumerang. 

4.  Das  Fahrrad. 

a)  Allgemeine  Grufidlagen. 

b)  Die  Theorie  des  modernen  Zweirads. 

c)  Fortsetzung:    Freihlindiges  Fahren. 

d)  Foi-tsetzung:    Das  Lenken  des  Fahrrades. 

e)  Die  Arbeit. 

Auhaiig. 
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Litteratur  *). 

1.   Das  Billardspiel. 

(r.  Coriolis,  Theorie  mathe*matique  des  efFets  du  Jen  de  b-illard,  Paris  1835. 
G.  W.  Hemming,  Billiards  mathematically  treated,  London  1891). 
11.  Re'sul,  Commentaire  a  la  theorie  mathematiquo  du  jeu  de  Itillurd ,  J.  de  math. 
(3)  9  (1883),  p.  05—98. 

2.   Ballspiele. 
A.  G.  GreenMl,  On  Lord  Hayleiyh's  paper  on  the  irregular  flight  of  a  tennis-ball, 

Mess,  of  math.  9  (1878),  p.  113—117. 
G.  Magnus,  ttber  die  Abweichung  der  Geachosse,   Berl.  Abh.  1852,  p.  1  =  Ann. 

Phys.  Chem.  88  (1853),  p.  1. 
J.W.Strutt  (Lord  Rayleiglt),    On  the  irregular  flight  of  a  tennis-ball,   Mess,  of 

math.  7  (1877),  p.  14  =  Scientif.  Papers  1,  Cambr.  1899,  p.  344. 
P.  G.  Tait,  On  tho  patli  of  a  rotating  spherical  projectile  (2  papers),  Edinb.  Roy. 

Soc.  Trans.  17  (1893),    p.  427—440  ==  Papers  2,    p.  356  ff.   und   Edinb.  Boy. 

Soc.  Trans.  19  (1898  [1896]),  p.  491— 506  =  Papers  2,  p.  371  ff. 

3.    Der  Bumerang. 
E.O.Erdmann,    Erkliirung  der  Bahnen  des  Bumerangs,   Ann.  Phys.  Chem.  137 

(1869),  p.  1. 
E.  Gerlach,  Ableitung  gewisser  Bewegungsformen  geworfener  Scheiben  aua  dem 

Luftwiderstandsgeset'/e,  Zeitschr.  d.  Ver.  /.  Ford.  d.  Luftschifffahrt  1886  (Heft  3). 
W.  titille,   Versuche   u.  Rechnungen  zur  Bestimmnng  der  Bahn   des  Bumerangs, 

Ann.  Phys.  Chem.  147  (1872),  p.  1. 
<i.  T.  Walker,  On  boomerangs,  Loud.  Phil.  Trans.  190  (1897)v,p.  23—41. 

-  ttber  den  Bumerang,  Phys.  Zeitschr.  2  (1901),  p  457—461  =  Nature  64  (1901). 

4.    Das  Fahrrad. 
C.  Baurlet,  Traite  des  bicycles  et  bicyclettes,  Paris  1895. 

Nouveau  traite"  des  bicyles  et  bicyclettes  (fiquilibre  et  Direction),  Paris  1898. 
—  Etudes   the'oriques   sur   la   bicyclette,    Bull,    de  la  soc.   math,   de   France  27 

(1899),  p.  47—67   u.  76—96. 
./.  Boussinesq,  Apei^u  sur  la  theorie  de   la  bicyclette,   J.  de  math.  (5)  5  (1899), 

p.  117—135  u.  217—232. 

-  Relation  qui   existe  dans  la  bicyclette  roulante   sur  un   sol  horizontal  entre 
le   mouvement  de  progression  et  le  mouvement  d'inclination,  Paris  C.  R.  127 
(1898),  p.  843—848. 


*)  Da  das  vorliegcnde  Referat  wesentlich  mir  als  Skizze  der  hier  in  Frage 
kommenden  Probleme  gedacht  ist,  so  1st  auch  in  der  Beriicksichtigung  der 
Litteratur  keine  Vollstilndigkeit  angestrebt  worden.  Insbesondere  konnte  die 
ueueste  Litteratur  (seit  1900;  keine  Aufnahme  finden,  weil  das  Referat  aus  ausseren 
Uriinden  schon  im  Sommer  1900  abgeschlossen  werdeu  musste.  Vor  allem  hat 
wohl  die  Theorie  des  Fahrrades  in  den  letzten  Jahren  Fortschritte  gemacht  (vgl. 
z.  B.  u.  a.  E.  Carvallo,  Theorie  du  mouvement  du  monocycle  et  de  la  bicyclette, 
J.  6c.  polyt.  (2)  5  (1901),  p.  119—188  u.  (2)  6  (1901),  p.  1  —  118). 

Die  Redaktion. 
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J.  Boussimsq,  Aper$u  sur  la  theorie  de  la  bicyclette:  equilibre  du  cavalier,  Paris 

C.  E.  127  (1898),   p.  895—899. 
-  De  1'effet  produit  sur  le  mouvement  d'inclination  d'une  bicyclette  en  marche 

par  les  emplacements  lateraux  que  s'imprime  le  cavalier,  Paris  C.  R.  128  (1899), 

p.  766—771. 
W.  J.  M.  Sankine,  Dynamical  theory  of  the  bicycle,  Engineer  1869  =  Les  Mondes 

21  (1869). 

G.  R.  E.  Routh,  On  the  motion  of  bicycle,   Mess,  of  math.  28  (1898),  p.  151—169. 
A.  Sharp,   Bicycles   and  tricycles,   an   elementai-y  treatise    on   their  design   and 

construction,  London  1896. 
F.  J.  W.  Whipple,  The   stability   of  the   motion  of  a  bicycle,  Quart.  J.   of  math. 

80  (1899),  p.  312—348. 


Vorbemerkung.  Eine  mathematisclie  Behandluug  der  in  grosser 
Zahl  und  Verschiedenheit  vorhandenen  Spiele*),  in  denen  mecha- 
nische  Uberlegungen  zur  Geltung  kommen,  ist  -  -  obwohl  diese  in 
abstracto  immer  moglich  ist  —  erst  in  den  wenigsten  Fallen  versucht 
worden.  Dies  gilt  insbesondere  von  einer  bis  zur  Beherrschung  des 
Quantitative!!  fortgefiihrten  Theorie.  Am  ehesten  ist  noch  eine  quali 
tative  Behandlung  geliefert  worden,  die  oft  dadurcb  gelingt,  dass  man 
die  Erscheinungen  in  zweckentsprecbender  Weise  idealisiert. 

Es  kann  daber  bei  einem  solchen  Stande  des  in  Frage  kommeu- 
den  Problemgebietes  auch  nicbt  die  Absicbt  des  vorliegenden  Referates 
sein,  in  systematischer  Form  iiber  alle  in  der  oben  genannten  Rich- 
tung  liegende  Versuche  zu  berichten.  Vielniebr  mag  es  darauf  an- 
kommen,  an  einigen  typiscben  Spiel-  resp.  Sportarten  das  Charakte- 
ristische  der  Behandlung  zu  zeigen,  insbesondere  aber  hier  auch  nur, 
wie  von  den  einzelnen  Autoren  in  verschiedener  Form  ein  erster  An- 
satz  zur  exakten  Formulierung  der  Probleme  versucht  wurde,  indem 
wegen  der  ins  einzelne  gehenden  Uberlegungen  auf  die  anfaugs  ge- 
nannte  Litteratur  verwiesen  wird. 

1.   Das  Billardspiel. 

Die  mathematische  Behandlung  des  Billardspiels x)  geht  von  den 
Prinzipien  aus,  auf  denen  die  Bewegung  eines  Systems  starrer  Korper 
beruht.  Insbesondere  kommen  die  Gresetze  der  Reibung  und  des 

*)  Eine  eingehendere  Beschreibung  der  verschiedenen  Spiele  findet  sich  an 
den  verschiedensten  Stellen;  vgl.  z.  B.  die  betreffenden  Bande  der  Badminton 
Library  of  sport,  London  1886  ff.  und  der  All  England  series,  London  1890  ff. 

1)  Eine  Beschreibung  des  kontinentalen  Billardspiels  giebt  Vignaux,  Le 
billard,  Paris  (ohne  Datum),  eine  solche  des  englischen  Spiels  siehe  in  dem 
Bande:  Billiards  der  Badminton  Library  of  sport,  London  1896. 
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Stosses  in  Betracht,  betreifs  deren  im  einzelnen  an  dieser  Stelle  auf 
die  Lehrbiicher  der  Mechanik2)  und  das  Referat:  Elementare  Mechanik 
(IV  6,  J.  Petersen-P.Stackel)  verwiesen  sei.  Wir  stellen  nur  die  Resultate 
zusammen,  indem  wir  ihnen  gleicli  die  Form  geben,  welche  sie  in  der 
Amvendung  auf  die  Bewegung  der  Billardkugeln  annehmen.  Dabei 
dienen  uns  als  Quellen  die  in  der  Litteraturiibersicht  genannten  Biicher 
von  G.  Corioli-s,  H.  Eesal  und  G.  W.  Hemming. 

la.  Gegenseitige  Reibung  der  Balle.  Wird  auf  zwei  sicli  be- 
riihrende  Korper  ein  Druck  ausge(ibt;  so  giebt  jeder  der  Korper  im 
Beriihrungspunkte  etwas  nach,  sodass  sich  die  Korper  alsdanu  fiber 
eine  kleine  Flache  hin  beriihren.  In  jedem  Pnnkte  dieser  Flache 
findet  eine  Ileaktion  zwischen  den  Korpern  statt,  deren  Gesamtheit 

1)  durch   eine   auf   der    geineinsamen   Tangentialebene    im   Be- 
riihrungspunkte  beider  Korper  senkrechstehende  Kraft  H, 

2)  durch    eine     in    der    genannten    Tangentialebene     liegende 
Kraft  F, 

3)  durch    ein  Kraftepaar   L   mit    der  Axe    in    der   Tangential 
ebene, 

4)  durch  ein  Kraftepaar  N,  dessen  Axe  die  gemeinsame  Nor- 
male  im  Beriihrungspunkte  ist, 

ersetzt  werden  kann. 

Beirn  Billard  konnen  die  beiden  Kraftepaare  L,  N  unter  gewohn- 
lichen  Umstanden  als  uubedeutend  vernachlassigt  wei:den. 

Die  Kraft  F  dient,  so  lange  der  eine  Korper  ohne  Gleiten  uber 
den  zweiten  hinwegrollt  (d.  h.  also  so  lange  keine  relative  Tangential- 
geschwindigkeit  im  Beriihrungspunkte  vorhanden  ist)  zur  Anfrechterhal- 
tung  der  Rollbewegung.  Dabei  darf  dann  das  Verhaltnis  F :  E  eine 
bestimmte  Grosse  ^7  die  vom  Material  der  beiden  Korper  abhangt, 
nicht  uberschreiten.  Wird  der  zur  Aufrechterhaltung  des  Rollens 
notige  Wert  von  F  grosser  als  iiE,  so  beginnt  ein  Gleiten.  Solange 
diese  relative  Tangentialbewegung  besteht,  ist  die  Kraft  F  auf  jeden 
der  beiden  Korper  numerisch  gleich  pB,  ihre  Richtung  ist  derjenigen 
der  relativen  Tangentialgeschwindigkeit  entgegengesetzt.  Nachdem 
das  Gleiten  eine  Zeitlang  unter  diesen  Umstanden  erfolgt  ist,  kann 
die  relative  Tangentialgeschwindigkeit  bis  Null  abnehmen,  worauf 
wieder  ein  Rollen  beginnt.  F  wird  dann  wieder  kleiner  als  pR  und 
nimmt  den  Wert  an,  der  zur  Vermeidung  eines  Gleitens  erforderlich  ist. 


2)  Vgl.  insbesondere  E.  J.  Mouth,  A  treatise  on  the  dynamics  of  a  system  of 
rigid  bodies,  1,  London  1897,  §  153—198  ==  Die  Dynamik  der  Systeme  starrer 
Korper  (deutsch  von  A.  Schepp),  Leipzig  1,  1898,  p.  141—180. 
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Somit  wird  es  verstandlich,  wie  die  Bewegungsgleichungen  und 
der  Bewegungscharakter  sich  andern  konnen,  ohne  dass  in  den  ausseren 
Bedingungen,  von  denen  die  Bewegung  abhangt,  eine  Diskontinuitat 
gegeben  ist. 

G.  Corioliss)  hat  nun  den  Fall  genauer  untersucht,  in  dem  ein 
Grleiten  ira  Beriihrungspunkt  bei  der  Bewegung  einer  Kngel  auf  einer 
horizontaleh  Ebene  statt  hat.  Er  zeigt,  dass  bei  Vernachlassigung  der 
Kriiftepaare  L  und  N  die  Richtung  der  Reibungskraft  F  konstant 
l)leibt  und  der  Mittelpunkt  der  Kugel  einen  Parabelbogen  mit  der 
Beschleuuigung  ^g  beschreibt,  und  zwar  in  einer  Richtung,  die  der 
der  anfanglichen  Geschwindigkeit  des  bei  Beginn  der  Bewegung  auf 
der  Ebene  ruhenden  Punktes  entgegengesetzt  ist  --  hier  bezeichnet  p 
den  Reibungskoeffizienten  und  y  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere. 
Weiter  zeigt  er,  dass  wenn  P  der  Beriihrungspunkt  mit  der  Ebene 
und  Q  der  Schwingungsmittelpunkt  in  Bezug  auf  P  ist,  die  Ge 
schwindigkeit  von  Q  konstante  Grosse  und  Richtung  hat.  Danach  hat 
die  Endgeschwindigkeit  des  Massenmittelpunkts  die  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  von  Q,  zu  der  sie  im  Verhaltnis  von  5  :  7  steht. 

Derartige  Bahukurven  erhalt  man  praktisch,  wenn  ein  Ball  einen 
zweiten  mit  einiger  Heftigkeit  trifft,  besonders  wenn  dieser  eine  der 
Banden  beriihrt.  Sie  werden  auch  ohne  eineu  zweiten  Ball  durch  den 
,,Kopfstoss"  (massty  erhalten,  bei  dem  der  Ball  mit  dem  Queue  fast 
vertikal  getroffen  wird. 

Ib.  Gegenseitiger  Stoss  der  Balle.  Beim  Zusammenstoss  zweier 
KSrper  wird  jeder  in  der  Nahe  des  Beriihruugspunktes  zusammen- 
gedriickt.  $  bezeichue  das  Zeitintegral  des  Normaldruckes  E,  der  von  den 
Korpern  bis  zum  Zeitpunkt  der  grossten  Kompression  ausgeiibt  wird, 
und  6"  das  entsprechende  Zeitintegral  von  diesem  letzteren  Zeitpunkte 
bis  zum  Ende  des  Stosses.  S'  ist  dann  die  gesamte  Normalkraft, 
die  von  den  Korpern  ausgeiibt  wird,  urn  ihre  urspriingliche  Gestalt 
wieder  anzunehmen.  Das  konstante  Verhaltnis  S' :  3  =  e  heisst  der 
Elastizitatkoeffizient. 

Immer  wenn  die  Korper  nicht  vollkommen  glatt  sind,  wird  eine 
tangentiale  Reibungskraft  F  wahrerid  des  Stosses  ausgeiibt.  So  lange 
an  der  Beruhrungsstelle  ein  Gleiten  stattfindet,  ist  das  Verhaltnis 
F :  R  gleich  dem  Reibungskoeffizienten  /i,  und  verschwindet  die  rela 
tive  Tangentialgeschwindigkeit  wahrend  des  Stosses  nicht,  so  siud  die 


3)  G.Coriolis,   Theorie   inathematique   des   effets   du  jeu  de  billard,    Paris 
1835,  chap.  1. 

9* 
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Zeitintegrale  T  und  T'  von  F  vor  und  nach  dem  Moment  der  grossten 
Kompression  durch  T=  pS  und  T'   =  pS'  =  eT  gegeben. 

Besteht  aber  das  Gleiten  nicht  wahrend  der  ganzen  Bewegung, 
so  andert  sich  der  Charakter  der  Bewegung,  sobald  die  relative  Tan- 
gentialgeschwindigkeit  Null  wird.  F  ist  dann  nicht  mehr  gleich  pR 
und  die  Theorie  des  Stosses  kompliziert  sich  wesentlich4). 

Was  speziell  den  Zusammenstoss  zweier  Billardkugeln  betritt't,  so 
zogen  Coriolis  und  liesal^  beide  die  horizontale  Komponente  der 
irapulsiven  Reibung  zwischen  den  beiden  Ballen  in  Betracht,  liielten 
aber  wegen  der  Kleinheit  des  Reibungskoeffizienten  ((u  <  0,03)  die 
Beriicksichtigung  der  zwischen  den  beiden  Kugeln  ausgeiibten  verti- 
kaleu  Kraft  nicht  fiir  notwendig.  Diese  vertikale  impulsive  Kraft  be- 
einflusst  jedoch  den  Gesamtdruck  zwischen  den  Ballen  umi  dem 
Billard  wahrend  des  Stosses  imd  da  hier  der  Reibungskoeffizient  uu- 
gefahr  gleich  0,25  ist,  so  wird  die  Einwirkung  der  vertikalen  Koinpo- 
uente  der  Reibung  zwischen  den  Ballen  auf  die  nachfolgende  Bewe 
gung  mit  derjenigen  der  horizontalen  Komponente  vergleichbar,  sodass 
jene  gegen  diese  nicht  vernachlassigt  werden  darf. 

In  der  That  zieht  Gr.W.  Hemming*)  bei  seiner  Betrachtung  des 
Zusammenstosses  beide  Reibungstypen  heran  und  beriicksichtigt  f'iir 
die  nachfolgende  Bewegung  auch  das  Kraftepaar  der  rollenden  Reibuug 
zwischen  Ball  und  Billard,  sowie  die  Reibungskraft  im  Beriihrungs- 
purikte.  Er  macht  es  so  wahrscheinlich,  dass  die  Wirkungen  der 
wahrend  des  Stosses  erfolgenden  Reibuug  unbedeuteud  sind,  dass  aber 
der  Feinheitsgrad  des  Billardtuches  auf  die  Bahn  nach  dem  Zusammen 
stoss  einen  bedeutenden  Einfluss  hat. 

Unter  der  Annahme,  dass  der  stossende  Ball  rollt,  d.  h.  im  Be- 
riihrungspunkte  mit  dem  Billard  nicht  gleitet,  setzt  Hemming 

6  =  dem  Winkel  zwischen  der  gemeinsamen  Normale  beim  Stoss 

und  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  stossenden  Balles, 
6  -}-  6=  dem  Winkel  zwischen   der  gemeinsamen  Normalen  und  der 
Endgeschwindigkeit  des  stossenden  Balles,  wenn  vollkommenes 
llollen  eingetreten  ist, 
1  —  e  =  dem  Elastizitatskoeffizienten, 

Q  =  einer  Konstanten,  die  mit  der  Grobheit  des  Tuches  wachst 
und  findet 

tK(e  H-  a)  -  P  •  tg  o, 

wo 

4)  E.  J.  Eouth,   Dynamics  of  a  system  of  rigid  bodies  1,  §  192—198. 

5)  G.  Coriolis,  Jeu  de  billard  u.  H.  Itesal,  Jen  de  billard. 

6)  G.  W.  Hemming,  Billiards,  p.  7  tf. 
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24-      e  ---  p 
r  2  7   * 

ist. 

Wird  fe  —  ^0  =  0,  d.  h.  Q  =  ^,  so  ist  die  Maximalabweichung 

=  33°  45'.  Sie  wird  erzielt,  indem  man  etwas  mehr  als  einen 
halben  Ball  giebt.  Der  zugehorige  Wert  von  8  ist  28°  7'  30".  Fiir 
eineu  halben  Ball  ist  0  =  30°  und  d  =  33°  40'.  Diese  Resultate 
stiramen  sehr  gut  mit  den  gleichfalls  von  Hemming*}  gegebenen  experi- 
mentellen  Daten  iiberein. 

Schliesslich  betrachtet  Hemming  auch  den  Fail,  dass  der  stossende 
Ball  beim  Zusammenstoss  mit  dem  zweiten  Balle  keine  Winkel- 
geschwindigkeit  hat9). 

le.    Der    Stoss    an   der  Bande.      Hier    nehmen    Coriolis19}    und 

Resoln]  irrtiimlich  an,  dass  der  Beriihrungspunkt  zwischen  Ball  und 
Bande  mit  dem  Mittelpunkt  des  Balles  in  gleicher  Hohe  liegt.  Bei 
den  modernen  Billards  ist  diese  Hohe  gleich  7/5  des  Kugelradius,  d.  h. 
gleich  der  Hohe  des  Stosszentrums  12).  Die  genaiinten  Autoren  ver- 
nachlassigen  gleicherweise  die  vertikale  Komponente  des  Impulses, 
obwohl  sie  Wirkungen  hervorrufen  kann,  die  mit  denen  der  beriick- 
sichtigten  vergleichbar  sind.  Trotz  dieser  vereinfachenden  Annahmen 
sind  die  Kesultate  der  Rechnungen  von  Coriolis  und  Besot  immer 
noch  sehr  kompliziert. 

Besteht  die  Bande  aus  Material  von  der  Nachgiebigkeit  etwa 
des  Gummi,  so  ist  klar,  dass  die  mit  dem  Ball  in  Beriihrung  befind- 
liche  Flache  in  dem  Momente  der  grossten  Kompression  einigermassen 
gross  sein  wird,  sodass  auch  der  Arm  des  Reibungskraftepaares,  dessen 
Axe  in  die  gemeinsame  Normale  fallt,  verhaltnismassig  lang  wird. 
Es  verliert  daher  ein  Ball,  der  einigermassen  heftig  schief  gegen  die 
Bande  stosst,  verhaltnismassig  inehr  von  seiner  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  genannte  Normale,  als  ein  sant't  in  derselben  Richtung  auf- 
stossender  Ball.  Dies  bedingc,  dass  wenn  nach  dem  Zusammenstoss 


7)  G.  W.  Hemming   giebt  (Billiards,  p.  21)  den  Wert  -  - 


—     aber 


aut'   p.  9    setzt    er    t«y  =  eF-cosQ    an    Stelle    von    Uy  =  e/2V  •  cosd,    sodass    in 
alien  seinen  weiteren  Formeln  e/2  an  Stelle  von  e  zu  setxen  ist, 

8)  Hemming,  Billiards,  p.  22  u.  23. 

9)  ibid.  p.  26  u.  27. 

10)  G.  Coriolis,  Jeu  de  billard,  chap.  VI. 

11)  H.  Resal,  Jeu  de  billard,  §  IV. 

12)  Dies  ist  notwendig,   damit  die  Bahn  des  Balles   nach  dem  Stosse   an- 
nahernd  geradlinig  ist,     Vgl.  Hemming,  Billiards,  p.  5. 


1 34  IV  9.    G.  T.  Walker.     Spiel  und  Sport. 

die  Balm  geradlinig   geworden   ist,    der  Reflexioiiswinkel   des  rascher 
bewegten  Balles  kleiner  ist  als  der  des  langsamer  bewegten. 

Hemming13)  fand  experimentell,  dass  rait  dem  sanft  und  schief 
gegen  die  Bande  gespielten  Ball  der  Reflexionswinkel  grosser  als  der 
Einfallswinkel  ist,  doch  dass,  wenn  der  Winkel  nicht  sehr  schief  und 
die  Geschwindigkeit  gross  war,  der  Reflexionswinkel  viel  kleiner  als 
der  Einfallswinkel  ist.  Er  bemerkt  mit  Recht,  dass  es  nutzlos  ist, 
hierliber  theoretische  Untersuchungen  anzustellen,  die  sich  etwa  auf 
Annahmen  griinden,  die  den  beirn  Zusainmenstosse  zweier  Balle  ge- 
macliten  ahnlich  sind. 

Id.     Der    Stoss    am    Queue.      Die   Wirkung    des    Stosses    eiues 
Queues  gegen  einen  Ball  wurde  von  Coriolis14)  und  in  etwas  grosserer 
Allgeuieinheit  von  Eesal 15)  betrachtet.    Beide  nelimen  die  Geschwindig 
keit  des  Queues  in  Richtung  seiner  Axe  und  setzen  voraus,  dass  nach  er- 
folgtem  Stoss  von  dem  Spieler  keine  Einwirkung  auf  das  Queue  statt  hat. 
Ferner  nehmen  sie  an,  dass  der  spitze  Winkel  zwischen  der  Queueaxe 
und   der  Normalen   im   Stosspunkte   P  kleiner  ist  als   der  Reibungs- 
winkel,    sodass    das  Queue    nicht    am  Balle    gleitet.     Allgemein   winl 
daun  ein  Stoss  zwischen  dem  Ball  und  dern  Billard  in  dem  Beruhrungs- 
punkte  A  erfolgen,  und  es  zeigt  sich,  dass  die  Gleitrichtung  im  Punkte  A 
wahrend  des  Stosses  konstant  ist.     Coriolis  findet  auch,  dass  der  Ball, 
solange  die  Vertikalebene  durch  das  Queue  nicht  aucfy  durch  A  geht, 
eine  gekriimmte  Bahn  beschreiben  muss.     Die  anf  angliche  Bewegungs- 
richtung    des    Balles   wird    parallel    zu    der  Horizontalprojektion    des 
Queues  und  die  Endrichtung  fallt  — •  nachdem  das  Gleiten  infolge  der 
Tuchreibung    aufgehort   hat  -      in    die  Verbindungslinie    von  A    mit 
dem   Punkte,   in   welchem   das  Billard  von   der  Axe  des  verlangerten 
Queues  getroffen  wird. 

le.  Einwirkung  des  Billardtuches.  Eine  bemerkenswertc  Er- 
scheinung  wird  durch  den  ,,Strich"  des  Billardtuches  bedingt,  d.  h. 
durch  die  Thatsache,  dass  die  Oberflachenfasern  des  Tuches  die  Ten- 
denz  haben,  in  einer  bestimmten  Richtung  zu  verlaufen.  Es  wurde 
bereits  oben  (Nr.  la)  bemerkt,  dass  die  Bahn  eines  Balles,  der  eine 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Richtung  der  Vorwartsbewegung  hat, 
anfanglich  deutlich  gekriimmt  ist  und  nachher  erst  gerade  wird.  Auf 
einem  guten  Tuche  aber  beschreibt  auch  ein  Ball,  der  eine  starke 
Rotation  urn  eine  vertikale  Axe  und  keine  Rotationskomponente  in 

13)  G.  W.  Hemming,  Billiards,  p.  30. 

14)  G.  Coriolis,  Jen  de  billard,  chap.  II  u.  VIII. 

15)  H.  Eesal,  Jeu  de  billard,  §  VII. 
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Richtung  der  Translation sbewegung  hat,  erne  merkbar  gekriiinnite 
Bahn  —  vorausgesetzt,  dass  die  Translationsgeschwindigkeit  uicht  zu 
gross  ist.  Weiter  aber  hangt  die  Richtung  der  Abweichung  davon 
ab,  welche  Lage  der  Ball  in  Bezug  auf  die  Fasern  des  Tuches  hat. 
Wird  der  Ball  auf  de/rechten  Seite  getroffen  und  bewegt  er  sich  dem 
,,Strich"  entgegen,  so  wird  er  nach  links  abgelenkt,  bewegt  er  sich 
mit  dem  ,,Strich",  so  biegt  er  rechts  aus.  Die  Abweichung  von  der 
Geraden  kann  10cm  auf  300cm  betragen16). 

G.  W.  Hemming1^  versucht  eiue  Erklarung  dieser  Erscheinung; 
aber  seine  Betrachtungen  erscheinen   als  nicht  ansreichend18). 

2.   Ballspiele. 

2  a.  Einleitende  Bemerkung.  Es  giebt  eiue  grosse  Zahl  von  Ball- 
spielen,  wie  z.  B.  Baseball,  Cricket,  Golf,  Fussball,  Lawn-tennis,  Tennis 
u.  s.  w.,  fur  deren  nahere  Beschreibung  wieder  auf  die  betreffenden 
Bande  der  Badminton  Library  und  der  All  England  Series  verwiesen 
sei.  Jedes  der  genannten  Spiele  hat  seine  Eigentumlichkeiten;  bei 
alien  aber  kann,  wenn  der  Ball  rasch  rotierend  durch  die  Luft  ge- 
schleudert  wird,  eine  merkwiirdige  Abweichung  des  Balles  von  seiner 
regelmassigen  Wurfbahn  eintreten.  Wir  beschranken  uns  ina  folgen- 
den  auf  die  Betrachtung  dieses  einen  Phanomens  und  zwar  beim  Golf- 
spiel,  weil  es  bei  cliesem  nicht  nur  leicht  zu  beobachten  ist,  sondern 
hier  auch  seine  vorzuglichste  Beachtung  gefunden  hat,  teilen  aber 
auch  hier  die  Resultate  nur  historisch  mit. 

2  b.  Die  seitliche  Abweichung  eines  Golfballes.  Bei  dem  Golf- 
spiel  kommt  es  u.  a.  darauf  an,  einen  kleinen  Ball  mit  moglichst 
wenig  Schlagen  von  einer  Stelle  nach  einer  bestimmten  andern  zu 
bringen.  Der  Ball  besteht  aus  Guttapercha,  wiegt  ungefahr  40  g 
und  hat  einen  Durchmesser  von  ca.  4,30  cm.  Die  grosste  Schlag- 
weite  erzielt  man  bei  Benutzung  eines  holzernen  Schlagels  von 
ca.  115  cm  Lange  und  400  g  Gewicht. 

Was  nun  im  Besonderen  die  Bahnkurve  betrifft,  so  bieten  sich 
hier  verschiedeue  interessante  Erscheinungen  dar. 

1G)  Vgl.  den  Band  ,,Billiards"  der  Badminton  Library,  London  1896,  p.  208. 

17)  Billiards,  Appendix  I. 

18)  In  der  Figur  p.  35  (Hemming,  Billiards)  ist  die  Reaktion  im  Punkte  N 
(dargestellt-  durch  Tri)  offenbar  grosser  als  im  Punkte  M  (dargestellt  durch  Tni) ; 
es  heisst  aber  auf  p.  38,  dass  in  M  die  Reibungsflache  grosser  als  in  N  ist  und 
die  Reibung  in  M  uberwiegt.    Weiter  aber  ist  nicht  klar,  dass,  wenn  der  ,,Strich" 
in  entgegengese'tzter  Richtung  wie  in  der  Figur  verlauft,  dann  auch  die  Wirkung 
auf  den  Ball  sich  in  die  entgegengesetzte  verkehren  wiirde. 
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Wird  der  Ball  leidlich  gut  getroffen,  so  geht  er  init  einer  Ge- 
schwindigkeit  von  ca.  70  in/sec19)  in  einer  Richtung,  die  ungefahr 
unter  15°  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  ab;  er  erreicht  den  Boden 
nach  einer  Fallzeit  von  ungefahr  6  sec  in  einer  Entfernung  von  un 
gefahr  165  m.  Die  Balm  ist  zuweilen  auf  die  halbe  Entfernung  hiii 
uach  oben  konkav  gekriimmt. 

Wird  der  Ball  nicht  genau  getroffen,  sodass  die  Bewegungsrich- 
tung  des  Schlagels  nicht  in  die  Vertikalebene  durch  die  Normale  ini 
Stosspunkt  fallt,  so  windet  sich  die  Bahn  nach  rechts  oder  links; 
der  Ball  kann  dann  in  einer  Entfernung  von  70  m  von  der  Vertikal 
ebene,  in  der  er  sich  anfanglich  bewegte,  niederfallen.  Die  Ab- 
weichung  erfolgt  nach  rechts  oder  links,  je  nachdem  die  Winkel- 
geschwindigkeit  uni  eine  Vertikalaxe  eine  Bewegung  der  Vorderseite 
des  Balles  nach  rechts  oder  links  bedingt20). 

Alle  diese  Angaben  beziehen  sich  nur  auf  einen  vvindstillen  Tag, 
indem  der  Wind  die  Erscheinungen  wesentlich  beeinflussen  kann. 

2c.  Die  Erklarung  der  seitlichen  Abweichung  des  Golfballes. 
Is.  Netcton**)  kannte  schon  1671  die  Thatsache,  dass  ein  von  einein 
Racket  schrag  getroifener  Tenni shall  eine  gewnndene  Kurve  beschreibt; 
auch  bemerkte  er  eine  Beziehimg  zwischen  der  Ablenkungsrichtung 
und  derjenigen  der  Rotation  des  Balles,  deren  Ursache  er  in  dem  ver- 
schiedenen  Luftdruck  suchte. 

Im  Jahre  1742  sprach  E.  Robins™)  die  Vermutung  aus,  dass  die 
Abweichung  einer  spharischen  Kanonenkugel  durch  die  Rotation  be 
dingt  sei;  seine  1746  in  dieser  Richtung  angestellten  Versuche,  die 
seine  Vermutung  bestatigten,  wurden  aber  erst  1761  publiziert23). 

L.Euler**)  und  S.  D.  Poisson 25)  kannten  Rofem's  erstes  Werk,  das 


19)  Diese  Schatzung  nach  P.G.  Tail,  Kdinb.  Roy.  Soc.  Trans.   19  (1893). 

20)  Wegen    ahnlichcr    Beobachtungcn    l»ei    Kanoncnkugeln    vgl.    C.  Cram, 
Ballistik,  Leipzig  1896,  p.  202—206. 

21)  Isaaci  Neivtoni   Opera    quae    exstant    omnia,    cdiclit  8.  Horsley,    Lond. 
1779/1785,  vol.  4,  p.  297. 

22)  B.  Rohins,  New  principles  of  gunnery,  London  1742;  new  edition  1805. 

23)  B.  Robins,  An  account  of  the  experiments,  relating  to  the  resistance  of 
the  air  exhibited  at  different  times  before  the  Royal  Society   in  the  year  1746, 
veroffentlicht  in  Mathematical  Tracts  of  B.Robins,  London  1761,  1,  p.  200—217. 

24)  L.  Euler  iibersetzte  die  New  principles  von  B.  Robins  ins  Deutsche  und 
fiigte  Noten  bei,  Berlin  1745.    Dieses  Werk  wurde  1783  ins  Franzosische  iibersetzt 
von  J.  L.  Lombard,  Dijon  1783. 

25)  S.  D.  Poisson,  Recherches   sur  le  mouvernent   des  projectiles  dans  1'air, 
Paris  1839. 
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zweite  aber  scheinbar  nicht.  Die  von  ihnen  selbst  gegebene  Erklarung 
kann  nicht  als  zutreffend  gelten. 

G.  Magnus™}  verifizierte  die  Beziehung  zwischen  Abweichung 
und  Rotation  imd  gab  eine  qualitativ  richtige  Theorie27). 

Wollte  man  eine  genaue  matbematisclie  Untersucbung  iiber  die 
Bewegimg  einer  rasch  rotierendeu  Kugel  in  einem  (kompressibelen) 
Gase  anstellen,  so  wtirde  diese  hoffnnngslos  kompliziert.  Jedoch  bat 
in  dem  Falle  der  Bewegimg  eines  Cylinders  durcb  eine  ideale  Fliissig- 
keit,  die  nm  ihn  herum  zirkuliert,  Lord  Rayleigli™}  die  Losung  ge- 
geben,  die  dann  A.  G.  Grecnliill 29)  weiter  entwickelte. 

Speziell  die  Bewegung  des  Golfballes  wurde  von  P.  G.  Tait  stu- 
diert.  In  eiuer  ersteri  Abhandlung30)  erhalt  er  unter  der  Annahme, 
dass  die  die  Abweichung  bedingende  Kraft  dem  Produkte  aus  Winkel- 
und  Lineargeschwindigkeit  proportional  sei,  eine  angenaherte  Gleichung 
der  Bahnkurve.  Er  zeigt,  dass  beim  Schlagen  des  Balles  diesem  ein 
starker  .,underspin"  gegeben  wird,  der  eine  aufwarts  treibende  Kraft 
bedingt,  die  ihrerseits  stark  genug  ist,  die  Balm  nach  oben  konkav 
zu  kriimmen,  jedenfalls  aber  die  Wurfweite  bedeutend  zn  vergrossern. 

Tait  berechnet  unter  Zugrundelegung  der  gewohnlichen  Luft- 
widerstandsgesetze31),  dass  die  Wnrfweite  eiues  Balles,  der  ohne  Ro 
tation  unter  sonst  gleichen  Umstanden  geworfen  wird;  ungefahr  115  m 
bei  einer  Flugzeit  von  3,10  sec.  sein  wtirde.  Somit  vergrossert  die 
Rotation  die  Wurfweite  im  Verhaltnis  33  :  23  und  verdoppelt  fast 
die  Flugzeit,  Ferner  liegt  der  hochste  Punkt  der  Flugbahn  (bei  den 
mit  Rotation  geworfenen  Ballen)  urn  3/4  der  Wurfweite  vom  Aus- 
gangspunkte  entfernt,  wahrend  er  bei  den  ohne  Rotation  geworfenen 
Ballen  ungefahr  uur  um  %  der  Wurfweite  entfernt  liegen  wurde. 
Um  eine  Wurfweite  von  165  m  ohne  Rotation  des  Balles  zu  erzielen, 
miisste  die  Anfarigsgeschwindigkeit  ungefahr  im  Verhiiltnis  5  :  3  ver 
grossert  werden,  wahreud  die  Flugzeit  nur  4  sec.  betragen  wurde. 

In  einer  zweiten  Abhandluug  erhalt  Tait32}  eine  bessere  An- 
naherung  fiir  die  Flugbahn  und  zeigt,  dass  fur  geniigend  grossen 
jjimderspin"  die  Bahn  in  der  Nahe  des  Anfangs-  und  Endpunktes 


26)  G.  Maynut,  Bed.  Abli.  1852,  p.  1  =  Ann.  Phys.  Chem.  88  (1853),  p.  1. 

27)  Wegen  ausfiihrlicherer  historischer  Nacbweise,  insb.  aucb  weiteren  Er- 
klarungsversuclien  vgl.  das  Referat  viber  ,,Ballistiku  (IV  18,  Nr.  3,  Cram). 

28)  Lord  Rayleigli,  Mess,  of  math.  7  (1877),  p.  14, 

29)  A.  G.  Greenhill,  Mess,  of  math.  9  (1878),  p.  113—117. 

30)  P.  G.  Tait,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  17  (1893). 

31)  Vgl.  hieriiber  IV  18,  Nr.  1  (Cranz). 

32)  P.  G.  Tait,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  19  (1898). 
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konkav  nach  oben  gekrummt  ist.  Unter  giinstigen  Bedingungen  kann 
der  dazwischen  liegende  Teil  in  eine  nach  oben  gerichtete  Spitze 
iibergehen,  ein  Fall,  der  durch  das  Experiment  thatsachlich  realisiert 
werden  kann. 

3.   Der  Bumerang. 

3  a.  Einleitende  Bemerkung.  Es  ist  iiusserst  schwer,  genaue  und 
zuverlassige  Daten  iiber  die  aussergewohnlichen  Wirkungen  zu  er- 
halten,  die  die  Eingeborenen  Australiens  mit  dem  Bumerang  erzielen. 
Aber  man  darf  wohl  als  sicher  annehmen,  dass  ein  geschickter  Schleu- 
derer  den  Bumerang  so  werfen  kanu,  dass  er  90  m  iiacb  vorn  fliegt, 
sich  dann  in  spiralformiger  Bahn  bis  zu  45  m  Hohe  erhebt  und  dann 
allinahlich  wieder  herabfallt,  nachdem  er  ungefahr  funf  Kreise 
oder  Schleifen  wahrend  des  Fluges  beschrieben  hat.  Eine  nahere 
Beschreibung  eines  solchen  Wurfes  findet  sich  bei  A.  W.  Hoivitt33), 
wo  auch  mehrere  Bahntypen  mitgeteilt  werdeu.  Fiir  die  von  den 
Eingeborenen  benutzten  Bumerangs  sei  auf  dieWerke  von  B.B.  Smyth3*), 
B.  Spencer  und  F.  J.  Gillcnzy},  sowie  von  6'.  lAimlwltz™}  verwiesen. 

Mit  modernen  Mitteln  ist  es  nicht  schwer,  Bumerangs  zu  ver- 
fertigen  (aus  Eschenholz,  das  man  im  Wasserdampf  biegt),  die  viel 
leichter  zu  werfen  sind,  als  die  der  Eingeborenen. 
Ein  derartiges  Gerat  ist  in  Fig.  1  und  2  abgebildet. 
Die  Begrenzungskurven  ahneln  im  allgemeinen  Hy- 
perbelbogen  und  messen  ca.  80  cm  in  der  Lange. 
In  der  Mitte  (Fig.  2)  sind  die  Dimensionen  des 
Querschnitts  am  grossten;  hier  ist  die  Breite  un 
gefahr  6,5  cm,  die  Dicke  1  cm;  gegen  die  Enden 
hin  werden  die  Dimensionen  kleiner.  Ein  beliebiger 
Querschnitt  zeigt,  dass  die  eine  Seitenflache  star 
ker  gekrummt  ist  als  die  andere  und  dass  die 
Enden  gegeneinander  etwas  verdreht  sind  (wie 
etwa  Fliigel  einer  Schiffsschraube  oder  einer  Wind- 
miihle).  Dabei  ist  der  Bumerang  so  verdreht, 
dass  er  bei  Parallelstellung  mit  einer  Uhr  und 
Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  sich  in  Richtung 
der  auf  der  Riickseite  der  Uhr  errichteten  Normalen 

33)  A.  W.  Howitt,  Nature  14  (1876),  p.  248  u.  15  (1877),  p.  312. 

34)  R.S.Smyth,  The  Aborigines   of  Victoria,  1,    Melbourne  1878,    p.  311 

—318. 

35)  B.  Spencer  und  F.J.Gillen,  The   native    tribes    of   Central   Australia, 

London  189U,  p.  595—602. 

36)  C.  Lumholtz,  Among  Cannibals,  London  1880,  p.  50. 
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zu  bewegen  hestrebt  ist.    Die  beiclen  genaniiteii  Symmetrieabweicliungen 
sollen  iin  folgenden  knrz  als  Wollimg  und  Verdreltung  bezeichnet  werden. 

Der  Bumerang  wird  derart  in 
horizontaler  Richtung  geworfen,  dass 
ihm  eine  bedeutende  Rotation  in  der- 
jenigen  Vertikalebene  erteilt  wird,  die 
seine  ursprungliche  Bewegungsrich- 
tung  enthalt.  Dabei  ist  die  starker 

D 

gewolbte    Flacbe    nacb.    dem     recht- 
liandigen    Werfer    zugekehrt. 

Fig.  3    und  4    geben    die    Hori 
zontal-    und    Vertikalprojektion     der 
einfachsten  Flugbahn.    Hierbei  ist  die 
liichtung    der   Rotationsaxe    dadurch 
angedeutet,     dass     in     verschiedenen 
Abstanden  die  Projektionen  einer  kon- 
stanteu  L'ange,  die  in  Richtung  jener 
Axe    liegt,     eingezeichnet    sind.      Fig.  5 
und  6  sowie  7  und   8  geben  die  gleichen 
Ansichten  von  etwas  komplizierteren  Balin- 
typen.     (Der  Massstab  ist  1  :  1000). 


Fig.  5  u.  6 
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3b.  Der  Luftwiderstand.  Experimeute37)  zeigen,  dass  ein  diinnes 
Brett,  welches  durch  ruhende  Luft  mit  der  Ge.schwindigkeit  v  und 
unter  einem  Winkel  cc  gegen  seine  Ebene  vorwarts  bewegt  wird, 
einen  Normaldruck  erfahrt,  der  im  Mittel  fiir  die  Flacheneinheit  A.vf'K 
ist  A  ist  eiue  Konstante,  die  von  der  Gestalt  der  Brettes  abhangt, 
p.  eine  Zahl,  die  man  oft  gleich  2  angeuommen  hat.  Aus  den  der 
Abhandlung  von  S.  P.  Langley  beigegebenen  Tafeln  (XII  und  XIV)  ent- 
nimmt  man  die  Werte  (u  =3,  3  resp.  =2,  (5.  Im  iibrigen  vgl.  hierzu 
IV  19,  Nr.  5  (Finsterwalder). 

Das  Druckzentrum  fallt  nicht  in  den  Mittelpunkt  des  Brettes, 
sondern  in  einen  Punkt,  der  ungefahr  um  l/6  der  Lange  des  Brettes  von 
ihm  entferut  ist.  Man  kann  dies  auch  so  ausdriicken,  dass  ausser  der 
auf  die  Flacheneinheit  wirkenden  und  im  Mittelpunkt  des  Brettes  an- 
greifenden  Kraft  Av"«  ein  Kraftepaar  um  den  Mittelpunkt  wirkt, 
dessen  Grosse  fiir  die  Flacheneinheit  gleich  xv*a  ist.  Hier  ist  x  pro 
portional  der  Lange  des  Brettes  und  hiingt  im  iibrigen  von  dessen 
Gestalt  ab. 

3e.  Die  Bewegung  des  Bumerangs:  Vereinfachende  Voraus- 
setzungen.  Wir  nehmen  nun  im  folgenden  den  Bumerang,  ohno  ihii 
im  iibrigen  hinsichtlich  seiner  ,,Wolbung"  und 
,,Verdrebung"  zu  andern,  unendlich  diinn  an. 
Der  Anfangspunkt  des  im  Kb'rper  festen  Be- 
zugssysteras  liege  im  Schwerpuiikt  0,  die  Axe 
1  falle  mit  der  Symmetrieaxse  zusammen,  die 
Axe  2  stehe  auf  dieser  senkrecht  und  die  Axe  3 
'  senkrecht  auf  der  Ebene,  welche  auf  der  kon- 
vexen  Seite  gewahlt  die  beiden  Enden  des  Bume 
rangs  enthalt  (Fig.  9).  Ist  weiter  der  Kriim- 
niungsradius  eines  Querschnittes,  der  z.  B.  durch 
eine  zu  der  Axe  3  parallelen  Ebene  durch  ER' 
gebildet  wird,  gleich  (>,  und  der  Winkel,  durch 
den  dieser  Querschnitt  um  die  Tangente  PT  ge- 

dreht  ist,  gleich  y  (wo  y  die  Ordinate  PN  von  P),  so  kann  man 
I/Q  und  1/r  als  Mass  fiir  die  ,,W6lbung"  und  ,,Verdrehung"  ansehen. 
Die  Komponenten  der  Linear-  und  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnen 
wir  durch  (u,  v,  tv)  und  (<n1}  w2,  C33). 

Daneben  brauchen  wir  im  folgenden  auch  ein  Axensystem, 
dessen  Axe  OZ  mit  der  Axe  3  zusammenfallt  und  dessen  Axe  OX 

37)  S.  P.  Langley,  Experiments  in  Aerodynamics,  Smiths.  Contrib.  to  Know 
ledge,  Washington  1891. 
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die  Projektion  der  Fortschreitungsrichtmig  von  0  auf  die  Ebene  102 
ist.  Die  entsprechenden  Geschwindigkeitskomponenten  seien  jetzt  (U, 
o,  w)  und  (&!,  &2>  os). 

Wir  betrachten  nunmehr  in  den  Numrnern  3d  und  3e  zunachst 
denjenigen  Teil  der  Flugbahn,  wo  diese  nahezu  horizontal  ist:  w/U 
wird  hier  mit  1/10,  5ix  und  i\  mit  o3/50  vergieichbar.  Uber  die 
zusammengesetzte  schleifenformige  Bahn  des  Bumerangs  vgl.  dann 
Nr.  3f. 

3d.  Fortsetzung:  Qualitative  Theorie.  E.  0.  Erdmann3*)  fand, 
dass  die  ,,Verdrehung"  die  Existenz  eines  negativen  Kraftepaares  um 
die  Axe  OX  und  einer  positiven  Kraft  in  Richtung  von  OZ  bedingt. 
E.  Gerlacti™}  zeigte  dann  weiter,  dass  auf  einen  vollkommen  flachen 
Bumerang  bei  negativem  w  eine  positive  Kraft  parallel  OZ  und  ein 
negatives  Kraftepaar  je  um  0  Y  und  OX  wirken. 

Es  treten  aber  noch  andere  als  diese  genannten  Krafte  und 
Kraftepaare  auf.  Zudem  sind  die  unbekannten  Grossen  £11}  ii2,  w, 
wie  sich  unten  (Nr.  3e)  zeigt,  durch  drei  Bewegungsgleichungen  ge- 
geben,  deren  Losung  wesentlich  von  den  Konstanten  des  Bumerangs 
abhangt.  Es  ergiebt  sich  namlich,  dass,  so  lange  man  liber  deren 
Grossenordnung  keine  ungefahre  Vorstellung  hat,  es  wegen  ihres  zuin 
Teil  antagonistischen  Charakters  unmoglich  ist,  selbst  das  Vorzeichen 
des  Resultats  richtig  zu  bestimmen.  Man  muss  daher,  um  auch  nur 
qualitativ  richtige  Resultate  zu  erhalten,  zu  Methoden  greifen,  die, 
wenn  auch  keine  exakte,  doch  bis  zu  einem  gewissen  Grade  eine 
quantitativ  richtige  Untersuchung  gestatten. 

3e.  Portsetzung:  Quantitative  Theorie;  Vergleich  mit  den  Be- 
obachtungen.  W.  Stille*®)  hat  den  Versuch  gemacht,  den  einfachsten 
Fall  des  nichtzuruckkehrenden  Bumerangs,  der  annaherud  eine  gerade 
Linie  beschreibt,  analytisch  zu  untersuchen.  Er  legt  aber  ein  falsches 
Luftwiderstandsgesetz  zugrunde  und  lasst  so  viele  fiir  das  Problem 
wichtige  Faktoren  ausser  Acht,  dass  seine  Untersuchung  nicht  als 
ausreichend  gelteu  kann. 

6r.  T.  Walker*1)  erstrebt  nur  eine  erste  Annaherung:  Grossen 
von  der  Ordnung  1/10  werden  als  klein  betrachtet  und  ihre  Quadrate 
vernachlassigt.  Der  Flug  wird  als  Fall  der  cyklischen  Bewegung 


38)  E.  O.  Erdmann,  Ann.  Phys.  Chem.  137  (1869),  p.  7. 

39)  E.  Gerlacli,  Zeitschr.  d.  Ver.  z.  Ford.  d.  Luftschifftalii-t.    188C    (Heft  3), 
p.  3,  a  mid  7. 

40)  W.  Stille,  Ann.  Phys.  Chem.  147  (1872),  p.  1—21. 

41)  G.  T.  Walker,  Loud.  Phil.  Trans.  190  (1897),  p.  23—41. 
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angesehen,  deren  Parameter  langsam  variieren.  In  dein  ersten  Teil 
der  Bewegung  1st  U  nahezu  horizontal  und  kann  als  konstant  an 
gesehen  werden.  Aus  der  dritten  der  Euler'schen  Gleichungen42) 
folgt  dann  unter  Vernachlassigung  der  Quadrate 

to3  =  constans  =  n. 

Da  der  Korper  dihm  1st,  werden  die  beiden  anderea  Euler'schen  Glei- 
chungen 

.  /dw.     . 

A(-dt  '+» 


wo  F  und  G  die   von    dem    Luftdruck    hervorgerufenen    Kraftepaare 
um  die  Axen  1  und  2  sind. 

Wird  die  Bewegung  auf   die    Axen    OX,   OY,   OZ   bezogen,  so 
f'olgen  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form: 


(1) 

dw 


P, 


f/&2  —  -72  —  ()  COS  0 , 


wo  P,  Q,  E  -  -  vom  Luftdruck  bedingt  -     die  Form 

Al  -f-  Bl  sin  nt  -f-  C\  cos  nt  -f-  •  •  •  +  G  cos  3nt 

haben  (Ai}  Bl}  .  .  .  sind  aus  den  Daten  des  Problems  bekannte  Koeffi- 
zienten),  und  0  der  Winkel  der  Rotationsaxe  gegen  die  Vertikale  ist. 
Die  Losungen43)  fiir  Q^  ^2;  w  werden  unendliche  (konvergente) 
Reihen  von  der  Form: 

Ki  ~\~  Pi  s^n  nt  ~h  Y\  cos  nt  -{-•••, 
a.2  -f-  /32  sin  nt  -f-  y2  cos  nt  -j-  •  •  • , 
«3  -f-  /33  sin  n  t  -\-  ys  cos  n  t  -(-•••. 

Die  nichtperiodischen  Terme  sind  hier  notig,  um  eine  cyklische  Be 
wegung  zu  erhalten,  um  die  kleine  (durch  /?,  ?,  .  .  .  angedeutete) 
Oscillationen  statthaben. 

Die  Koeffizienten  a,  ft,  y,  .  .  .  erhlilt  man,  indern  man  in  den 
Gleichungen  (1)  die  konstanten  Terme  und  Koeffizienten  von  sin  nt, 
co&nt,  sin  2nt,  .  .  .  fur  sich  betrachtet:  eine  Vergleichung  der  mime- 
rischen  Werte  zeigt,  dass  ft,  yy  .  .  .  klein  gegen  a  sind. 

42)  ibid.,  p.  31.  43)  ibid.,  p.  34. 
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Das  erste  Glied  in  P  hat  die  Form: 

ace.  +  7>a.,  -4-  c««  -j 1 , 

Q        T 

mid  ahnlich  fiir  Q,  II  (fur  Jt  isfc  aber  r/  =  0).  Daraus  folgt,  dass 
die  nichtperiodischen  Terme  von  i\,  .Ji2,  tv  durch  folgende  drei  Glei- 
chimgen  gegeben  sind: 


-  (2w  -f  «s 


if/  COS 


Als  Stabilitatsbedingung  findet  Walker**'),  dass  die  Determinunte 


*/  /v\ rf*  /»  y> 

(JL\  — —  f  i  £y  —  £ 

1  *>  Oi 

positiv  sein  muss.  Das  Eiusetzeu  numerischer  Werte  giebt  als  Stabi 
litatsbedingung  n  >  20  -  -  wenn  der  Winkel  zwischen  den  Enden  des 
Bumerangs  120°  ist.  Ist  dieser  Wiiikel  gleich  90°,  so  tritt  Stabilitat 
fiir  eine  Winkelgeschwiudigkeit  em,  die  grosser  als  22  ist. 

Das  Experiment  gab  als  kritische  Geschwindigkeit  in  beiden 
Fallen  20  resp.  14,  sodass  die  Approximation  in  anbetracht  des 
rohen  Ansatzes  gut  genug  ist. 

Fiir  die  Werte  V=  2000,  n  =  50,  j<[7=  5,  AT/2  =  5,  2 a  =  90° 
geben  die  Gleichungen  (2)  folgende  Werte  fur  die  Geschwindigkeiten: 


(3) 


2-8 

Q 
1-2 


i 


1200 


+  0,4  cos  6, 
—  3,2  cos  e, 


w 


240 
Q 


215000 


790  cos  6 . 


Die  Werte   von   Q   und  r   sind    in    der   Praxis   rnit   20  und   800  ver- 
gleichbar. 

Experimente  nun,  die  mit  einer  grossen  Zahl  von  Bumerangs 
der  verschiedensten  Form  und  Grosse  ausgefiihrt  wurden,  zeigten,  dass 
die  Ausdriicke  (3)  fiir  &\,  &2,  w  im  grossen  und  ganzen  hinreichend 
genau  sind.  ,,Windet  sicli  /.  B.  der  Bumerang  nicht  scbarf  genug 
nach  links  (d.  h.  ist  i>\  wohl  negativ,  aber  absolut  genommen  nicht 


44)  ibid.,  p.  35. 
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gross  genug),  so  zeigt  sich,  dass  ein  Steigern  der  ,,Verdrehung" 
(d.  h.  eine  Verkleinerung  von  T)  den  gewunschten  Eftekt  hervorruft, 
Eine  weitere  Folge  ist  das  Anwachsen  von  $\,  womit  eine  Tendenz 
des  Bumeraugs  zum  Sichiiberschlagen  verbunden  ist.  Dieses  kann 
durch  starkere  Wolbung  der  einen  Flache  gegeniiber  der  andern  ver- 
mieden  werden,  d.  h.  eine  Verkleinerung  von  Q  ruft  eine  Verkleine 
rung  von  Rv  hervor"45). 

Neuere   Beobachtungen   mit   einer  Rotationsgeschwindigkeit    von 
ungefiihr  30  fiihrten   Walker  auf  folgende  Gleichungen: 


(4) 

_  ™  _  07  Cos 

Q  * 

Es  zeigt  sich,  dass  der  erste  Term  von  5^  der  eiuzige  Term  in  (3) 
ist,  der  nicht  mit  dem  experimentellen  Ergebnis  (4)  ubereinstimmt, 
Aber  auch  bei  einigen  der  ausgefiihrten  Wurfversuche  schien  dieser 
Term  positiv  zu  sein.  Danebeu  ist  aber  auch  zu  bedenken,  dass  der 
theoretische  Wert  als  die  Differenz  zweier  Terme  erscheint,  sodass  das 
Zeichen  von  den  Daten  des  Problems  abhaugt.  So  ist  fur  A  f72  =  5, 

XU=  10,  n  =  100  der  theoretische  Wert  von  &2  gleich  -  -  1/150 , 

wo  die  Diskrepanz  im  Vorzeichen  verschwunden  ist.  Diese  Schwierig- 
keit  lasst  also  eine  grossere  Approximation  als  notig  erscheinen. 

Der  theoretische  Wert  von  w,  der  einem  Winkel  0  ==  75°  ent- 
spricht,  ist  ungefahr  -  -  450.  Experimentelle  Bestimmungen  sind  hier 
schwer  zu  machen,  doch  scheint  der  Wert  --  200  nicht  weit  von 
dem  thatsachlichen  zu  liegen. 

3f.  Die  zusammengesetzte  schleifenformige  Bahn  des  Bumerangs. 
Die  bisherige  Analyse  ist  nur  anwendbar,  so  lange  die  Translations- 
geschwindigkeit  betrachtlich  ist.  Wird  diese  klein,  so  wird  der  Ping 
dadurch  wesentlich  beeinflusst,  dass  der  Bewegungswiderstaud  unter 
rechtem  Winkel  gegen  die  Ebene  X  0  Y  des  Bumerangs  grosser  ist 
als  in  der  Ebene  selbst.  Hat  sich  der  Bumerang  nach  oben  bewegt 
und  stirbt  die  Vorwartsgeschwindigkeit  aus,  wahrend  die  Ebene  XOY 
in  bestimmter  Richtung  nach  unten  geneigt  ist,  so  erfolgt  in  dieser 
Richtung  ein  Absteigen  lungs  einer  Schleife.  Die  Bewegung  erfolgt 
bis  zum  Aufhoren  der  Vorwartsgeschwindigkeit  wieder  nach  den 
Gleichungen  (1)  voriger  Nr.  Danu  kommt  wieder  eine  Schleife  und  so 
geht  die  Bewegung  fort,  bis  der  Erdboden  erreicht  ist,  d.  h.  also,  dass 
das  Charakteristische  der  Bewegung  des  Bumerangs  in  dem  in  den 

45)  G.  T.  Walker,  Loml.  Phil.  Trans.  190  (1897),  p.  37. 
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Nr.  3c — 3e  behandelten,  in  der  Hauptsache  horizontalen  Teile  der 
Flugbahn  liegt,  indern  die  interessanten  Schleifenwege  ihre  Erklarung 
durch  eine  Aneinanderreihung  mehrerer  solcher  horizontaler  Bahnen 
finden. 

3g.  Nichtzuriickkehrender  Bumerang.  G.  T.  Walker  hat  seine 
Theorie  auch  auf  den  nichtzuriickkehrenden  Bumerang  angewendet46). 
Bei  diesen  erfolgt  das  Zielen  nnd  Werfen  genau  in  gleicher  Weise  wie 
bei  den  Aeroplanen.  Die  Rotationsebene  muss  nahezu  horizontal 
(etwas  nach  oben  gerichtet)  und  die  Bahnkurve  eben  sein.  Die 
Wirkung  der  Schwere  wird  durch  den  aufwarts  wirkenden  Luft- 

O 

widerstand  (auf  die  Unterflache)  anfgehoben.  Die  Bahnkurve  ist  dann 
nahezu  eine  gerade  Lime. 

Die  Kleinheit  von  ^  und  &1.2  bei  kleinem  6  wird  in  der  Praxis 
dadurch  erreicht7  dass  man  den  Winkel  des  Bnmerang  sehr  stumpf 
inaeht  und  dieseni  selber  eine  starke  Wolbung  bei  einer  kleinen  nega- 
tiven  Verdrehung  giebt.  Er  wird  mit  der  gewolbten  Seite  nach  oben 
etwas  aufwarts  geworfen  (6  ist  anfangs  vergleichbar  mit  30°).  Besondere 
Aufmerksamkeit  ist  erforderlich,  dass  der  Bumerang  nicht  eher  zur 
Erde  fallt,  als  bis  seine  Vorwartsgeschwindigkeit  beinahe  Null  ge- 
worden  ist.  G.  T.  Waller  warf  einen  derartigen  von  ihm  selbst  ver- 
fertigten  Bumerang,  der  280  g  wog,  167  m  weit  -  -  einen  Cricket- 
ball  von  160  g  wirft  er  64  m  weit.  Man  kann  den  Bumerang  90  m 
weit  werfen,  ohne  dass  er  sich  mehr  als  5  m  fiber  den  Boden  erhebt. 
Ein  kraftiger  Werfer,  der  einen  Cricketball  100  m  weit  wirft,  wiirde 
einen  solchen  Bumerang  bis  zu  260  m  Entfernung  schleudern  konnen. 

Ubrigens  kann  auch  ein  derartiger  Bumerang  wieder  zuriick- 
kehren,  wenn  er  nur  bei  einem  Winkel  6  =  60°  unter  45°  aufwarts 
geworfen  wird.  Die  in  die  Hohe  gehende  Bahn  ist  nahezu  eine 
Gerade,  auf  der  dann  auch  der  Bumeraug  mit  grosser  Annaherung 
zuriickkommt. 

4.   Das  Fahrrad. 

4  a,  Allgemeine  Grundlagen.  Die  Prinzipien,  auf  denen  die  Be- 
wegung  sowohl  des  alten  Velocipedes  als  des  modernen  Fahrrades 
(Zweirades)  beruht,  wurden  zuerst  von  W.  J.  M.  Eankine4-1}  aufgedeckt. 
Da  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  eines  Systems  von  Korpern  durch 
die  gegenseitige  Wirkung  der  Teile  aufeinander  nicht  beeinflusst  wird, 
so  kann  der  Radfahrer  nicht  direkt  die  Schwerpunktsbewegung  des 


46)  G.  T.  Walker,  T.ond.  Phil.  Proc.  190  (1897),  p.  38,  39. 

47)  W.  J.  M.  Eankine,  Engineer  1869. 

Kncyklop.  d.  math.  Wiasensoli.     IV  1,  IT.  10 


146  IV  9.    G.  T.  Walker.     Spiel  und  Sport. 

aus  clem  Fahrrad  und  ihm  selber  bestehenden  Systems  andern,  sei  es 
nun  dass  er  eine  andere  Lage  annimmt  oder  auch  eine  Kraft  aus- 
zuiiben  beiniiht  ist.  Alles  was  der  Radfahrer  in  dieser  Hinsicht  thun 
kann,  ist,  dass  er  die  Umstande  derart  zu  variieren  bestrebt  ist,  dass 
von  aussen  her  Krafte  auf  das  Rad  ausgeiibt  werden  -  -  etwa  dureh 
Reibung  der  Riider  auf  dem  Erdboden  u.  s.  w. 

Wir  nehmen  an,  dass  der  Radfahrer  mit  gleichformiger  Geschwin- 
digkeit  auf  einer  Kreisbahn  fahre.  Die  Gesamtmasse  (bestehend  aus 
Fahrer  und  Rad)  sei  m,  r  der  Radius  des  von  dem  gemeinsamen 
Schwerpunkte  (>  beschriebenen  Kreises,  v  die  Geschwindigkeit  von  C 
und  6  der  Winkel,  den  die  Ebene  durch  C  und  die  beiden  Beriih- 
rungspunkte  P  und  P'  der  Rjider  mit  dem  Erdboden  mit  der  Vertikal- 
ebene  einschliesst.  Die  Besehleunigung  von  0  in  horizontaler  Rich- 
turig  ist  — ,  die  Krafte,  welche  auf  das  System  in  P,  P'  wirken, 
miissen  daher  in  ihrer  Gesamtwirkung  gleich  der  Vertikalkomponente 
R  =  mg  und  der  Horizontalkomponente  F  =  '  in  Richtung  des 

nach  innen  genorainenen  Radius  des  von  C  beschriebenen  Kreises  sein. 
Ziehen  wir  weiter  den  Flachensatz  heran,  so  ist  unter  Vernach- 
lassigung  der  Drehmomente  der  rotierenden  Teile  des  Systems  um 
die  Tangente  der  Kreisbahn  C,  die  zeitliche  Anderung  des  Dreh- 
raomentes  um  diese  Tangente  gleich  Null,  d.  1).  wir  erhalten  als  an- 
geniiherte  Gleichnngen: 

F  cos  0  —  E  sin  0  =  0 
oder 

tg  e  =  "2  • 

ry 

Die  Relation  wurde  von  Rankinc  und  C.  Boitrlet  nicht  ganz  zutreffender 
Weise  auch  auf  Falle  iibertragen,  in  denen  die  Neigung  0  sich  wahrend 
der  Bewegung  andert. 

Ist  die  beschriebene  Bahnkurve  sinusartig,  so  zeigt  ein  Blick  auf 
die  Gleichung  (1)  in  Nr.  4d,  dass  eine  kompliziertere  Theorie  notig 
wird.  Das  Wesentliche  ist,  dass  durch  ein  Drehen  des  Vorderrades 
nach  rechts  der  ebenfalls  nach  rechts  sich  neigende  Radfahrer  die 
Stiitzpunkte  des  Fahrrades  mehr  unter  sich  bringt  und  so  eine  ,,Centri- 
fugalkraft"  hervorruft,  die  das  Rad  in  die  vertikale  Lage  zuriick- 
zudrangen  sucht. 

4b.  Die  Theorie  des  modernen  Zweirades.  Einleitung.  Leider 
sind  hier  die  Bedingungen  des  Problems  hochst  unbestimmt.  Man 
kennt  weder  den  Luftwiderstand  und  den  Reibungswiderstand  der 
Luftreifen  gegen  den  Erdboden  genau,  noch  auch  vermag  man  das 
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Drehen    der    Lenkstange,    den    Druck    auf    die    Pedale,    die    Korper- 
bewegung   des  Radfahrers  —  von  der  das  Gleichgewicht  abhangt  - 
wegen   ihres  komplizierten  Charakters  richtig  in  Ansatz  zu  bringen. 

Bei  den  modernen  Sicherheitsfahrradern  ist  die  Yordergabel  in 
der  Art  gekriimmt,  dass  die  verlangerte  Steuerungsaxe  (um  die 
diese  Gabel  sowie  die  Lenkstange  drehbar  sind)  unter  dem  Mittel- 
punkt  des  Vorderrades  fortgehend  den  Erdboden  vor  dem  Unter- 
stiitzungspunkt  P  des  Rades  trifft. 

4:C.  Fortsetzung:  Freihandiges  Fahren.  Wir  nehmen  an;  dass 
der  Radfahrer  gerade  aus  auf  rechts  geneigtem  Rade  freihandig  fahrt. 
Die  Vertikalkomponente  der  Kraft,  welche  am  Vorderrade  in  P  wirkt, 
biegt  -  da  P  hinter  der  Steuerungsaxe  liegt  das  Vorderrad 

nach  rechts  hiniiber.  Eine  gleiche  Wirkung  hat  das  Gewicht  des 
Rades,  da  der  Mittelpunkt  desselben  vor  der  Steuerungsaxe  liegt48). 
Auf  diese  Weise  wird  das  Hiniiberfallen  nach  rechts  automatisch 
ausgeglichen.  Dann  drangt  die  ,,Centripetalkraft"  in  P  (d.  h.  die  der 
dort  wachgerufenen  Centrifugalkraft  entgegengesetzte  Reaktion)  diesen 
Punkt  nach  rechts  und  sucht  das  Vorderrad  wieder  in  eine  Ebene  mit 
dem  Hinterrade  zu  stellen.  Ist  die  urspriingliche  Neigung  nach  rechts 
hiniiber  betrachtlich,  so  kann  das  Ausgleichen  zu  stark  werden,  sodass 
sich  das  Fahrrad  nach  links  legt.  Unter  giinstigen  Bedingungen  kanu 
dann  das  Vorderrad  sich  wieder  nach  rechts  neigen,  sodass  Oscillationen 
stattfinden,  die  je  nach  der  Stabilitat  oder  Instabilitat  der  Bewegung 
ab-  oder  zunehmen. 

Das  Radfahren  wird  bis  zu  einem  gewissen  Grade  auch  dadurch 
erleichtert,  dass  beim  TJberneigen  des  Fahrrades  nach  einer  Seite  das 
gyroskopische  Kraftepaar,  welches  auf  das  Vorderrad  wirkt,  jenes 
nach  dieser  Seite  zu  ziehen  und  so  das  Gleichgewicht  des  Fahrers 
wiederherzustellen  sucht. 

F.  J.  W.  Whipple^  hat  die  Stabilitat  der  Bewegung  eines  Fahr 
rades  unter  der  Bedingung  untersucht,  dass  der  Korper  des  Rad 
fahrers  als  starr  gilt  und  keine  beweglichen  Teile  des  Rades  beriihrt. 
Er  vernachlassigt  weiter  die  Luftreibung  und  alle  in  den  Beriihrungs- 
punkten  P}  P'  der  Racier  mit  dem  Erdboden  infolge  von  Rollen  oder 
Drehen  auftretenden  Kraftepaare.  Alle  anderen  Faktoren  aber  finden 
eingehende  Berucksichtigung,  wobei  denn  W  hippie  findet,  dass  die 

48)  Ein  Fahrrad  mit  gerader  Vordergabel  lasst  sich  leicht  freihandig  fahren, 
vgl.  C.  Bourlet,  Nouveau  traite,  p.  87 — 107  und  A.  Sharp,  Bicycles  and  tricycles, 
p.  227—232. 

49)  F.  J.  W.  Whipplc,  Quart.  J.  of  math.  30  (1899),  p.  312—348. 

10* 
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Stabilitat  von  einer  Gleichung  4.  Grades  abhangt50).  In  deni  speziellen 
Falle,  in  dem  er  die  Rechnung  durchgefiihrt  hat,  zeigt  sich,  dass 
die  Bewegung  instabil  war  fur  eine  Geschwindigkeit  kleiner  als 
16,60  km/Std.,  stabil  fiir  die  Geschwindigkeiten  zwischen  16,60 
und  19,6  km/Std.  mid  wieder  instabii  fiir  grossere  Geschwindigkeiten. 

Dieses  Resultat  erscheint  auf  den  ersten  Blick  paradox  und  im 
Widerspruch  uiit  der  gewohnlichen  Erfalirung,  nach  der  das  Frei- 
handigfahren  uni  so  leicliter  ist,  je  grosser  die  Geschwindigkeit  ist. 
Aber  es  ist  zu  bedenken,  dass  unsere  gewohnlichen  Auffassungen  von 
der  durch  Rotation  hervorgerufenen  Stabilitat  durch  die  Beobachtung 
von  verhaltnismassig  einfachen  Bewegungsfiillen  bedingt  sind  und  dass 
es  dynamisch  durchaus  nichts  Unmogliches  ist,  wenn  bei  einem  so 
komplizierten  Ban,  wie  es  ein  Fahrrad  ist,  bei  hohen  Geschwindig 
keiten  Instabilitat  eintritt.  Und  wemi  es  leicht  ist,  bei  einer  Ge 
schwindigkeit  von  30  km/Std.  40  bis  50  m  weit,  ohne  die  Hande  und 
Fiisse  zu  gebrauchen,  zu  fahren,  so  steht  dies  mit  WMpplc's  Angaben 
durchaus  nicht  in  Widerspruch.  Auf  p.  333  sagt  er,  dass  bei  einer 
Geschwindigkeit  von  36  km/Std.  und  kleiner  Neigung  tp  des  Fahr- 
rades  diese  erst  nach  20  Uindrehungen  der  Pedale  (d.  h.  ungefahr 
nach  Zuriicklegung  von  110  m)  auf  ecp  anwachsen  wird.  Eine  so 
geringe  Neigung  zum  Fallen  aber  wird  ganz  unbeabsichtigt  durch 
eine  kaum  bemerkbare  Korperbewegung  des  Fahrers  aufgehoben. 

Die  Erfahrung  iibrigens  lehrt,  dass  beim  Gebrauch  der  Beine 
die  oscillatorische  Bewegung  derselben  erzwungene  Schwiiigimgen 
hervorruft,  deren  Grosse  von  der  Geschicklichkeit  des  Radfahrers 
abhangt. 

4d.  Fortsetzung:  Das  Lenken  des  Fahrrades.  Bildet  man  die 
Drehmomente  fiir  die  Verbindungslinie  PP'  der  Beriihrungspunkte  P 
und  P'  der  beiden  Rader  mit  dem  Erdboden,  so  erhalt  man  eine 
Gleichung,  welche  die  Neigung  6  des  Hintergestells  gegen  die  Ver- 
tikale  mit  dem  Winkel  %  zwischen  den  Tangenten  an  die  Rader  in 
P  und  P'  in  Beziehung  setzt51).  Es  lasst  sich  zeigen52),  das  der 
Kriimmungsradius  p  der  Bahn  des  Hinterrades  durch  die  Gleichung 
Q%  =  a  gegeben  ist,  wo  a  die  Entfernung  PP'  bedeutet. 

J.  Boussinesq  und  G.  R.  E.  Eouth  vereinfachen  ihren  Ansatz  durch 
Vernachlassigung  aller  der  Wirkungen,  die  von  den  Massen  der  rotie- 

50)  ibid.,  p.  326 

51)  ibid.,  Gl.  XIV,  p   3-23.    Vgl.  auch  C.  Bourlet,  Bull,  de  la  soc.  math,  dc 
France  27  (1899),  p.  65;    /.  Boussinesq,  J.  de  math.  (5)  5  (1809),  p.  1'23  u.  124 
(Gl.  (8)  u.  (9));  G.  E.  E.  Eouth,  Mess,  of  math.  28  (1898),  p.  157  (Gl.-  9). 

52)  J.  Boussinesq,  J.  de  math.  (5)  5  (1899),  p.  126. 
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renden  und  hin-  und  hergehenden  Teile  des  Systems  herriihren,  Ihre 
schliessliche,  ungenaherte  Gleichung  1st  daim 

j  dse  vi  dx       v*x 

(1)  /i-rrj  —  yd  4-      - -/-  -4-  -    *  =  0. 

dta  a    at  a 

wo  V  die  Vorwartsgeschwindigkeit  des  Fahrrades  1st  und  b  und  h 
konstante  Liingeu  bedeuteu 53).  Aus  dieser  Gleichung  schliessen  wir, 
dass  die  Lenkstange  iui  allgemeinen  nach  cler  Seite  gedreht  werden 
muss,  uach  der  das  Fallen  stattfindet. 

F.  J,  W.  Whipple  hat  bisher  als  einziger  die  Bewegungsgleichimgen 
fur  das  Vorderrad  auf'gestellt.  Er  untersucht54),  wohin  die  Annahme 
fiihrt,  dass  der  Badfahrer  standig  ein  kleines  mit  #  proportionales 
Kriiftepaar  auf  die  Lenkstange  ausiibt.  Es  ergiebt  sich,  dass  fiir  den 
Fall  der  Stabilitat  bei  einer  Geschwindigkeit  kleiner  als  16,6  km/Std. 
die  Kraftepaare  so  gerichtet  sein  miissen,  dass  der  Winkel  zwischen 
den  Radern  verkleinert  wird.  Fiir  Geschwindigkeiten  grosser  als 
19,6  km/Std.  muss  er  vergrossert  werden.  Eine  derartige  Regel  ist  aber 
in  der  Praxis  nicht  bekannt,  sodass  wir  schliessen  konnen  -  -  was 
auch  a  priori  sehr  wahrscheinlich  ist  — ,  dass  das  thatsachlich  von 
dem  Radfahrer  ausgeiibte  Kraftepaar  dem  angenommenen  Gesetze  nicht 
folgt.  Ein  ahnlicher  Eiuwand  wie  hier  ist  gegen  Whipplds  Annahme55) 
iiber  das  Steuern  durch  das  Hin  und  Herbewegen  des  Korpers  des 
Radfahrers  zu  machen. 

(jr.  11.  H.  liouth  nimnit  an,  dass  die  Steuerung  in  der  Art  erfolgt, 
dass  £  =  ;u-0,  wobei  er  dann  Stabilitat  findet56).  Aber  auch  dieses 
Gesetz  ist  jedenfalls  in  dieser  einfachen  Form  nicht  richtig. 

4e.  Die  Arbeit.  Die  Arbeit  pro  Zeiteinheit  hangt  wesentlich  von 
dem  Reibungswiderstande  des  Erdbodens  und  der  Luft  ab.  Hierbei 
ist  bei  grosser  Geschwindigkeit  und  gutem  Boden  der  Luftwiderstand 
der  weitaus  betrachtlichere  Bestandteil.  Man  hat  iiber  diese  Wider- 
stande  viele  experimentelle  Daten  gesammelt,  f'iir  die  auf  das  Buch  von 
C.  Botirlet51)  verwiesen  sei,  das  in  seiner  Vorrede  eine  Zusammen- 
stellung  iiber  die  Versuche  enthalt. 


53)  1st  qp  der  Winkel  zwischen  PP'  und  einer  festen  Horizontalen,  so  wird 

-JT  =  —  ,    sodass    auch  -—  =  — =- .     Indern  man  oben  diesen  Werfc  einsetzt  und 
at         Q  dt         a 

0  =  —  p  setzt,  erhalt  man  die  Gleichung  von  liouth. 

54)  F.  J.  W.  Whipple,  Quart.  J.  of  math.  30  (1899),  p.  334. 

55)  Whipple,  ibid.,  §  18. 

56)  G.  R.  B.  Routh,  Mess,  of  math.  28  (1898),  p.  157—159. 

57)  C.  Bourlet,  Nouveau  traite  des  bicycles  et  bicyclettes,  Paris  1898,    Vgl. 
auch  A.  Sharp,  Bicycles  and  Tricycles,  chapt.  XX. 
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Anhang. 

Es  liegt  nahe,  in^iner  Dynamik  des  Sports  neben  der  Bewegung 
der  dabei  benutzten  (leblosen)  Objekte  auch  die  Bewegung  des  Spielers 
-  also  eines  lebenden  Organismus  -  -  zu  betrachten.  Indess  ist  der 
innere  Mechanism  us  des  Menschen  und  der  Tiere  ausserst  kornpliziert, 
sodass  es  Aufgabe  einer  besonderen  Disziplin  ist,  diesen  in  seiner 
mechanischen  Wirksamkeit  zu  untersuchen  (vgl.  das  vorhergehende 
Referat  uber  ,,Physiologische  Mechanik"  IV  8  (0.  Fischer. i).  Sieht  man 
abor  von  der  Betrachtung  der  Muskelu  uud  Knochen  ab  und  ninimt 
den  Korper  als  ein  Ganzes,  so  bietet  seine  Bewegung  gegeimber  der  der 
leblosen  Objekte  im  allgemeinen  nichts  Paradoxes58).  Nur  in  einigen 
Fallen  ist  der  modus  operandi  doch  nieht  so  einfach,  immer  aber 
noch  einfach  genug,  um  ohne  weiteres  Eingehen  auf  die  Konstitution 
des  Organismus  seine  mechanische  Erklarung  zu  finden. 

Wir  illustrieren  diese  Falle,  indem  wir  als  Beispiele  die  ,,fallende 
Katze"  und  die  ,,schwingende  Schaukel"  heranziehen,  im  iibrigen  aber 
wegen  der  allgemeinen  Anweudung  des  hier  zur  Erklarung  herau- 
zuziehenden  Flachensatzes  bei  in  sich  beweglichen  Systemen  wieder 
auf  das  Referat  (iber  elementare  Mechanik  (IV  6,  Petersen-Stdckel] 
verweisen. 

Bei  der  fallenden  Katze  handelt  es  sich  um  die  Beantworturig 
der  Frage,  wie  es  einer  Katze,  die  man  aus  einer  Ruhelage  mit  nach 
oben  gerichteten  Fiissen  herabf'allen  lasst,  moglich  ist,  immer  mit 
den  Fiissen  zuerst  den  Boden  zu  erreichen.  Das  Fallen  wurde  von 
E.  J.  Marcy™}  mit  Hiilfe  photographischer  Momentaufnahinen  be- 
obachtet,  wobei  man  sah,  dass  die  Katze  zuerst  ihren  Vorderkorper 
und  danach  ihren  Hinterkorper  dreht,  wobei  zuerst  die  Hinterpfoten 
ausgestreckt  und  die  Vorderpfoten  angezogen,  dann  die  Vorderpfoten 
ausgestreckt  und  die  Hinterpfoten  angezogen  sind.  Durch  Anzieheu 
der  Gliedmassen  erzielt  sie  fur  den  betrefi'enden  Korperteil  eine  Ab- 
nahme  des  Tragheitsmomentes  um  die  Langsaxe  des  Korpers,  durch 
Abstossen  der  iibrigen  Gliedmassen  (unter  rechtem  Winkel  gegen  ihren 
Korper)  eine  Zunahme  des  Tragheitsmomentes,  sodass  die  anfangs 
paradox  erscheinende  Beweguug  in  der  That  dein  Flachensatze  nicht 
widerspricht. 

Eine   ahnliche   Bewegungsart  liegt  im   Falle   des   ,,Hochsprungs" 


58)  Siehe  z.  B.  die  Betrachtungen  bei  E.  Kohlrausch,  Physik  des  Turnens, 
Hof  1887. 

69)  E.  J.  Marey,  Paris  C.  R.  119  (1894),  p.  714.  Die  Photograpbien  auch 
in  der  ,,Nature"  51  (1894),  p.  80. 
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vor.  Der  Springer  lauft  zunachst  einige  Schritte  und  springt  dann 
iiber  einen  fiber  clem  Erdboden  horizontal  verlaufenden  Stab;  die 
dabei  von  dem  geschicktesten  Springer  bislier  erreichte  hochste  Sprung- 
hohe  ist  197,2  cm  =  6  ft.  5%  in.  Im  hochsten  Punkt  ist  sein  Korper 
horizontal  (und  parallel  zum  Stabe).  Er  miisste  daher,  wegen  der 
Unabhangigkeit  der  Dreh-  und  Translationsbewegung  voneinander,  sieh 
wiihrend  des  Abstiegs  dnrch  einen  zweiten  rechten  Winkel  drehen 
und  so  niit  dem  Kopf  zuerst  den  Boden  erreichen.  Aber  auch  hier 
ist  bekannt,  dass  der  Springer  im  hochsten  Punkt  seine  Gliedmassen 
ausstosst,  sodass  er  thatsachlich  mit  den  Fiissen  zuerst  auf  den  Boden 
kommt,  wiihrend  sein  Gesicht  dem  Stabe  zugekehrt  ist. 

Etwas   eingehender    betrachten   wir  den   Fall  tier  Sckfinlel60),    in 
dem   es   sich   um   die   Frage  handelt:    Wie  kanu    eine    in    ihr    befind- 
liche  Person  von   sich  selbst  aus   die  Amplitude      ~ 
der  Schwingungen  vergrossern '?   Wir  nehmen  an, 
die  Bewegung  erfolge  in  einer  Vertikalebene.    Ist 
P  der  gemeinsame    Schwerpunkt    von    Schaukel 
und   Insasse,    0  der   Fusspunkt  des   von  P  aus 
auf  die  Verbindungslinie  der  Aufhangepunkte  der 


». 


\ 


Ketten  gefallten  Lotes,  so  bezeichne  a  die  Lange 

von   PO    und   6    die  Neigung    von    OP    gegen 

die    Vertikale.      Wir    nehmen    weiter    an,    dass 

durch  die  Muskelbewegung  des  Schwingenden  a  „. 

in  a  -f-  %  verwandelt  wird  und  dass  sein  Korper 

relativ  zu  der  Schaukel  gedreht   werden   kann,   sodass  seine   Neigung 

gegen  die  Vertikale  nicht  6,  sondern  0  -\-  tl>   ist  (vgl.  Fig.  10). 

Wir  vereinfachen  die  Rechnung,  wenn  wir  x  und  j^  klein  an- 
nehnien  und  Quadrate  vernachlassigen,  womit  nichts  wesentliches  an 
der  Aufgabe  geandert  ist. 

Ist  dann  die  Gesamtmasse  (von  Insasse  und  Sitz)  m  und  das  Triig- 
heitsmoment  in  Bezug  auf  P  gleich  ml^,  so  ergiebt  der  Flachensatz 
fiir  die  Aufhangungsaxe  als  Drehaxe 


mdt  K<*  -t-  *)  0  +  k  (V  +  V)  i  =     ~  mff  (a  -r  x) sm 
Die  kinetische  Energie  T  ist  gegeben  durch 

2  T  =  m  (a  +  ic)2(92  +  mF  (0  +  ^)2, 
sodass 

€ 

dt 


(1)     j-  {  T —  mg (a  -f-  x]  cos  0}  —  —  mgx  cos  0  —  maxQ* -f- 


60)  Wesentlich    im    Anschluss    an    L.  Lecornu,    Thdorie    de    1'escarpolette, 
Assoc.  t'ran9.  pour  1'avanc.  d.  sc.  23  (1894),  partie  2,  p.  278 — 282. 


152 


IV  9.    G.  T.  Walker.     Spiel  und  Sport:  Anhang. 


Die  Amplitude  der  ungestorten  Bewegung  sei  a,  sodass  bei  Vernach- 
lassigung  der  ersten  Potenzen  von  x  und  ty 

(a*  +  F)  02  =  2  ay  (cos  6  —  cos  «). 

Durch    Einsetzen    von   6    und   d'2    in    (1)    ergiebt    sich    bei    Vernach- 
liissigung  der  Quadrate 

-j-  {  T  —  my  (a  4~  x)  cos  6 } 

~i  [ —  { 2rr  (cos  0  —  cos  u)  4~  («2  4~  '«'2)  eos  #  }  ^  —  n^  sm  0^1- 
Diese  Gleichung  werde  nun  in  Bezug  auf 
t  integriert  fiir  eine  Anzahl  Oscillationeu, 
fiir  welche  je  die  Gesamtanderung  von  x 
und  i[>  Null  sein  moge. 

DerKoeffizientvoniistimmernegativ. 
Es  muss  daher,  um  T  moglichst  gross  zu 
machen,  x  abnehmen,  wenn  cos  6  seinen 
Maximalwert  erreicht,  und  zunehmen,  wenn 
cos  6  ein  Minimum  ist,  d.  h.  der  Schwer- 
punkt  muss  fiir  0  =  0  gehoben  uud  fiir  8  =  -h  K  gesenkt  werden 
(vgl.  Fig.  11). 

Ahnlich  muss  ^>  zunehmen  fiir  0  =  — •  a  und  abnehmen  fiir 
0  =  4~  K-  ^er  Schwingende  muss  sich  also  am  Ende  des  vorwarts 
gerichteteteu  Schwunges  nach  vorn  lehnen  und  riickwarts  am  Ende 
des  Riickschwuages61)  (vgl.  die  Figuren  12  und  13). 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


13. 


Diese  Regeln  stimmen  in  der  That  mit  der  Erfahrung  und  konneu 
durch  ein  Schaukeln  in  aufrechter  Position  leicht  bestfitigt  werden. 


61)  Ein  Vergleich  mit  der  Figur  zeigt,  dass  I.ecornu's  Angaben  nicht  ganz 
richtig  sind  und  sich  nur  auf  die  halbe  Bewegung  beziehen.  Er  sagt:  Pendant 
le  mouvement  de  descente,  1'extremite  infe'rieure  du  corps  doit  se  porter  en 
avant;  pendant  le  mouvement  de  montee,  elle  doit  revenir  en  arriere. 


(Abgeschlossen  im  Sommer  1900.) 
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IV  10.  DYNAMISCHE  PEOBLEME  DER 
MASCHINENLEHRE. 

VON 


R.  v.  MISES 

IN    STKASSBUHG    I/E. 


Inhaltsubersicht. 

Vorbemerkung. 
Historische  Ubersicht. 

I.   Ubersicht  tiber  die  Kraftfelder  der  Maschiuen. 

1.  Einleitung. 

a)  Abgrenzung  des  Problems  vom  Standpunkt  der  Stereokinetik. 

b)  Die  verschiedenen  Arten  auftretender  Krafte. 

c)  Die  Methoden  der  mathematischen  Darstellung  der  Kraftfelder 

2.  Kolbenmaschinen. 

a)  Hydraulische  Kolbenmotoren  und  -Pumpen. 

b)  Dampf-,  Gas-  und  Luftmaschinen. 

c)  Veranderungen  im  Kraftfeld ;  mathematische  Darstellung  des  Kraft- 
verlaufes. 

3.  Kreiselrader. 

a)  Allgemeine  Gleichungen  fiir  das  Moment  des  Eaddruckes. 

b)  Besondere  Falle. 

4.  Elektrische  Maschinen. 

a)  Gleichstrommaschinen. 

b)  Wechselstrommaschinen. 

5.  Bearbeitungsmaschinen. 

6.  Theorie  der  Eeibung  fester  Korper. 

a)  Die  Reibungsgesetze. 

b)  Kritik  der  Reibungsgesetze.     Reibungstheorie  von  P.  Painlevt. 

7.  Experimentelle  Untersuchung  der  Reibung. 

a)  Versuche  zur  Erforschung  der  Reibungsgesetze. 

1)  Standpunkt  von  A.  Morin. 

2)  Einfluss  der  Oberflachenbeschaflfenheit.  Trockene  und  geschmierte 
Reibung. 

3)  Einfluss  der  Geschwindigkeit  auf  q>.     Verhaltnis  zu  qp0. 

4)  Einfluss  des  Normaldruckes,  der  Oberflachengrosse  und  der  Beriih- 
rungsdauer. 

5)  Roll-  und  Bohrreibung. 
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b)  Versucbe  an  besonderen  Reibungserscbeinungen. 

1)  Zapfen-  oder  Lagerreibung. 

2)  Bremsen. 

3)  Riemen-  und  Seilreibung. 

4)  Haftreibung  der  Fahrzeugtriebrader. 

5)  Gleitwiderstand  von  Nietverbindungen. 

c)  Generalisierende  Widerstandsformeln. 

1)  Dampfmaschinen  usw. 

2)  Widerstande  der  Eisenbahnen. 

8.  Widerstande  im  umgebenden  Mittel. 

II.   Besondere  dynamisclic  Probleme. 

Vorbemerkung. 

A.  Das  einfache  MascMnengetriebe. 

9.  Kinematik  des  Schubkurbelgetriebes. 

a)  Gescbwindigkeit  und  Bescbleunigung. 

b)  Massenkinematik.     Ersatz  der  Scbubstangenmasse. 

c)  Reduzierte  Masse  des  Getriebes. 

10.  Aufstellung  und  Diskussion  der  Bewegungsgleicbung. 

a)  Die  Krafte  am  Schubkurbelgetriebe. 

b^  Zur  Integration  der  Bewegungsgleichung. 

11.  Die  stationare  Bewegung  (Schwungradberechnung). 

a)  Scnwungradberechnung    fiir    ein    nur    von    der    Kurbelstellung    ab- 
bangiges  Kraftfeld. 

b)  Besondere  Fragen. 

c)  Das  Kraftfeld  hangt  auch  von  der  Gescbwindigkeit  ab. 

d)  Das  Kraftfeld  ist  aucb  explizite  von  der  Zeit  abhangig. 

e)  Experimented  Untersucbungen. 

12.  Der  Massenausgleich  bei  mehrkurbeligen  Maschinen. 

a)  Formulierung  des  Problems. 

b)  Die  allgemeinen  Bedingungen  des  Massenausgleicb.es. 

c)  Spezielle  Resultate. 

13.  Kinetostatik.     Einfluss  der  Elastizitat  und  der  Ungenauigkeit  der  Gelcnk, 

a)  Ermittelung  der  Gelenkreaktionen. 

b)  Scbnittreaktionen  der  Scbubstange. 

c)  Torsionsschwingungen  der  Kurbelwelle. 

d)  Stosse  in  den  Gelenken  des  Kurbelgetriebes. 

B.  Regulienmg  des  MascMnenganges. 

14.  Allgeineine  Orientierung. 

a)  Der  Regler. 

b)  Die  Arten   der  Regulierung  mittelst  Fliehkraftregler  und  die  1 
tungen  der  theoretiscben  Untersucbung. 

c)  Die  Reguliermecbanismen. 

15.  Das  statiscbe  Regulatorproblem. 

a)  Der  allgemeine  Ansatz. 

b)  Grundbegriffe  der  elementaren  Regulatortbeorie. 

c)  Wirkung  rotierender  Federn. 
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16.  Direkte,  stetige  und  einfache  Regulierung. 

a)  Der  vollstiinclige  kinetische  Ansatz. 

b)  Begriff  des  Beharrungsreglers. 

c)  Ansatz  fiir  kleine   Schwingungen  unter  Vernachlassigung  der  Rei- 
bung  und  Stellkraft. 

d)  Stabilitatsbedingungen. 

e)  Einfluss  der  Reibung  (Stellkraft). 

17.  Direkt  und  intermittierend  wirkende  Regulierung. 

a)  Allgemeine  Problemstellung. 

b)  Vereinfachter  Ansatz. 

c)  Weitere  Fragen. 

18.  Indirekte  Regulierung. 

a)  Ansatz  fiir  indirekte  einfache  Regulierung. 

b)  Stabilitatsbedingungen. 

c)  Einfluss    langer  Rohrleitungen    auf   die   Regulierung    hydraulischer 
Motoren. 

d)  Isodrom-Regulierung. 

C.  Maschinenelemente  und  Apparate. 

19.  Welle  und  Lager. 

a)  Lagerreibung. 

b)  Stabilitiit  rotierender  Wellen. 

20.  Riemen-,  Seil-  und  Kettentrieb. 

a)  Wechselwirkung  zwischen  Rolle  und  Band. 

b)  Das  Verhalten  des  freien  Seiles. 

c)  Seilsteifigkeit. 

21.  Verschiedene  Getriebe. 

22.  Druckindikator. 

D.  Falir-  und  Hebezeuge. 

23.  Schienenfahrzeuge. 

a)  Rad  und  Schiene.     (Stationare  Bewegung.) 

b)  Allgemeine  Bewegung  des  Fahrzeuges.    Das  Zucken  der  Lokomotive. 

c)  Die  kinetischen  Reaktionen  des  Fahrzeuges. 

d)  Bremsen. 

e)  Die  Schwingungen  des  Lokomotiv-Oberbaues. 

24.  Hebezeuge. 

25.  Schiffe. 

a)  Die  Schiffsschwingungen. 

b)  Allgemeiner  Ansatz  fiir  die  Schwingungen  des  Kreiselschiffes. 

c)  Rollen  des  KreiselschifFes  im  Seegang. 

d)  Dampfung  der  freien  Schiffsschwingungen  durch  den  Kreisel. 

26.  Luftfahrzeuge. 

a)  Allgemeiner  Ansatz. 

b)  Stationare  Bewegung.     Kreiselwirkung. 

c)  Kleine  Schwingungen. 

d)  Stabilitat. 
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ihrem  Inhalt  nach  nur  fur  kleinere  Teile  dea  vorliegenden  Referates  in  Betracht 
kommen. 
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2)  Es  sind  hier  nur  die  wichtigsten  tecJmisdien  Zeitschriften  angefuhrt,  die 
im  Artikel  zitiert  werden. 
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Vorbemerkung.  Der  vorliegende  Artikel,  der  aus  einein  von 
K.  Heun  vor  langerer  Zeit  entworfenen  Plane  hervorgegangen  ist,  be- 
handelt  in  erster  Linie  solche  Fragen  aus  dem  Bereiche  der  Mascliwen- 
lelire,  die  auf  Probleme  der  Mechanik  starrer  Korper  fiihren.  Die 
spezielle  Theorie  der  hydraulischen,  der  thermischen  und  der  elek- 
trischen  Maschinen  wird  anderwarts1)  erledigt.  Mitberiicksichtigt 
wurden  jedoch  einzelne  iiber  die  Stereomechanik  hinausgreifende 
Fragen,  wie  die  Lehre  von  den  Riemen  und  Seilen,  die  hydro- 
dynamische  Theorie  der  Lagerreibung  usf.,  so  wie  diejenigen  Unter- 
suchungen,  die  zur  Feststellung  der  in  den  Maschinen  wirksamen 
Krafte  erforderlich  sind. 

Nach  dem  ursprimglichen  Plane  sollte  dem  hier  abgedruckten 
Bericht  von  R.  v.  Mises  ein  langerer,  von  K.  Heun  verfasster  Abschnitt 
vorangestellt  werden,  der  systematische  Ausfuhrungen  zu  den  Teilen 
der  Mechanik  enthielt,  die  fur  eine  Anwendung  auf  Maschinen  in 
Betracht  kommen.  Im  Vordergrunde  sollte  hierbei  (da  die  Mechanik 
des  einzelnen  starren  Korpers  in  IY  6,  P.  Stackel,  bereits  ausfiihrlich 
dargestellt  wurde)  die  Kinematik  und  Kinetik  der  Korperketten  (d.  i. 
der  Systeme  starrer  Korper)  stehen,  aus  denen  sich  durch  Grenz- 
iibergang  die  Ansatze  fur  deformierbare  lineare  Kontinua  ergeben. 
Ihrem  Inhalt  nach  finden  diese  Ausfuhrungen  sehr  wohl  ihren  Platz 
in  dem  auf  diesen  Artikel  folgenden,  letzten  Teil  der  der  Stereo 
mechanik  gewidmeten  Ref'erate:  ,,Behandlung  beliebiger  Systeme  von 
endlichem  Freiheitsgrad  in  analytischer  Allgemeinheit."  Da  zudem 
iiussere  Grlinde  dafiir  sprachen,  sind  die  Verfasser  und  die  Redaktion 
ubereingekommen,  den  Heunschen  Artikel  erst  an  spaterer  Stelle 
erscheinen  zu  lassen. 

Der  nachstehende  Bericht  geht  aus  von  einer  Darstellung  der  in 
den  Maschinen  wirkenden  Kraftfelder  und  schliesst  hieran  die  Be- 
sprechung  der  einzelnen  maschinentechnischen  Fragen.  Dem  Referenten 
lag  bei  der  Abfassung  ein  Entwurf  des  erwLihnten  Heunschen  Artikels 
bereits  vor,  so  dass  sich  die  Entwicklungen  wiederholt  darauf  stutzen 
konnten.  An  den  betreffenden  Stellen  ist  jetzt  durch  das  Citat  ,,vgl. 
K.  Heun"  auf  den  Zusammenhang  hingewiesen. 

Die  folgende  historische  Skizze  lasst  die  prinzipielleii  Gresichts- 
punkte  hervortreten,  die  fur  die  Fassung  des  ganzen  Artikels  mass- 
gebend  waren.  Ausfiihrlicher  sind  sie  dargestellt  in  K.  Heuns  Bericht 

1)  IV  21,  M.  Grubler;  IV  22,  A.  Kriloff  u.  C.  H.  Muller;  V  5,  M.  Sckroter 
u.  L.  Prandtl;  V  20,  F.  Emde.  Ferner  ist  hinsichtlich  rein  kinematisclier  Fragen 
zu  verweisen  auf  IV  3,  A.  Schoenfliess  u.  M.  Grubler,  und  in  Hinsicht  auf  Festig- 
keitsprobleme  auf  IV  27,  Th.  v.  Kdrmdn. 
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??Kinetische  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik"2),  den  Referent 
auch  sonst  vielfach  als  Ausgangspunkt  fiir  seine  Arbeit  benutzt  hat. 

Historische  TTbersicht.  In  gleichem  Masse  wie  im  Laufe  des 
17.  und  18.  Jahrhunderts  ein  systematisches  Lehrgebaude  der  Mecha- 
nik  entstand,  begann  sich  auch  schon  die  Spaltung  in  eine  theoretische 
und  eine  tecknische  Richtung  zu  entwickeln3).  Wahrend  die  eine,  von 
einem  bestimmten  Kreis  gesicherter  Kenntnisse  ausgehend,  diese  schritt- 
weise  zu  erweitern  sucht  und  auf  gelegentlich  sich  darbietende  Pro 
bleme  anwendet,  bilden  fiir  die  andere  praktischc  Probleme  den  Aus 
gangspunkt,  und  sie  versucht  zu  deren  Losung,  unbeengt  von  methodischen 
Rucksichten,  Hilfsmittel  jeder  Art  heranzuziehen.  Zwei  Erscheinungen 
sind  fiir  das  Verhaltnis  der  beiden  Richtungen  charakteristisch.  Die 
technische  Mechanik  eilt  mitunter  voraus  in  der  Erfassung  neuen 
Beobachtungsmaterials,  das  die  Theorie  erst  allmahlich  assimilieren 
kann,  aber  sie  bleibt  fast  stets  zuriick  in  der  Verwendung  rationeller 
Methoden  zur  Bewaltigung  der  Probleme.  Es  ist  eine  Eigentiimlich- 
keit  der  rein  kinetischen  Fragen,  dass  hier  weniger  die  erste  als  die 
ziveite  Erscheinung  zur  Geltung  Twmmt. 

Wenn  wir  von  den  ersten  Anfangen  der  Entwicklung  absehen, 
haben  wir  hier  nur  die  franzosische  Schule  zu  Beginn  des  19.  Jahrhun 
derts,  dann  die  deutschen  Leistungen,  vor  allem  von  Weisbach,  Ecu- 
leaux,  Eadinger  und  Grashof,  schliesslich  die  Verhaltnisse  in  England 
und  die  Entwicklungstendenzen  der  neuesten  Zeit  ,  kurz  zu  charak- 
terisieren. 

In  Frankreich  entstanden  im  Zusammenhang  mit  der  Griindung 
der  Ecole  poly  technique  (1794)  und  einiger  verwandter  Lehranstalten 
eine  Reihe  von  grundlegenden  Darstellungen  der  technischen  Mecha 
nik.  Aus  L.  N.  M.  Carnots  Essai  sur  les  machines  en  general4),  das 
durch  die  Hohe  der  physikalischen  Auffassung  hervorragt,  haben  sich 
einzelne  Ansatze,  wie  die  iiber  den  Stoss  einfacher  Korper,  bis  heute 
fast  unverandert  erhalten.  M.  Eiche  de  Prony^,  G.  J.  Christian*}, 


2)  Leipzig  1900;  auch  in:  Jahresber.  d.  deutscli.  Math.-Verein.  9,2  (1900). 

3)  Deutlich  ausgepragt  erscheinen  die  beiden  Richtungen  in  den  verschiedenen 
Arbeiten  L.  Eukrs.    Als  erstes  grosseres  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik  (von 
rein  statischen  Werken  abgesehen)  pflegt  Belidor,  Architecture  hydraulique,  Paris 
1737  bis  1753,  genannt  zu  werden;  vgl.  M.  Riihlmann,  Vorles.  u.  Gesch.  d.  techn. 
Mechanik,  Leipzig  1885,  p.  268.     Vgl.  a.  Fussn.  8. 

4)  L.  N.  M.  Carnot,  (Euvres  mathematiques,  t.  1,  Basel  1797.    Die  erste  Aus- 
gabe   erschien  Paris  1783,  die  zweite  u.  d.  T.  Principes  fondamentaux  de  1'equi- 
libre  et  du  mouvement,  Paris  1803 ;    deutsch  von  Ch.  S.  Weiss,  Leipzig  1805. 

5)  G.  C.  F.  M.  Eiche  de  Prony,   Nouvelle   architecture  hydraulique,    Paris 
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Ch.  Dupin1}  u.  a.  legten  einen  Typus  von  Lehrbiichern  fest,  der  in 
mannigfachen  Varianten  lange  Zeit  vorherrschend  blieb:  Unter  Be- 
schrankung  auf  wenige  einfache  Elemente  der  Mechanik,  wie  die  Newton- 
schen  Gesetze,  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  usf.  werden  fiir  alle 
weitergehenden  Fragen  unmittelbar  Beobachtungsdaten  herangezogen. 
Diese  gehoren  vornehmlich  der  Hydraulik  an,  die  um  jene  Zeit  im 
Mittelpunkte  des  Interesses  der  technischen  Mechanik  stand8).  Auf 
dem  Gebiete  der  Stereomechanik  machte  G.  CorioUs9)  Fortschritte, 
dem  man  die  Formulierung  der  Satze  iiber  Relativbewegung  sowie 
die  Festlegung  des  Begriffes  ,,mechanische  Arbeit"  verdankt.  Ihren 
Hohepunkt  erreichte  die  franzosische  Schule  in  J.  V.  Poncelet 
(1788 — 1867) 10).  Sein  hier  in  Betracht  kommendes  Hauptwerk  bilden 
die  um  1825  in  Metz  gehaltenen  Vorlesungen,  die  erst  1845  im  Druck 
erschienen11).  Der  ;JCours  de  mecanique  appliquee  aux  machines" 
beginnt  mit  einer  grosszugigen  Darstellung  des  allgemeinen  Maschinen- 
problerns,  die  sich  auf  die  Begriffe  der  Arbeit  und  lebendigen  Kraft 
stiitzt  und  besondere  Aufmerksamkeit  dem  Auftreten  von  Bescnleuni- 
gungsvorgangen  im  stationaren  Gang  der  Maschinen  widmet.  Die 
darauffolgende  Durchfiihrung  der  Regulatortheorie,  der  Schwungrad- 
berechnung  usf.  geht  stellenweise  iiber  die  rein  statische  Betrachtungs- 
weise  hinaus,  die  noch  lange  spater  die  technische  Litteratur  vorzugs- 
weise  beherrscht.  In  den  letzten  Abschnitten  des  ersten  Teiles12) 
werden  die  einfachen  Maschinen  unter  konsequenter  Berucksichtigung 
der  Reibung  durchgerechnet,  schliesslich  die  Verhaltnisse  an  Be- 
arbeitungsmascninen,  besonders  in  Hinsicht  auf  Unstetigkeiten  im 


1790 — 1796.  Von  Prony  stammt  a^uch  eine  Bearbeitung  der  Lagrangesclaen  Mechanik 
fiir  den  Gebraucb.  der  Techniker:    Le9ons  de  mecanique  analytique,  Paris  1810. 

6)  G.  J.  Christian,  Traite  de  mecanique  industrielle,  Paris  1822 — 1825. 

7)  Ch.  Dupin,  Geometrie  et  mecanique  des  arts  et  metiers,  Paris  1825 — 1827. 

8)  Daher  vielfacb.  die  Bezeichnung  ,,Hydrauliku  fiir  Gesamtwerke  der  techn. 
Mechanik.     So  Belidor,  Fussn.  3)  und  Prony,  Fussn.  5). 

9)  G.  G.  CorioUs,  Trait^  de  la  mecanique  des  corps  solides  et  du  calcul  de 
1'effet  des  machines,  Paris  1844;  hiervon  erschien  der  zweite  Teil  (de  1'effet  des 
machines)  im  Original  schon  1829,  deutsch  von  C.  H.  Schnuse,  Braunschweig  1846. 

10)  Navier  ist  hier  nicht  genannt,  da  seine  Arbeiten  wesentlich  der  Festig- 
keitslehre  galten. 

11)  Lithogr.  Ausgaben,  Metz  1826—1836.    Erster  Druck  u.  d.  T.  Traite  de 
mecanique  appl.   aux  mach. ,    2  Bde.     Liege  1845.     Deutsch  von   C.  H.  Schnuse, 
Darmstadt  1845—1848.    Neue  Ausgabe  herausg.  von  X.  Kretz,  Paris  1874—1876. 
Vgl.  auch  Mecanique  industrielle,   Liege  1839;    deutsch  von   A.  Hallbauer   und 
C.  G.  Kuppler,  Niirnberg  1840—1845. 

12)  Der  zweite  Teil  ist  hydraulischen  und  thermischen  Motoren  gewidmet, 
scheidet  daher  fur  das  vorliegende  Beferat  aus. 
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Bewegungsverlauf,  eingehend  untersucht.  Poncelets  Methode  ist  wesent- 
licli  die  synthetische,  auf  Verwendung  Lagrangescher  Systembegriffe 
wird  prinzipiell  verzichtet.  -  -  Unter  den  deutschen  Lehrb  iicbern,  die 
um  dieselbe  Zeit  den  Bediirfnissen  der  neuerrichteten  technischen  Lehr- 
anstalten  Rechnung  trugen,  ist  als  selbstandigere  Leistung  das  ,7Hand- 
buch  der  Mechanik"  von  F.  J.  v.  Gerstner™)  zu  nennen.  Erfolgreicbe 
litterarische  Tatigkeit  entfaltete  F.  Redtenbaclier ,  der  sich  in  der  Ma 
schinenlehre  an  franzosiscbe  Vorbilder  anscbloss  und  in  einzelnen 
neuen  Problemeii,  wie  dem  der  Lokomotivbewegung,  aucb  eigene  An- 
satze  versuchte14). 

Eine  Erscheinung  von  nachhaltiger  Wirkung  trat  in  J.  Weisbacli 
auf.  Seine  ,,Ingenieur-  und  Maschinenmechanik"15)  gehorfc  dem  oben 
gekennzeicbneten  Typus  der  alteren  franzosischen  Lehrbiicher  an. 
Aber  die  Fiille  neuen  Beobachtungsraaterials,  seine  kritiscbe  Ver- 
arbeitung,  die  Konsequenz  in  der  Durchfiibrung  des  ganzeii  Stand- 
punktes,  bestiramten  den  Wert  des  Werkes,  der  naturgemass  in  Hin- 
sicbt  auf  rein  kinetiscbe  Fragen  am  geringsten  sein  musste.  Weisbaclis 
Erfolge,  namentlicb  in  der  Hydraulik,  im  Zusammenhange  mit  der 
Unfrucbtbarkeit  der  gerade  vorberrschenden  stark  formalen  Ricbtung 
der  tbeoretiscben  Mechanik  erweckten  vielfacb  die  Meinung,  als  musste 
nun  aucb  die  tecbniscbe  Kinetik  erst  von  Grund  aus,  ohne  Riicksicbt 
auf  etwa  vorbandene  ,,Tbeorie",  aufgebaut  werden.  Vorerst  verscbaifte 
sicb  eine  rein  kinematiscbe  Betracbtungsweise  der  JVIascbinen  Geltung, 
(lie  _  fruber  vornebmlicb  von  Englandern  (E.  Willis  u.  a.7  vgl.  IV  3) 
gepflegt  —  in  F.  Eeuleaux  einen  bedeutenden  Forderer  fand.  Reuleaux, 
dessen  vZwanglauflebre"16)  nacb  einer  kurzen  Zeit  unbestrittener  Herr- 
scbaft  stark  in  den  Hintergrund  gedrangt  wurde,  giebt  eine  iibersicht- 
liche  Einteilung  der  Mascbinen  von  einem  einbeitlichen  kinematischen 
Gesichtspunkt  aus.  Seine  Begriffsbildungen  und  Definitionen  (des 
,;Elementenpaares"7  der  ,,kineniatiscben  Kette"  usf.)  sind  aufklarend 
und  fiir  mancbe  Zwecke  wertvoll,  wenn  sie  aucb  die  wesentlicben 
Scbwierigkeiten  der  mecbaniscben  Probleme  nicht  berubren.  Die  zabl- 


13)  F.  J.  v.  Gerstner,  Handb.  d.  Mechanik,  3  Bde.,  Prag  1831—1834. 

14)  Von  Eedtenbachers  Werken  kommen  bier  in  Betracht:    Prinzipien  der 
Mechanik  u.   d.  Maschinenbaues,    Mannheim  1852;    Der  Maschinenbau,    3  Bde., 
Mannheim  186'2— 1865;    Resultate  f.  d.  Maschinenbau.  ebenda  1848. 

15)  /.  Weisbach,  Lehrb.  d.  Ingenieur-  u.  Maschinen-Mechanik,  3  Bde.,  Braun 
schweig   1845-1860.     5.  Aufl.   bearb.   von    G.Herrmann,   1875  8.,  zweiter  Abdr. 

1896  ft'. 

16)  F.  Eeuleaux,  Lehrb.  d.  Kinematik,  2  Bde.,  Braunschweig  1875  u.  1900. 
Vgl.  auch  IV  3,  A.  ScMnfliess  u.  M.  Grubler,  Nr..28ff. 
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reichen  Arbeiten  der  Eeuleauxscheu  Schule  verloren  sich  dann  in  eine 
fiir  die  weitere  Folge  unfruchtbare  Richtung.  Den  entscheidenden 
Anstoss  zur  Wiederaufnahme  kinetischer  Untersuchungen  im  Be- 
reiche  der  Maschinenlehre  gab  J.  v.  Eadinger,  der  in  seinena  Werke 
,,Uber  Dampfrnaschinen  niit  hoher  Kolbengeschwindigkeit"17)  die  erste 
alien  praktischen  Anforderungen  geniigende  Lb'sung  des  Schwungrad- 
problemes  gab.  Hier  verband  sich  die  grofie  Anschaulichkeit,  die  der 
synthetischen  Methode  einfachen  Problemen  gegeniiber  innewohnt,  mit 
dem  unmittelbar  zutage  tretenden  praktischen  Erfolg  der  Uberlegungen, 
um  diesen  in  kurzer  Zeit  allgemein  Eingang  zu  verschaffen.  Von 
weit  geringereni  Einfluss  blieb  F.  Grashofs  ,,Theoretische  Maschinen 
lehre"18),  das  umfassendste  und  griindlichste  deutsche  Lehrbuch  auf 
diesem  Gebiete.  Grasliof  gewahrt  den  Ileuleauxschen  Anschauungen 
breiten  Rauin,  schliesst  aber  sachgemasse  kinetische  Ansatze  fiir  das 
Schwungrad-,  das  Regulatorproblem  usf.  an.  Wenn  diese  Ansatze 
auch  in  der  Regel  nicht  so  weit  gefiihrt  waren,  dass  sie  eine  prak- 
tische  Verwertung  ermoglichten,  muss  man  in  ihnen  doch  die  Grund- 
lage  fiir  viele  erfolgreiche  neuere  Arbeiten  erkennen. 

In  England  war  der  Gegensatz  zwischen  der  theoretischen  und 
technischen  Mechanik  nie  so  schroff  hervorgetreten  wie  in  Frankreich 
und  Deutschland.  Die  allgemeinen  Lehrbiicher  hatten  sich  von  der 
abstrakten  Jacobischen  Richtung  weit  ferngehalten,  und  einzelne  Phy- 
siker  wie  Cl.  Maxivell  u.  a.  nahmen  bedeutenden  Anteil  an  der  Fort- 
bildung  der  technischen  Mechanik.  Hier  schuf  auch  W.  J.  M.  Eankine 
in  seinen  thermodynamischen  Arbeiten  die  Grundlagen  der  technischen 
Physik19). 

In  den  von  englischen  Autoren  stets  gepflegten  Bestrebungen, 
die  auf  anschauliclie  und  konkrete  Erfassung  der  mechanischen  Sdtze 
gerichtet  sind,  erblicken  wir  den  einen  die  gegenwartige  Entwicklung 
der  technischen  Kinetik  beherrschenden  Gesichtspunkt1'0).  Daneben 
drangt  die  durch  die  Fortschritte  der  Techuik  bedingte  Erweiterung 
der  Problems  zu  einer  entsprechenden  Erweiterung  der  metlwdisclien 
HilfsmiUel  in  bestimmter  Richtung. 

Die     einfachsten    technischen    Aufgaben.    die    vor    etwa     einem 


17)  J.  lladinger ,   Uber  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit, 
Wien  1870;    3.  Aufl.  ebenda  1892. 

18)  F.  Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre,  3  Bde.,  Hamburg  1875 — 1890; 
2.  Bd. :  Theorie  der  Getriebe  u.  d.  mechanischen  Messinstrumente,  1883. 

19)  Vgl.   W.  J.  M.  Rankine,  A  manuel  of  applied  mechanics,  London  1858. 

20)  Vgl.  F.  Klein  u.  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Leipzig  1897—1910. 
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Jahrhundert  aktuell  waren,  liessen  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Newton- 
schen  Gesetze  erledigen.  Aber  schon  lange  vorher  liatte  L.  Euler  im 
Anschluss  an  Untersuchungen  fiber  Schiffsbewegung  die  Grundlagen 
einer  Methode  entwickelt,  die  wir  oben  als  die  synthetische  bezeiclinet 
haben:  Fur  jeden  einzelnen  Korper  eines  Systems  sind  Schwerpunkts- 
und  Momentengleichung  aufzustellen  und  daraus  -  -  wofern  nur  der 
Bewegungsverlauf  untersucht  werden  soil  —  die  Reaktionskrafte  zu 
eliminieren.  Wenn  man  auch  bei  konsequenter  Durchfiihrung  dieses 
Gedankens  so  weit  kommen  kann,  als  die  Tragweite  der  Stereomechanik 
iiberhaupt  reicht,  so  scheint  doch  den  Bediirfnissen  der  technischen 
Kinetik,  zumindest  in  vielen  Fallen,  eine  andere  Methode  besser  an- 
gepasst  zu  sein,  die  man  die  analytische  oder  Lagrangesche  zu  nennen 
hat.  Hier,  in  der  ,,Systemmechanik",  wird  von  der  lebendigen  Kraft 
des  ganzen  mechanischen  Systems  und  der  Arbeit  der  Krafte  am 
System  ausgegangen,  und  man  gelangt  unmittelbar  zu  Gleichungen, 
welche  die  Reaktionen  nicht  enthalten.  In  der  Statik  aussert  sich  der 
Unterschied  der  beiden  Methoden  derart,  dass  das  einemal  eine  wieder- 
holte  Anwendung  des  Satzes  vom  Krafteparallelogramm,  das  andremal 
das  Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten  auftritt.  Der  Begriff  der  ,,redu- 
zierten  Masse",  wie  ihn  Grashof*1)  eingefuhrt  hat,  und  der  in  zahl- 
reichen  neueren  Arbeiten,  z.  B.  in  A.  Stodolas  Untersuchungen  iiber  das 
Regulierproblem22),  eine  grundlegende  Rolle  spielt,  ist  in  wenig  ver- 
anderter  Form  ein  Lagrangescher  Systembegriff.  Gewisse  von  O.Mohr*3} 
und  F.  Wittcribauer™}  unternommene  Versuche,  eine  neue  ,,Theorie  der 
technischen  Kinetik"  zu  entwickeln,  bewegen  sich  in  den  Anfangs- 
elementen  Lagrangescher  Systemmechanik.  Endlich  ist  auch  darauf 
hinzuweisen,  dass  neuere  Lehrbucher  technischer  Richtung,  wie  das  von 
H.  Lorenz2*)  oder  von  A.  Foppl2G),  anders  als  es  vor  wenigen  Jahr- 
zehnten  der  Fall  war,  die  sog.  LagrangescheiL  Gleichungen  ,,zweiter  Art" 
in  den  Lehrstoff  mit  aufnehmen.  Es  ware  nun  noch  zu  wunschen, 
dass  im  Zusammenhang  mit  der  Erweiterung  der  Aufgaben  und  der 
Methoden  der  technischen  Mechanik  durch  eine  Vertiefung  der  experi- 
mentellen  Studien  (z.  B.  in  alien  Reibungsfragen)  auch  die  pliysilialischen 
Grundlagen  der  Kinetik  gefordert  wiirden. 


21)  A.  a.  0.  2,  p.  347. 

22)  Zeitschr.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,   p.  506;  Schweizer  Bauzeitg.  22  (1893), 
p.  113  und  23  (1894),  p.  108. 

23)  Abhandl.  aus  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik,  Berlin  1906,  p.  168. 
'24)  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  57. 

25)  Technische  Mechanik  starrer  Systeme,  Miinchen  1902. 

26)  Vorlesungen  iiber  techn.  Mechanik,  6  Bde.,  Leipzig  1900  ff.  (1.  Aufl.  1897  ff.)- 
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I.  iifoersicht  iifoer  die  Kraftfelder  der  Maschinen. 

1.  Einleitung. 

la.  Abgrenzung  des  Problems  vom  Standpunkt  der  Stereo 
kinetik.  Eine  Maschine  besteht  im  wesentlichen  aus  einer  Verbindung 
fester  widerstandsfahiger  Korper,  die  sich  in  ihrer  Bewegungsfreiheit 
gegenseitig  beschranken  und  die  in  erster  Annaherung  als  starr  an- 
gesehen  werden  diirfen.  Man  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Bewegung 
dieser  Korperverbindung  mit  den  Mitteln  der  StereoJdnetiJc  (d.  h.  der 
Mechanik  starrer  Korper)  zu  behandeln  27),  und  wie  weit  dies  moglich 
1st,  hangt  in  erster  Linie  davon  ab,  was  man  von  vornherein  iiber  die 
in  der  Maschine  wirksamen  Krdfte  weiss.  Betragt  n  die  Zahl  der  starren 
Korper  des  ins  Auge  gefassten  Systems28),  If  die  seiner  Freiheitsgrade, 
so  ist  zunachst  notwendig,  dafi  die  an  den  einzelnen  Korpern  angreifenden 
Krafte  nur  bis  auf  wenigstens  Qn  —  k  skalare  Grossen  gegeben  sind,  die 
als  Unbekannte  in  die  Qn  Bewegungsgleichungen  der  n  starren  Korper 
eingehen.  Allgemein  pflegt  man  ganz  bestimmte  Komponenten  der- 
jenigen  Krafte  bzw.  Kraftmomente,  deren  Auftreten  mit  dem  Bestehen 
von  Bewegungsbeschrankungen  zusammenhangt,  als  Unbekannte  anzu- 
sehen29)  und  nennt  sie  Eeaktionskrafte  (auch  ,,Bindungskrafte",  ,,ver- 
lorene  Krafte")  bzw.  Eeakiionsmomente.  Es  sind  dies:  der  Normaldruck, 
wirksam  zwischen  zwei  Korpern  des  Systems  oder  einem  solchen  und 
einer  nicht  zum  System  gehorigen  Fiihrungsnache  von  vorgeschrie- 
bener  Bewegung,  ferner  die  Haftreibung  gegen  Gleiten,  Rollen  oder 
Bohren,  deren  Definition  wir  in  Nr.  6  a  geben.  Alle  anderen  Krafte, 
die  fiir  irgend  einen  Korper  des  Systems  aussere  Krafte  sind,  heissen 
eingepragte  Krafte™},  ihre  Gesamtheit  bildet  das  Kraftfeld  der  Ha- 
schine.  Ehe  man  an  die  stereokinetische  Untersuchung  herangeht, 

27)  Vgl.  die  Bemerkungen  in  IV  6,  Nr.  40  (P.  Stackel). 

28)  Einriclitungen,  die  Zwecke  einer  Maschine  erfiillen,  aber  keine  bewegten 
festen  Korper  umfassen,  wie  etwa  die  Strahlpumpen  (IV  21,  Nr.  12,  M.  Grubler) 
oder  ahnliche  Strahlapparate  (V  5,  Nr.  19,  M.  Schroter  u.  L.  Prandtl)  nennt  man 
in   der  Regel  nicht  nMaschinen";   jedent'alls   bleiben  sie  in  der  folgenden  Dar- 
stellung  unberiicksichtigt. 

29)  Diese  Auffassung  ist  in  der  Idealmechanik,  d.  h.  bei  Vernachlassigung 
Ton  Bewegungsreibung ,   die   allein  herrschende,   wofern  man  von  Darstellungen 
absieht,    die  jede  mechanische  Deutung    der  in  den  Bewegungsgleichungen  auf- 
tretenden  unbekannten   Hilfsgrossen    (Multiplikatoren  usw.)    vermeiden;    s.  IV  6 
Nr.  41  b,  P.  Stackel.    Uber  die  Abweichungen,  zu  denen  die  neue  Reibungstheorie 
von  P.  Painleve  fuhrt,  vgl.  unten  Nr.  6b. 

30)  Nach  K.  Heun  u.  G.  Hamel,   im  Anschluss  an  die  Newtonsche  vis  im- 
pressa.   Bei  G.  Kirchhoff  (Mechanik  1876,  p.  21)  nbewegende  Krafte",  bei  L.  Boltz- 
mann  (Prinzipe  d.  Mechanik,  1,  1897,  p.  123)  ,,explizite  Krafte"  usf. 
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muss  das  Kraftfeld  als  Funldion  der  Zeit,  der  Koordinaten  und  Hirer 
ersten  beiden  Ableitungen,  scliliesslicli  der  Realdionsgrossen  vollstdndig 
bekannt  sein;  dabei  ist  zuzulassen,  dass  es  vorerst  noch  von  anderen 
Variabeln  abhangt,  die  untereinander  und  mit  den  eben  genannten 
durch  eine  entsprechende  Anzahl  von  endlichen  oder  Differentialglei- 
chungen31)  verkniipft  sind.  Die  Gleichungen,  die  die  eingepragten 
Krafte  derart  als  Funktionen  der  Zeit,  der  Koordinaten  usw.  dar- 
stellen,  nennt  man  Kraftgesetze. 

In  zweierlei  Richtung  sieht  man  sich  veraulasst;  bei  Behandlung 
mascliinentechnischer  Probleme  uber  die  Stereokinetik  liinauszugelien. 
Erstens  kann  es  aus  prinzipiellen  Griinden  (Existenz  und  Eindeutig- 
keit  der  Losung)  oder  aus  praktischen  (bessere  Ubereinstirnmung  mit 
Beobachtungen)  erforderlich  werden,  feste  Teile  der  Maschine  nicht 
als  starr,  sondern  als  deformierbar  anzusehen.  Zweitens  aber  kann  man 
in  der  Regel  die  fur  das  System  starrer  Korper  eingepragten  Krafte 
nicht  bestirnmen,  ohne  eine  Untersuchung  vorangehen  zu  lassen,  die 
-  soweit  sie  uberhaupt  in  das  Gebiet  der  Mechanik  flillt  -  -  eine 
Betrachtung  der  nicht-starren ,  mit  den  festen  Haschinenteilen  in  Ver- 
Undung  stehenden  Korper  (Betriebsmittel,  Werkstiicke  usf.)  in  sich 
schliesst.  -  -  Zum  ersten  Punkt  ist  zu  bemerken7  dass  man  die  zu- 
gleich  notwendigen  und  kinreichenden  Bedingungen  dafiir,  dass  der  An- 
satz  fiir  starre  Korper  eine  widerspruchsfreie  und  eindeutige  Losung 
besitze,  nicht  kennt32).  Die  fur  die  Losbarkeit  de,s  kinetostatischen 
Problems  notwendige  Bedingung  (sog.  statische  Bestimmtheit),  dass 
die  Zahl  der  unbekannten  Reaktionen  nicht  grosser  als  6n  —  &  sei,  ist 
in  der  Kinetik  im  allgemeinen  nicht  notwendig;  denn  es  lassen  sich 
stets  Lagrangesche  Gleichungen  aufstellen 33),  in  denen  die  Reaktionen, 
da  sie  keine  virtuelle  Arbeit  leisten,  nicht  unmittelbar  auftreten. 
.Nur  wenn  die  eingepragten  Krafte  ihrerseits  von  den  Reaktionen  ab- 
htingen  (Bewegungsreibung),  kann  es  auch  fiir  die  Losung  kinetischer 
Probleme  erforderlich  werden,  auf  die  Elastizitatsverhaltnisse  einzu- 
gehen34);  doch  sind  maschinentechnische  Probleme  dieser  Art  bisher 

31)  Ein  solcher  Fall  z.  B.  beim  Turbinenregulator,  Nr.  18  c. 

32)  Vgl.  a.  Nr.  6  b  und  die  dort  angefuhrten  Arbeiten  von  P.  Painleve  und 
G.  Hamel. 

33)  Vgl.  K.  Heun,  ferner  Vorbemerkung   p.  219.     Besitzt  das  System  sog. 
nicht-holonome  Bedingungen,    so  treten  an  Stelle  der  in  der  Vorbem.  p.  219 
besprocbenen    Lagrangeschen    Gleicbungen    etwas    allgemeinere:    L.  Boltzmann, 
Prinz.  d.  Mechanik  2,  Leipzig  1904,  p.  104;  G.  Hamel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1904). 

34)  Nach  Carl  Neumann  (Leipzig  Ber.  1887,  p.  184)  heissen  Systeme  starrer 
Korper  nvollkommen",   wenn  ihr  Kraftfeld  nicht  von   den  Reaktionen  abhangt; 
solche  Systeme   sind   stets  stereokinetisch  bestimmt. 
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kaum  durchgefuhrt  worden.  Wo  im  folgenden  Ansatze  zur  Sprache 
kommen,  die  in  akzessorischer  Weise  die  Elastizitat  einzelner  Ma- 
schinenteile  berucksichtigen  (z.  B.  Nr.  13c),  handelt  es  sich  nicht  um 
Vermeidung  stereokinetischer  Unbestimmtheit.  sondern  um  Anpassung 
an  charakteristische  Beobachtungsergebnisse.  —  Der  zweite  Punkt  be- 
riihrt  die  bei  jedem  mechanischen  Problem  schwierige  Frage  nach 
der  zweckmassigen  Abgrenzung  des  Systems.  Einen  Teil  aus  einem 
grosseren  Komplex  bewegter  Maschinen  herauszutrennen,  hat  natiirlich 
nur  dann  einen  Sinn,  wenn  der  Verlauf  der  in  den  Schnittflachen  wir- 
kenden  Krafte  bekannt  ist.  Fasst  man  aber  selbst  ein  vollstandiges,  bei- 
spielsweise  aus  Turbine,  Schwungrad  und  Pumpe  bestehendes,  Aggregat 
ins  Auge,  so  lasst  sich  dieses  vom  Standpunkt  der  Stereokinetik  aus 
nur  behandeln,  sobald  man  den  Dampfdruck  auf  die  Turbinenschaufeln 
und  den  Wasserdruck  auf  den  Pumpenkolben  in  alien  seinen  Beziehungen 
zum  Bewegungsvorgang  kennt:  diese  Kenntnis  verschafft  uns  erst  eine 
vorausgehende  thermodynamische  bzw.  hydraulische  Untersuchung,  die 
in  das  Gebiet  der  allgemeinen  Maschinenlehre  zu  verweisen  ist.  In 
demselben  Verhaltnis  steht  die  Maschinenkinetik  zur  angewandten 
Elektrizitatslehre  und,  wo  es  sich  um  Werkzeugmaschinen  handelt, 
zur  sog.  technologischen35)  Mechanik.  In  jedem  Fall  ist  auch  eine 
rein  empirische  Kenntnis  des  Kraftverlaufes  moglich  (Indikatordia- 
gramme),  wie  auch  alle  Zwischenstufen  zwischen  dem  unmittelbar 
experimentell  ermittelten  und  dem  auf  Grund  theoretischer  Erwagungen 
konstruierten  Kraftfeld  vorkommen.  Beziiglich  der  vorbereitenden, 
ausserhalb  der  Stereokinetik  liegenden,  Untersuchungen  wird  im  fol 
genden  stets  auf  die  einschlagigen  Referate  von  S.Finsterwalder  (IV  17), 
M.  GriiUer  (IV  21),  A.  Kriloff  und  C.  H.  Mutter  (IV  22),  Th.v.Kdrman 
(IV  27),  M.  Scliroter  und  L.  Prandtl  (V5)  und  F.  Emde  (V  20)  hin 
ge  wiesen.  Dem  Bericht  iiber  die  Maschinen -Kraftfelder  bleibt  es 
lediglich  vorbehalten,  die  erforderlichen  Hilfsmittel  fiir  die  Durch- 
fiihrung  des  stereokinetisclien  Problems  bereitzustellen,  also  1.  eine 
IJbersicht  der  Kraftgesetze  zu  geben,  die  fiir  die  wichtigsten  Maschinen 
in  Betracht  kommen,  2.  die  mathernatische  Darstellung  der  Kraft- 
gesetze  im  Hinblick  auf  die  Integration  der  kinetischen  Gleichungen 
zu  erortern. 

Ib.  Die  verschiedenen  Arten  auftretender  Krafte.  Betrachtet 
man  die  Maschinen  mit  Riicksicht  auf  die  technische  Aufgabe,  die  sie 
zu  erfiillen  haben,  so  gelangt  man  zu  folgender  Einteilung  der  ein- 

35)  D.  i.  die  Mechanik  bleibender  (nicht-elastischer)  Formanderungen,  mit 
deren  Erzielung  sich  die  mechanische  Technologie  befasst.  Uber  die  Bezeichnung 
vgl.  P.  Ludwik,  Elemente  der  technologischen  Mechanik,  Berlin  1910. 
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gepragten  Krafte:  a)  Betriebskrdfte  sind  jene  Krafte,  deren  Auftreten 
wesentlich  mit  dem  techniechen  Zweck  der  Maschine  verkniipft  ist; 
sie  zerfallen,  je  nachdem  sie  Arbeit  leisten  oder  verzehren7  in  Antriebs- 
'krdfte  und  Nutzwiderstande.  b)  Bewegungswiderstdnde  sind  Krafte,  die 
stets  Arbeit  verzehren  und  deren  tJberwindung  nicht  von  vornherein 
Zweck  der  Maschine  ist,  die  sich  aber  infolge  der  physikalischen 
Eigenschaften  der  Korper  niemals  ganz  vermeiden  lassen.  c)  Als 
Nebenkrdfte  bezeichnen  wir  die  Krafte,  die  in  der  Arbeitsbilanz  der 
Maschine  keine  Rolle  spielen,  indem  sie  —  mindestens  bei  Betrachtung 
eines  langeren  Betriebszeitraumes  -  -  im  ganzen  Arbeit  weder  leisten 
noch  verzehren  (Schwere  der  einzelnen  Maschinenteile,  Federkrafte  usf.)86). 
Fur  den  stationaren  Bewegungszustand  nennt  man  den  Quotienten  aus 
der  Arbeit  der  Nutzwiderstande  durch  die  Arbeit  der  Nutz-  und  Be- 
wegungswidersttinde  den  mechanischen  Wirkungsgrad  der  Maschine; 
doch  lassen  sich  in  vielen  Fallen  die  beiden  Arten  von  Widerstanden 
nicht  scharf  trennen  (z.  B.  bei  Spinnmaschinen  u.  dgl.). 

Als  Kraftmaschine  oder  Motor  bezeichnet  man  eine  Maschine, 
deren  Nutzwiderstand  die  Riickwirkung  der  Antriebskraft  einer  anderen 
Maschine  oder  einer  Transmission  ist:  die  vorn  Motor  oder  der  Trans 
mission  angetriebenen  Maschinen  heissen  ArbeitsmascJiinen  (Genera- 
toren)87).  Fiir  die'  Untersuchung  der  Kraftfelder  kommen  als  Betriebs- 
krafte  lediglich  die  Autriebskrafte  der  Motoren  und  die  Nutzwider 
stande  der  Generatoren  in  Frage.  Zweckmassigerweise  behandelt  man 
gemeinsam  die  Kraftmaschinen  und  ihre  unmittelbaren  Unikehrungen 
(Warme-  und  Kaltemaschinen,  Turbinen  und  Kreiselpumpen  usw.)  und 
stellt  ihnen  die  Bearbeitungsmaschinen  gegeniiber.  In  die  erste  Gruppe 
gehoren  neben  den  eleldrischen  Maschinen  (Nr.  4)  die  mit  mechanischen 
Betriebsmitteln  (Wasser,  Gas,  Dampf,  Luft)  arbeitenden;  sie  erscheinen 
in  zwei  auffallend  verschiedenen  Typen  als  KolbenmascUnen  (Nr.  2) 
und  als  Schaufel-  oder  Kreiselrader  (Nr.  3).  In  jedem  FaUe  hat  man 
hier  ausser  dem  Kraftfeld  des  stationaren  Betriebszustandes  auch  die 
durch  die  Wirkung  eines  Eegulators  oder  durch  willkurliches  Ein- 
greifen  entstehenden  Veranderungen  im  Kraftfeld  zu  untersuchen.  Das 
Gebiet  der  Bearbeitungsmaschinen  ist  ein  so  weites  und  vielfiiltiges,  dass 
nur  die  wichtigsten  Fiille  (in  Nr.  5)  zur  Sprache  kommen  konnen. 

36)  F.  Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre  2,  p.  233,  teilt  alle  Krafte  in 
Antriebskrafte,  Nutz-  und  Bewegungswiderstande  und  windifferente"  Krafte. 

37)  Naturlich    konnen    Motor    und    Arbeitsmaschine    ohne    irgendwelche 
Zwischenschaltung  so  eng  vereinigt  werden,  dass  sie  zusammen  als  eine  einzige 
Maschine  erscheinen  (Beispiel:  Luftdruckwerkzeuge).   tber  die  Nomenklatur  vgl. 
F.  Eeuleaux,  Lehrbuch  der  Kinematik  1,  Braunschweig  1875,  p.  494. 
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Die  beim  Maschinenbetrieb  auftretenden  Bewegungsividerstande 
sind  entweder  Reibung  in  den  Beriihrungsstellen  fester  Maschinenteile 
(Nr.  6 — 7)  oder  Widerstdnde  im  umgebenden  Mittel,  Luft  oder  Wasser 
(Nr.  8).  Als  Nebenkrafte  sind  abgesehen  von  der  Schwere,  deren  Be- 
riicksichtigung  bei  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  keine 
Schwierigkeiten  bereitet,  die  sog.  Federkrafte  hervorzuheben;  Luft- 
puffer  mid  ahnliche  Einrichtungen  werden  mit  den  Kolbenmaschinen 
erledigt.  Elastische  Federn  pflegt  man  in  Maschinengetriebe  derart 
einzubauen,  dass  sie  bei  normalem  Betrieb  eine  im  Vorhinein  bekannte 
einfache  Mannigfaltigkeit  von  Konfigurationen  durchlaufen.  Die  Grosse 
der  von  der  Feder  ausgeiibten  Kraft  kann  dann  in  der  Regel  als  lineare 
Funktion  geeignet  gewahlter  Systemkoordinaten  angesetzt  werden. 
Dabei  ist  in  einzeluen  Fallen  (rotierende  Regulatorfeder,  Nr.  15  c)  auf 
die  Masse  der  Feder  Riicksicht  zu  nehmen. 

Ic.  Die  Methoden  der  mathematischen  Darstellung  der  Kraft 
felder.  Die  mathematische  Darstellung  der  Maschinen-Kraftfelder  fur 
die  Zwecke  der  kinetischen  Untersuchung  erfolgt  in  den  meisten  Fallen, 
namentlicn  bei  Kolbenmaschinen,  graphisch  (vgl.  Nr.  2,  insbes.  Nr.  2  c). 
Die  zur  Losung  der  Bewegungsgleichungen  erforderlichen  algebraischen 
Operationen,  Quadraturen  und  Integrationen,  werden  dann  oft  auf  zeich- 
nerischem  Wege  durchgeftihrt38).  Diese  Methode  erweist  sich  nicht  nur 
dort  niitzlich,  wo  unmittelbar  empirisch  gefundene  Kraftdiagramme  vor- 
liegen,  sondern  auch  iiberall,  wo  die  theoretischen  Ausmittlungen  zu 
komplizierten  (etwa  stfickweise  verschiedenen)  analytischen  Ausdriicken 
fiihren  (das  7,theoretische"  Dampfdiagramm,  Nr.  2b).  Auch  sind  in 
vielen  Fallen,  so  bei  elektrischen  Maschinen  (Nr.  4),  die  Krafte  unter 
einander  oder  mit  den  Koordinaten,  von  denen  sie  abhangeu,  durch 
einfache  geometriscJte  Beziehungen  verkniipft,  die  sich  am  besten  graphisch 
behandeln  lassen.  Um  zu  formelmassigen  Ergebnissen  zu  gelangen,  mu8 
man  aber  zu  analytischen  Hilfsmitteln  greifen.  Hier  ist  die  Anwendung 
endlicher  trigonometrischer  Reihen  (harmonische  Analyse)  hervorzuheben, 
die  namentlich  dann  am  Platze  ist,  wenn  die  Kraft  wenigstens  mittel- 
bar  als  periodische  Funktion  der  Zeit  gegeben  erscheint.  In  vielen 
Fallen  macht  man  von  deni  Ansatz  einer  Potenzentwicldimg  Gebrauch, 
urn  die  Differentialgleichungen  linear  oder  doch  moglichst  einfach 
zu  gestalten;  die  eleinentaren  Formeln  der  Turbinentheorie  (Nr.  3) 
sind  vielfach  in  diesem  Sinne  aufzufassen.  Beide  Gesichtspunkte 
werden  in  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  vereinigt,  die  ins- 


38)  Einen  systematischen  Versuch  in  dieser  Richtung  bildet  F.  Wittenbauers 
,,Graphische  Dynamik  der  Getriebe",  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1»04),  p.  57. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  1,  II.  12 
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besondere  in  der  Theorie  der  Regulatoren  (Nr.  14 — 18)  grosse  Dienste 
leistet. 

2.    Kolbenmaschinen. 

Der  in  einem  Kreiszylinder  axial  verschiebbare39)  Kolben  steht 
in  Wechselwirkung  mit  dem  Arbeit  abgebenden  oder  aufnehmenden 
Betriebsmittel:  Wasser,  01,  Dampf,  Gas,  Luft  usf.  Man  setzt  die  Druck- 
verteilung  iiber  den  Querschnitt  als  gleichformig  oder  wenigstens  sym- 
metrisch  voraus  und  bezeichnet  die  Summe  (das  Flacbeuintegral)  der 
in  die  Axenrichtung  fallenden  Druckkomponenteu  als  resultierenden 
Kolbendruck  oder  als  Kolbenkraft.  In  den  theoretischen  Aufstellungen 
iiber  die  Grosse  der  Kolbenkraft  lassen  sich  drei  verschiedene  Auf- 
fassungen  unterscheiden,  die  je  nach  den  besonderen  Verhaltnissen  des 
einzelnen  Falles  Geltung  gewinnen.  1.  Die  rein  statistic  Auffassung 
sieht  die  Vorgange  im  Zylinder,  soweit  es  sich  um  das  Betriebsmittel 
bandelt,  lediglich  als  eine  Aufeinanderfolge  von  Gleichgewichtszustanden 
an  und  betrachtet  diese  ohne  Riicksicht  auf  die  Geschwindigkeit,  mit 
der  die  Zustandiinderung  erfolgt;  sie  fiihrt  daher  zu  einem  nur  von  der 
Ko\\)en.stellung  abbangigen  Ausdruck  fiir  die  Kolbenkraft.  2.  Eine 
hliufig  als  ,,dy-namisch"  bezeichnete  Metnode  beriicksichtigt  die  Ver- 
anderlichkeit  der  Stromungswiderstande  in  der  Zuleitung,  in  den  Ab- 
sperrorganen  usf.  mit  der  Stromungsgeschwindigkeit;  sie  ergiebt  den 
Kolbendruck  abbangig  von  der  Kolbenstcllung  und  der  Kolben- 
geschwindigkeit ,  wofern  niclit  der  Einfluss  frei  betveglicher  Ventile 
oder  dgl.  die  ganze  Betrachtungsweise  erschwert  oder  unmoglich  macbt. 
3.  Die  vollstandige  kinctische  Auffassung  stellt  auch  die  Massenbeschleu- 
nigung  des  Betriebsmittels  in  Rechnung  und  giebt,  unter  Einfiibrung 
einer  praktisch  stets  zulassigen  Vereinfachung40),  die  Kolbenkraft  als 
Funktion  der  Stellung,  Geschwindigfoit  und  Beschleunigung  des  Kolbens.  — 
Der  Unterschied  der  Ergebnisse  in  den  drei  Fallen  wird  fiir  die  weitere 
Benandlung  des  Bewegungsproblems  der  Maschine  dann  belanglos, 
wenn  man  von  vornberein  die  Bewegung  des  Kolbens  mit  einiger  An- 


39)  Auf   Maschinen    mit   rotierendem   Kolben,    die    sehr   selten   ausgefiihrt 
werden  (vgl.  z.  B.  H.  Dubbel,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1903,  p.  1671,  ferner 
ebd.  p.  1685),   lassen  sich  die   folgenden  Erorterungen   grossenteils  iibertragen. 
tjber  die  sogen.  Kapselivcrke,  die  eine  tTbergangsform  zwischen  Kolbenmaschinen 
und    Kreiselriidern    darstellen,    vgl.    z.  B.    F.  lleuleaux,   Lehrb.  d.  Kinematik  1, 
p.  343  ff.   und  A.  v.  Ihering,    Die   Geblase,  Berlin   1903,   p.  306  ff.     Sie   werden 
im  vorliegenden  Referate  niclit  besonders  beriicksichtigt. 

40)  Genau  genommen  sind  nur  im  Falle  reiner  Potentialbewegung  der  Flussig- 
keit  die  Krafte  durch  die  augenUicklichen  Werte  von  Geschwindigkeit  und  Be- 
echleunigung  der  Fuhrungsflachen  bestimmt. 


2.  Kolbenmaschinen:  2  a.  Hydraulische  Kolbenmotoren  und  -Pumpen.     171 

naherung  kennt  (Schwungradmaschinen  im  stationaren  Betrieb)  und 
der  Einfluss  der  Geschwindigkeit  oder  Beschleunigung  auf  das  Kraftfeld 
ein  geringer  ist;  denn  in  diesem  Falle  darf  man  in  dem  Ansatz  fur 
das  Kraftfeld  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  des  Kolbens 
annahernd  als  bekannte  Funktionen  des  Kolbenweges  ansehen.  Aus- 
schlaggebend  fur  den  Gang  der  kinetischen  Untersuchung  wird  da- 
gegen  die  Abhangigkeit  des  Kolbendruckes  von  der  Geschwindigkeit 
bei  Maschinen  ohne  Schwungrad,  wie  bei  hydraulischen  Pressen,  Luft- 
druckhammern,  direkt  gekuppelten  Dampfpumpen  usf. 

2  a.  Hydraulische  Kolbenmotoren  und  -Pumpen.  Bei  hydrau 
lischen  Kolbenmotoren  und  -Pumpen  ergiebt  die  rein  statische  Theorie 
einen  wahrend  des  ganzen  Hubes  konstanten  Wert  fur  den  Druck  K 
auf  jeder  Kolbenseite,  wenn  nicht  auf  die  meist  unbedeutende  Ver- 
anderlichkeit  der  Hohendifferenz  zwischen  Kolben  and  Wasserspieo-el 
Riicksicht  genommen  wird;  allgemeiner  gelangt  man  zu  einer  linearen 
Abhangigkeit  des  K  vom  Kolbenweg  s,  sobald  es  sich  um  stationaren 
Betriebszustand  handelt41).  Bei  Vorhandensein  langerer  Rohrleitung 
pflegt  man  den  Energieverlust  des  Wassers  in  dieser  durch  Hinzu- 
fiigung  eines  dem  s2  proportionalen  Gliedes42)  zu  beriicksichtigen43)  und 
auch  die  Beschleunigung  und  Verzogerung  der  Wassermasse  in  Rech- 
nung  zu  stellen.  Das  letztere  geschieht  unter  der  Annahme,  dass  die 
Geschwindigkeit  eines  jeden  Wasserteilchens  in  jedem  Augenblick  der 
Grosse  von  s  proportional  ist,  und  ftthrt  so  zu  einem  Ausdruck  von 
der  Form  as  -f  fes2,  mit  a,  b  als  Konstanten44).  Bind  die  Abschluss- 
organe  des  Zylinders  gesteuert  (vom  Kolben  aus  bewegt),  wie  es  bei 
den  Wassersaulenmaschinen  und  manchen  Pumpen  der  Fall  ist,  so  er- 
geben  die  hydraulischen  Widerstande  noch  ein  Glied  f(s~)s2,  so  dass 
im  ganzen  fur  die  Dauer  eines  Kolbenhubes 

(1)  K=  A  +  Ss  +  Cs2+  Ds  +  f(sys2 

wird,  wobei  A,  .  .  .,  D  Konstante  bedeuten.    Dem  Kolbenriickgano-  ent- 

DO 

spricht  dieselbe  Gleichung  mit  anderen  Werten  der  A,  B,  .  .  .,  ebenso 


41)  Von  periodischen  Schwankungen   des  Wasserspiegels,   wie   sie  sich  oft 
beobachten  lassen,  ist  hierbei  abgesehen.    Sie  hangen  mit  den  durch  die  Kolben- 
bewegung  erzwungenen  Schwingungen   des  Wassers  in   der  Leitung   zusammen, 
die  noch  nicht  theoretisch  untersucht  wurden. 

42)  Durch  den  iiber  einen  Buchstaben  gesetzten  Punkt  bezeichnen  wir  durch- 
wegs  die  Ableitung  nach  der  Zeit. 

43)  tiber  die  Begrundung  dieses  Ansatzes  s.  IY  20,  Nr.  4  (Ph.  Forchlieimer). 

44)  K.Hartmann  u.  J.  Knoke,  Die  Pumpen,  3.  Aufl.  v.  H.Berg,  Berlin  1906, 
p.  65  ff.     Vgl.  auch  IV  21,  Nr.  10  (M.  Grittier}. 

12* 
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bei  doppeltwirkenden  Maschinen  der  zweiten  Kolbenseite.  Fiir  Pumpen 
mit  frei  spielenden  Ventilen  suchen  verschiedene  ,,Ventiltheorien"  einen 
Ansatz  von  derselben  Form,  eventuell  unter  Hinzufiigung  einer  Funktion 
von  s,  zu  liefern45).  Die  durch  Indikatoraufnahmen  an  Pumpen  ge- 
wonnenen  Diagramme  reiclien  nicht  Inn,  uni  die  Zulassigkeit  einer 
dieser  Theorien  oder  des  Ansatzes  (1)  zu  erweisen,  da  die  beobach- 
teten  Abweichungen  des  K  von  der  Konstanten  A  im  grossten  Teil 
des  Hubes  zu  gering  sind,  am  Hubwechsel  aber  die  Indikator- 
schwingungen46)  infolge  der  plotzlichen  Druckanderung  bedeutend 
werden.  Dagegen  scheint  bei  Motoren  mit  gesteuerten  Absperrorganen 
und  kurzen  Leitungen  der  Ansatz  A  -j-  f(s)  s2  die  Beobaclitungen  gut 
wiederzugeben47).  Analog  verhalten  sicb  die  von  Hand  aus  gelenkteu 
Treil)kolben  hydraulischer  Hebezeuge  und  die  Servomotoren  hydrau- 
liscber  Regulatoren,  wobei  an  Stelle  von  f(s)  eine  in  analoger  Weise 
wie  f  zu  ermittelnde  Funktion  im  ersten  Falle  der  Zeit,  im  zweiten 
Falle  der  Regulatorstellung  tritt  (vgl.  Nr.  18  d).  Uber  die  Verhalt- 
nisse  an  sogenannten  Olkatarakten  vgl.  Nr.  8. 

2b.  Dampf-,  Gas-  und  Luftmaschinen.  "fiber  den  Verlauf  der 
Kolbenkraft  bei  Dampfmaschinen  liegt  umfangreiches  Material  in 
der  Litteratur  vor,  die  fast  durch wegs  die  rein  statische  Auffassung 
der  Zustandsanderungen  im  Zylinder  vertritt48).  Das  iibliche  ,,theo- 
retische  Dampfdiagramm"  der  Einzylindermaschine  besteht  aus  den 
als  Isobaren  angenommenen  Aus-  nnd  Einstromlinien,  so  wie  der 
Expansions-  und  Kompressionslinie;  die  auf  Grand  thermodynamischer 
tJberlegungen  allgemein  als  Polytropen49)  (eventuell  als  Adiabaten  oder 
Isothermen,  V  5,  Nr.  10 ff.,  M.  Schroter  u.  L.  Prandtl)  konstruiert  werden. 
Man  erbalt  so  fur  die  Kolbenkraft  einer  Zylinderseite 


45)  Vgl.  ausser  den  in  IV  21,  Nr.  10   zitierten  Arbeiten:  H.  Sieglerschmidt, 
Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  780;  G.  Lindner,  ebenda,  p.  1392. 

46)  Vgl.  z.  B.  A.  Stains,  Der  Indikator,  Berlin  1911,  p.  187.     ttber  die  Fehler- 
theorie  des  Indikators  vgl.  Nr.  22. 

47)  Zahlenwerte  der  Widerstandskoeffizienten  bei  H.  Lang,  Durchnusskoeffi- 
zienten  von  Steuerschiebern  hydraulischer  Hebezeuge,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.   1893,    p.  1281  ff.     Vgl.    auch    A.  Ernst,    Die    Hebezeuge    2,    Berlin    1903, 
p.  538. 

48)  Fiir  die  Zwecke  einer  Orientierung,  zugleich  als  Nachweis  von  Zahlen- 
werten,  seien  genannt:  C.  Leist,  Die  Steuerungen  der  Dampfmaschine,  Berlin  1905, 

p.  3 31 ;  jj.  Dubbel,  Entwerfen  und  Berechnen  der  Dampfmaschine,  Berlin  1905, 

p.  32 ff.;    ferner   die  betreffenden  Abschnitte  in   rDes   Ingenieurs   Taschenbuch", 
hrsg.  v.  Verein  nHutte".     Vgl.  auch  V  5,  Nr.  10—12  (M.  Schroter  u.  L.  PrandtT). 

49)  So  nennt  man  in   der  technischeu  Thermo dynamik  die  Kurven,   deren 
Gleichung  in   Cartesischen  Koordinaten  xyn  =  konst.   lautet.     Vgl.  V  5  a.  a.  0. 
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K=A  fur  0<s<s1:     K=A(s-1-±-°}*1  fur  ^  <  s  <  A 

\s  4-  V 

beim  Hingang, 
.£•  =  B  fur  7t  >  s  >  52;     JT==  JSp-^0-)"*  fur  s,  >  s  >  0 

\S     — r 

beim  Riickgang. 

Hierin  entsprechen  die  Konstanten  A  und  B  dem  Aus-  und  Einstrom- 
druck,  \  und  k2  sind  die  Exponenten  der  Polytropen,  und  die  Ver- 

haltnisse   -,-.  -~ ,  -~    charakterisieren    den    ..schadlichen    Raum".    die 

h  '    h  '    h 

,,Fullung"  und  j;Kompression"  der  Maschine.  Fiir  die  andere  Kolben- 
seite  gelten  analoge  Gleichungen.  Auf  Gfrund  derselben  tJberlegungen 
wie  bei  Einzylindermaschinen  werden  die  theoretischen  Diagramme  der 
Mehrzylindermaschine  konstruiert,  die  etwas  verwickeltere  Zusammen- 
setzung  haben.  Die  experimentell  ermittelten  Indikatordiagramme 
zeigen  im  wesentlichen  den  Verlauf  der  vorauskonstruierten ,  lassen 
aber  im  einzelnen,  namentlich  an  den  Ubergangsstellen  der  verschie- 
denen  Abschnitte;  bedeutende,  durch  Drosselung,  Warmeleitung  usw. 
bedingte ,  Abweichungen  erkennen 50).  Eine  Beriicksichtigung  der 
Energieverluste  in  der  Dampf leitung  und  den  Steuerungsorganen  hat 
neuerdings  W.  Schule  durchgefiihrt51),  der,  unter  der  Annahme  einer 
konstanten  Umdrehungsgeschwindigkeit  03  der  Kurbel,  s  als  bekannte 
Funktion  von  s  einfiihrt  und  damit  zu  einer  von  co  abhangigen  Aus- 
und  Einstromlinie  gelangt.  Der  dynamische  Einfluss  der  bewegten 
Dampfmasse  auf  die  Gestaltung  des  Kraftfeldes  ist  noch  nicht  theo- 
retisch  untersucht  worden. 

-  In  gleicher  Weise  wie  bei  den  Dampf maschinen  ist  die  statische 
Methode  zur  Ermittlung  des  Kraftfeldes  vorherrschend  bei  den  Ver- 
brennungsmotoren,  den  Kaltemaschinen,  die  eine  Umkehrung  der  Warme- 
kraftmaschinen  darstellen,  dann  den  Luftpumpen  und  Kompressoren. 
In  all  diesen  Fallen  setzt  man  das  ,,theoretische  Druckdiagranim"  aus 
einzelnen  Stiicken  zusammen,  die  je  durch  besondere  analytische  Aus- 
driicke  definiert  werden52),  und  zwar  aus  den  Tiber stromlinien,  den 

50)  Vero'ffentlichungen  derartiger  Diagramme  findet  man  in  alien  technischen 
Zeitschriften  in  grosser  Zahl. 

51)  Zur  Dynamik  der  Dampfstromung  in  der  Kolbendampfmaschine,  Zeitschr. 
d.  Ver.   deutsch.  Ing.   1906,    p.  1900;    ferner    Dinglers   polytechn.    Journ.   1905, 
Heft  1—13.    Vgl.   auch  M.  F.  Gutermuth,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  (1904), 
p.  329. 

52)  Neben  V5,  Nr.  13  u.  14    (M.  Schroter  u.   L.  Prandtl)   vgl.   zur  Kon- 
struktion  von  Diagrammen   etwa   die  Lehrbiicher:    A.  v.  Iheriny,    Die  Geblase, 
Berlin  1903,  2.  Teil;    H.  Guldner,  Entwurf  und  Berechnung  von  Verbrennungs- 
motoren,  Berlin  1905,  p.  167 — 186. 
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Expansions-  und  Kompressionslinien,  entsprechend  den  Gleichungen  (2), 
und  gegebenenfalls  der  Verbrennungslinie,  deren  Theorie  noch  wenig 
entwickelt  ist53).  Experimentell  aufgenommene  Indikatordiagramme 
bestatigen  die  grundsiitzlichen  Annahmen  und  zeigen  lediglich  Ab- 
weichungen,  die  sich  durch  Warmeverluste,  Undichtheiten  usf.  wenig- 
stens  qualitativ  erklaren  lassen.  Fur  Kompressoren  sind  Diagramme  auch 
unter  Beachtung  der  Drosselungsverluste,  in  der  Art  wie  bei  Dampf- 
maschinen,  konstruiert  worden54).  Bei  den  mit  Luftdruch  arbeitenden 
Motoren,  die  oft  von  Hand  aus  gesteuert  werden  und  in  der  Regel 
keine  Schwungrader  besitzen,  wird  der  Einfluss  der  Drosselung  fiir 
den  Bewegungsrerlauf  wesentlich;  speziell  fur  Luftdruckhiimmer  hat 
z.  B.  P.  JfoYZer55)  eine  auf  diesem  Gesichtspunkte  aufgebaute  kinetische 
Untersuchung  durchgefuhrt.  Dass  die  dynamisclien  WirJcungen  der  be- 
wegten  Luft-  oder  Gasmassen  fiir  das  Kraftfeld  der  Maschine  von  grosser 
Bedeutung  werden  konnen,  zeigen  die  an  parallel  geschalteten  Kom 
pressoren  beobachteten  Pendelungserscheinungen56),  sowie  die  periodi- 
schen  Schwankungen,  den  en  die  Zusammensetzung  des  Luft-Gas- 
gemisches  in  Verbrennungsmotoren  unterworfen  ist57).  Doch  liegen 
nennenswerte  tbeoretiscbe  Untersuchungen  iiber  diesen  Gegenstand  in 
der  Litteratur  nicht  vor. 

2  c.  Veranderungen.  im  Kraftfeld ;  Darstellung  des  Kraftverlaufes. 
Die  Kolbenkraft  einer  Maschine  kann  wahrend  des  Betriebes  von 
aussen  her  entweder  durch  willkurliches  Eingreifen'  oder  durch  die 
Wirkung  eines  automatischen  Regulators  Veranderungen  erfahren.  Im 
ersten  Falle  ist  K  auch  als  Funktion  der  Zeit,  im  zweiten  als  Funktion 
der  die  Reglerstellung  bestimmenden  Koordinate  anzusehen,  wofern 
das  ganze,  aus  Maschine  und  Itegler  bestehende,  mechanische  System 
der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  wird.  Bei  Dampfmaschinen,  und 
hier  und  da  auch  bei  Pumpen  und  Kompressoren,  treten  solche  Ande- 
rungen  in  einer  der  beiden  folgenden  Form  en  auf:  Erstens  als  beab- 


53)  H.  Giildner  a.  a.  0.   p.  535 — 556.     Neuere  Arbeiten  von  A.  Naetjel  u. 
W.  Borth  in  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1907  u.  1908. 

54)  Z.  B.  H.  Buer,    Zur  Dynamik  der  Luftbewegung  in  den  Ventilen  und 
Leitungen  von  Kolbenkompressoren,  Dinglers  polytechn.  Journ.  1908,  p.  565. 

55)  Mitteil.  iib.  Forschungsarb.,   hrsg.  v.  Ver.  deutsch.  Ing.,  Heft  37,  Berlin 
1907,  p.  65.     Auch  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  1150. 

66)  H.  Baer  u.  H.  Bonte,  Erfahrungen  im  Bau  und  Betrieb  von  Gas- 
geblasen,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  5.  S.  auch  die  in  Fussnote  26 
zitierte  Arbeit,  p.  600. 

57)  Vgl.  z.  B.  W.  Boeth,  Untersuchungen  u'ber  den  Verbrennungsvorgang  in 
der  Gasmaschine,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  521. 
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sichtigte  Drosselung,  durch  die  der  Druck  des  zu-  oder  abstromenden 
Betriebsmittels  beeinflusst  wird,  zweitens  als  Steuerungsdnderung 
(Fiillungs-  oder  Kompressionsanderung),  d.  h.  Verlegung  des  Abschluss- 
oder  Eroffnungszeitpunktes  der  Ventile  usw.  In  den  Gleichungen  (2) 
insbesondere  wird  entweder  A  (Druckregulierung]  oder  si  bzw.  s2 
(Fullungs-  bzw.  Kompressionsregulicrung]  Funktion  der  Zeit  oder  der 
Reglerstellung.  Komplizierter  liegen  die  Verhaltnisse  bei  Mehrzylinder- 
maschinen,  die  noch  wenig  untersucht  warden  (vgl.  Nr.  17c).  Bei  Ver- 
brennungskraftmaschinen  kann  man  den  Verlauf  der  Kolbenkraft  durch 
Verlegung  des  Zundzeitpunktes,  durch  Veranderung  des  Luf t-  Gasgemisches 
u.  a.  m.  beeinflussen.  Die  explizite  Form  der  Abhangigkeit  des  K  von 
der  Storung  ist  meist  nicht  leicht  anzugeben;  auch  wiirde  man  hier  zu 
sehr  komplizierten  Ausdriicken  gefiihrt  werden.  Soweit  daher  nicht- 
stationiire  Bewegungsvorgange  iiberhaupt  betrachtet  wurden,  hat  man 
sich  damit  begniigt,  einen  iiber  den  ganzen  Kolbenhub,  bzw.  iiber  ein 
voiles  Kolbenspiel,  erstreckten  Mittelwert  des  Druckes  einzufuhren.  Bei 
Untersuchung  des  Reguliervorganges  setzt  man  diesen  ,,mittleren  indi- 
zierten  Kolbendruck"  als  lineare  Funktion  der  Reglerstellung  an.  (Vgl. 
insbes.  Nr.  17.)  Fur  eine  ohne  Regulator  arbeitende  Kolbenkraftm  as  chine 
giebt  H.  Lorenz  dem  Ausdruck  fur  die  mittlere  Kolbenkraft  die  Form 
A  —  J5eo2,  mit  A,  B  als  Konstanten,  wobei  das  Zusatzglied  dem  Ein- 
fluss  der  Leitungswiderstande  usf.  Rechnung  tragen  soil58).  Die  konse- 
quente  Durchfiihrung  einer  Spaltung  des  Kraftfeldes  in  einen  sakular 
veranderlichen  und  einen  periodischen  Bestandteil,  wie  sie  in  der 
astronomischen  Mechanik  oft  mit  Vorteil  Anwendung  findet,  wiirde 
sich  wohl  auch  fur  die  Kinetik  der  Kolbenmaschinen  in  vielen  Fallen 
als  niitzlich  erweisen  (vgl.  Nr.  10  u.  11). 

liber  die  zur  weiteren  Verwertung  giinstigste  Form  der  Darstettung 
des  stationaren  KolbenJtraftverlaufes  (bei  annahernd  gegebenen  Kolben- 
geschwindigkeiten)  ist  zu  bemerken,  da6  es  nur  selten  zweckmassig  ist, 
von  den  Gleichungen,  die  das  theoretische  Diagramm  definieren,  auszu- 
gehen59).  Abgesehen  davon,  dass  ein  solcher  Vorgang  schon  im  Falle 
der  einzylindrigen  Maschine  recht  umstandlich  wird,  ist  es  wesentlich, 
dass  man  beim  zeichnerischen  Entwurf  eines  Diagrammes  leicht  uach 
den  an  Indikatoraufnahmen  gewonnenen  Erfahrungen,  scliatzungsweise 
Korrelduren  anbringen  kann,  die  den  Mangeln  der  Theorie  Rechnung 


58)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1900,  p.  1277. 

59)  Tataachlich  hat  F.  Grashof  in  seinem   Lehrbuch  zahlreiche   Probleme 
in  dieser  Weise  bearbeitet,  ohne  damit  recht  durchzudringen.    Die  neuere  tech- 
nische  Litteratur  hat  den  Weg  fast  vollstandig  verlassen. 
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tragen60).  Solche  sachgemass  konstruierte  Diagramme  bilden,  wo  nicht 
unmittelbar  experirnentell  ermittelte  vorliegen,  die  nach  dem  heutigen 
Stande  cler  Theorie  beste  Grundlage  fur  die  kinetische  Untersuchung. 

o  O 

Dabei  kann  man  je  nach  der  Problemstellimg  die  weiteren  Operationen, 
wie  Quadraturen  u.  dgl.,  auf  der  Zeichnung  selbst  ausfiihren,  oder  den 
Diagrammverlauf  durcli  einen  einheitlichen  analytisclien  Ausdnick  appro- 
ximieren.  Das  letztere  geschieht  bei  Maschinen  mit  Kurbeltrieb  meist 
in  der  Weise,  dass  die  Kolbenkraft  zunachst  ,,statisch  auf  den  Kurbel- 
weg  reduziert" 61)  und  damit  zu  einer  eindeutigen  periodischen  Funktion 
der  Systemkoordinate  gemacht  wird.  Auf  den  ,,Tangentialdruck"  lasst 
sich  dann  zweckmassigerweise  die  Methode  der  harmonischen  Analyse 
anwenden,  worauf  namentlich  H.  Lorenz  mit  Nachdruck  bingewiesen 
hat62),  der  auch  zeigte,  daB  man  bei  Dampfmaschinen  praktisch  mit 
wenigen  ersten  Gliedern  der  Fourierschen  Reihe  das  Auslangen  findet63). 
Gelegentlich  lassen  sich  die  Koeffizienten  des  trigonometrischen  An- 
satzes  besser  durch  Anpassung  an  besondere  charakteristische  Punkte 
der  gegebenen  Kurve  bestimmen64).  —  Bei  Maschinen  ohne  Kurbeltrieb, 
bei  denen  die  Abhangigkeit  des  Kraftfeldes  von  der  Geschwindigkeit 
des  Kolbens  massgebend  wird,  ist  eine  rein  graphische  Darstellung  der 
Kolbenkraft  natiirlich  nicht  moglich;  hier  wird  man  aber  durch  die 
Schwierigkeit  einer  geschlossenen  Integration  wieder  auf  ein  zeich- 
nerisches  Verfahren  gewiesen. 

3.    Kreiselrader.  , 

Ein  um  eine  feste  Axe  drehbares  Rad  (,,Lauf"-?  ,,Kreisel"-;  ,,Schaufel"- 
Rad)  tragt  an  seinem  Umfang  eine  Reihe  symmetrisch  angeordneter, 
quergestellter  Sclmufeln,  die  mit  demBetriebsmittel:  Wasser,  Dampf  usw. 
in  Wechselwirkung  stehen65).  Es  ist  das  vom  Betriebsmittel  auf  das 


60)  Vgl.  z.  B.  C.  Leist,  Die  Steuerungen  der  Dampfmaschine,  Berlin  1905,  p.  8. 

61)  Vgl.  unten  Nr.  10  a  Gl.  (4)  und  die  anschliessende  Erkliirung. 

62)  Technische  Mechanik  starrer  Systeme,   Miinchen  u.  Berlin  1902,  p.  VII. 

63)  Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1'JOl,  p.  93. 

64)  Vgl.  z.  B.  H.  Meutlt,  Kinetik  und  Kinostatik  des  Schubkurbelgetriebes, 
Diss.  Karlsruhe  1905,  p.  30  (auch  in:  Dinglers  polyt.  Journ.  1905). 

65)  tlber  die   mannigfachen  Formen    der  Kreiselrader    und   die   Besonder- 
heiten    ihrer    Theorie    orientieren    die    Lehrbiicher    iiber    Wasserturbinen    und 
Pumpen   (s.  das  Litteraturverzeichnis   zu  IV  21,   M.  Grubler),    iiber  Ventilatoren 
(z.  B.  A.v.Ihering,  Die  Geblase,  Berlin  1903),  fiber  Dampfturbinen  (s.  V  5,  Nr.  23, 
M.  Schroter  u.  L.  Prandtl),  iiber  Windrilder  (s.  IV  17,  Nr.  10,  S.  Fimterwalder). 
Grossere  Gebiete  sind  zuHammengefasst  bei  F.  Grashof,  Theoret.  Maschinenlehre  3, 
(1886);   W.  H.  Stuart  Garnett,  deutsch  von  C.  Heine,  Die  Schaufelmotoren,  Berlin 
1907.    Die  Grundlegung  einer  allgemeinen  Theorie  der  Kreiselrader  bedeutet  das 
noch  unvollendete  Werk  von  A.  Rateau,  Traite  de  turbomachines  1,  Paris  1900. 
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Rad   ausgeiibte  Drehmoment  M  um    die  Rotationsaxe    in   seiner  Ab- 
hangigkeit  von  dem  Bewegungszustande  zu  nntersuchen. 

3  a.  Allgemeine  Gleichungen  fur  das  Moment  des  Eaddmckes. 
Man  erhalt  zwei  fiir  ortsfesteMaschinen66)  allgemein  giiltige  Gleichungen 
durch  Anwendung  des  Flachensatzes,  bzw.  des  Energieprinzips  auf  ein 
Fliissigkeitsvolumen  V,  das  von  keinem  festen  Korper  durchsetzt  wird 
und  zu  dessen  Begrenzung  neben  den  wirksamen  OberflJichenteilen  des 
Rades  eine  willkiirlich  gewahlte  Abschlussnache  0  gehort.  Es  mogen 
bezeichnen:  Q,  c,p,  h,  G  spezif.  Masse,  Greschwindigkeit,  Druck,  vertikale 
Hohe  und  Geschwindigkeitsmornent  eines  Teilchens,  MG,  MP  das  Mo 
ment  des  in  V  enthaltenen  Fliissigkeitsgewichts  bzw.  der  Spannungen 
auf  0,  L'  die  von  den  Zahigkeitsspannungen  auf  0  in  der  Zeiteinheit 
geleistete  Arbeit,  U  den  sekundlichen  Energieverlust  innerhalb  V, 
schliesslich  dQ  die  durch  ein  Element  dO  sekundlich  eintretende 
Fliissigkeitsmasse.  Dann  lautet  der  Fla  chensatz  6T)  : 

(1)  M 

und    fiir    das    mit    der  Winkelgeschwindigkeit  o    rotierende  Rad   der 
Energiesatz: 

(2)  Mv  =     - 


wenn  H,  die  ,,hydraulische  Hohe"  eines  Teilchens,  durch 
(3)  H=  f  +h+  f^ 

2fiT  '     J     OQ 

eingefiihrt  wird.  Die  Integrale  iiber  dQ  eind  auf  die  ganze  Ober- 
flache  0  zu  erstrecken,  die  Volum  integral  e,  deren  Integrand  an  deri 
Radwanden  nicht  definiert  ist;  sind  durch  stetige  Annaherung  an  die 
Wande  zu  bilden;  das  Integral  in  (3)  bezieht  sich  auf  einen  momen- 
tanen  Stromfaden,  wofern  nicht  iiberhaupt  p  Funktion  von  p  allein 
ist.  Fiir  die  Momentengleichung  (1)  wahlt  man  passend  0  als  Ro- 
tationsflache.  die  das  Laufrad  unmittelbar  gesren  aussen  abschliesst: 

'  o     o  7 

es  hat  dann  MG  lediglich  bei  vertikalen  ,,Wasserradern"  ina  engern 
Sinn  Bedeutung,  und  MP,  das  nur  mehr  von  Zahigkeitsspannungen 


66)  Uber    die    Theorie    der   Luft-    und    Wasserpropeller    s.   IV  17,    Nr.  10 
(S.  Finsterwalder) ,  bzw.  IV  22,  Nr.  9  (.4.  Kriloff  u.  C.  H.  Mutter);  fiber  die  mit 
der  Kinetik  der  Luftfahrzeuge  zusammenhangenden  Fragen  vgl.  Nr.  26  des  vorl. 
Artikels. 

67)  Vgl.  E.  v.  Mises,  Phys.  Zeitschr.  10  (1909),  p.  140. 

68)  Diese  Grleichung  folgt  unmittelbar  aus  dem  Energiesatz  fiir  eine  kom- 
pressible  FKissigkeit,  Gl.  (1)  in  Nr.  14  des  Artikels  IV  14  (.4.  E.  H.  Love). 
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herruhrt,  verschwindet  annahernd,  wenigstens  bei  grosseren  Durchfluss- 
mengen  Q  und  ,,totaler"  Beaufschlagung  am  ganzen  Umfang  des 
Rades69).  Fur  die  Energiegleichung  (2)  lasst  man  V  aus  dem  vollen 
durch  das  Rad  gehenden  Fliissigkeitsstrom  bis  zu  zwei  entsprechend 
gewahlten  Querschnitten  im  Ober-  und  Unterlauf  bestehen;  es  wird 
dann  L'  klein  gegen  U. 

Bei  Betrachtung  des  stationdren  Betriebszustandes  fallen  die 
Volumintegrale  in  (1)  und  (2)  weg,  wenn  man  die  durch  die  Perio- 
dizitat  der  Schaufeln  bedingten  periodischen  Scbwankungen  als  klein 
ansieht  und  fur  alle  Grossen  die  Mittelwerte  iiber  eine  voile  Periode 
nimmt.  Setzt  man  uberdies  flldQ  ~  HQ  und  zerlegijCdQ  in 
einen  dem  Eintritt  und  einen  dem  Austritt  der  Stromfaden  entspre- 
chenden  Teil,  also  fCdQ  =  C^Q  —  CZQ,  so  erhalten  (1)  und  (2) 
die  in  der  elementaren  Turbinentheorie  verwendete  Form70): 


(4) 

(5) 

Die  Giiltigkeit  dieser  Gleichungen  wird  in  der  Regel  auch  auf  nicht- 

stationare  Bewegungszustande  des  Rades  ausgedehnt,  indem  man  den 

durch  langsame  Veranderlichkeit  der  Q,  CD,  H  usf.  bedingten  Teil  der 

Massenwirkung  vernachlassigt;  doch  ist  bei  hydraulischen  Radern  ein 

solcher  Vorgang  nicht  immer  berechtigt. 

3b.  Besondere  Falle.  Bei  Uberdrucli-(Eealdiojls-)Wassertwrbmen 
(zu  denen  insbesondere  die  Francis-Turkmen  gehoren),  bei  Kreisel- 
pumpen  und  SchkudergeUasen  (Ventilator  en)  bewahrt  sich  die  An- 
nahme,  dass  die  Stromung  im  rotierenden  Rade  und  die  in  seiner 
niichsten  Umgebung  (im  Leitrade)  ahnlich  bleibt,  wahrend  man  von 
einem  stationiiren  Zustande  zu  einem  anderen  iibergeht71).  Man  hat 
somit  die  absolute  Eintrittsgeschwindigkeit  und  die  relativen  Ge- 
schwindigkeiten  im  Rade  proportional  Q  zu  setzen,  wahrend  die  ab 
solute  Austrittsgeschwindigkeit  daneben  noch  ein  a  proportionates 
Glied  enthalt.  Da  die  Veranderlichkeit  von  0  bier  ausser  acht  bleiben 

69)  E.  v.  Mises,  Theorie  der  Wasserrader,  Leipzig  1908,  p.  82,  auf  Grund 
von  Versuchen  F.  Prditih,  Vergleichende  Untersuchungen  an  Eeaktions-Nieder- 
druckturbinen,   Zurich  1910   (S.  A.  Schweiz.  Bauz.  Bd.  45);  vgl.  auch   A.  Bateau 
a.  a.  0.  p.  35.    Dagegen  setzen  viele  Autoren,  z.  B.  A.  Stodola,  Die  Dampfturbmen, 
Berlin  1905,  p.  123,  fur  Mp  einen  dem  Quadrat  von  o>  annahernd  proportionalen 
Ausdruck,  den  sie  Versuchen  bei  Q  =  0  entnehmen.     Vgl.  dazu  Nr.  8,  Gl.  (3). 

70)  Gl.  (22)  und  (23)  in  IV  21,  Nr.  4  (M.  Grubler}. 

71)  Als  nHypothese  der  Konstanz  der  Stromlinien"  fonnuliert  bei  R.v.Mtses 

a.  a.  0.  p.  82. 
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darf,  folgt  zunachst   aus  (1)  mit  a,  1),  .  .  .  als  Konstanten.   der  Ansatz 

(6)  M  ==  CtQ  +  aQ*-}-  l>Qa>  +  aiQ  +  bLa>, 

der  die  bei  Turbinen  vorliegenden  Verhaltnisse  beherrscht.  Die  Grossen 
Q  und  Ct  konnen  durch  einen  Regler  beeinflusst  werden,  der  ent- 
weder  das  Wasser  im  Einstromrohr  drosselt  oder  durch  Verdrehen 
der  Leitschaufeln  die  Eintrittsverhaltnisse  andert  usf.72).  Bei  Pumpen 
und  Ventilatoren  bleiben  die  Einstrombedingungen  meist  konstant,  so 
dass  G!  in  (6)  dem  Q  proportional  zu  setzen  ist.  Vernachlassigt  man 
unter  dieser  Voraussetzung  die  von  der  Veranderlichkeit  des  Betriebs- 

zustandes  herriihrenden  Glieder,  vereinigt  (4)  mit  (6)  und  setzt  -^  als 

V 

homogen  quadratischen  Ausdruck  in  Q  und  o  an,  so  ergiebt  sich  die 
Gleichung  der  sog.  Hauptcliarakteristik  des  Rades  fur  unveranderliche 
Einstrombedingungen 78) : 

(7)  H=ctQ*—  2/3^  +  yco2, 

worin  a,  /3,  y  Konstante  bezeicnnen.  Fordert  eine  Maschine  Wasser 
oder  Luft  in  eine  horizontale  Leitung  von  gegebenen  Abmessungen, 
so  ist  die  ,,F6rderhdhe"  ( —  IT),  den  Bewegungswiderstanden  der 
Leitung  zufolge,  dem  Q*  proportional;  fur  diesen  Fall  folgt  aus  (6) 
und  (7),  dass  das  Drehmoment  M  mit  dem  Quadrat  der  Tourenzahl 
wachst 74). 

Bei  Freistralil-(Aktions-)  Wasserradern,  unter  denen  die  PeZfowrader 
hervorzuheben  sind,  fiihrt  die  libliche  Auffassung  der  Stromfadentheorie 
zur  Annahme,  dass  die  mittlere  Relativgeschwindigkeit  des  Wassers  im 
Rade  annahernd  konstant  sei.  Es  ergiebt  also  (4)  die  Beziehung 

(8)  M=Q(aC1+bG)), 

worin  a  und  Z>  Konstante  sind75).  Soweit  sich  Gl.  (8)  auf  nicht- 
stationare  Zustande  anwenden  lasst,  sind  Q  und  C±  als  Funktionen  der 
Stellung  des  Reglers  anzusehen,  der  teils  den  Querschnitt  der  Ein- 
stromdiise  beeinflusst,  teils  den  aus  der  Diise  austretenden  Wasser- 
strahl  vom  Rade  ablenkt.  Mitunter  geht  man  hier  von  (5)  aus,  indem 
man  fur  2gH  das  Quadrat  der  mittleren  Diisengeschwindigkeit  setzt 
und  U  als  konstanten  Bruchteil  von  QgH  ansieht76);  das  letztere  ist 

72)  Vgl.  IV  21,  M.  Grubler,  Nr.  8. 

73)  Im  wesentlichen  GL  (20)  in  IV  21,  M.  Grubler,  Nr.  8. 

74)  Vgl.  Ij.  Schiitt,   Die  Wirkungsgrade  von  Ventilatoren  und   Zentrifugal- 
pumpen,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  1715;   ferner  A.  v.  Ihering,  Die 
Geblase  p.  668. 

75)  IV  21  M.  Grubler,  Nr.  7. 

76)  A.  Stodola  in  der  in  Nr.  18  c  des  vorl.  Art.  zitierten  Arbeit. 
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deshalb  zulassig,  well  der  Wirkungsgrad  in  der  Nahe  des  normalen  Be- 
triebszustandes  einen  Extremwert  besitzt.  -  -  Bei  den  alteren  vertikalen 
„  Wasscrradern"  iiberwiegt  in  (1)  das  Moment  MG  gegenuber  den  kinema- 
tischen  Gliedern.  Zur  Beurteilung  nicht-konstanter  Zustande  dient  am 
besten  (5),  da  sich  die  Veranderlichkeit  des  ;7Gefiilles"  H,  der  Wasser- 
menge  Q  und  der  Verluste  U  meist  unmittelbar  iibersehen  lasst. 

Fur  die  Untersuchung  der  Stronmngsvorgange  in  Dampfturbinen 
reichen  die  Mittel  der  Stromfadentheorie  in  der  Regel  hin.  Dabei 
pflegt  man  die  Zustandanderung  in  den  Diisen  und  Schaufelkanalen 
in  erster  Anniiherung  als  adiabatisch  anzusehen77).  Die  Verfolgung 
der  therinodynamischen  Uberlegungen  lehrt  dann,  dass  -  -  inner- 
halb  gewisser  Grenzen  fur  die  Dampfmenge  Q  -  bei  unverander- 
lichem  Anfangszustand  des  Dampfes  die  Austrittsgeschwindigkeit 
sich  nur  in  geringem  Masse  mit  Q  andert.  Damit  ergiebt  sich 
fur  (4)  der  Schluss,  dass  6\  und  (72  annahernd  unabhangig  von  Q 
gesetzt  werden  diirfen,  und  Versuche.  die  bei  konstanter  Tourenzahl 

O  '  ' 

und  konstantem  Dampfzustand  vor  der  Diise  vorgenommen  wnrden, 
bestatigen  auch,  dass  der  Dampfverbrauch  Q  der  abgegebenen  Leistung 
MK>  proportional  ist78).  Uber  die  fur  die  Behandlung  des  Regulier- 
problems  wichtige  Veranderlichkeit  von  M  mit  CD  liegen  ausreichende 
Versuche  oder  theoretische  Uberlegungen  nicht  vor;  einzelne  an 
Aktions-Dampfturbinen  vorgenommene  Versuche  zeigen,  dass  die  Ver- 
haltnisse  denen  der  Freistrahlwasserrader  iihnlich ,  sind 7<J).  Durch 
Drosselung  des  Dampfzutrittes,  auf  die  der  Regler  hinwirkt,  andern 
sich  alle  Grossen  rechts  in  (5),  und  man  pflegt  meist  die  Leistung  M o 
als  lineare  Funktion  der  Reglerstellung  anzusetzen. 

Auf  jene  Kreiselrader,  die  im  offenen  Strom  ohne  besondere  Leit- 
vorrichtung  arbeiten,  wie  Schiffsmiihlen,  Windrader,  Schraubenventila- 
toren  haben  sich  die  Gl.  (1)  und  (2)  bisher  nur  mit  wenig  Erfolg  an- 
wenden  lasseu.  Geht  man  bei  Berechnung  der  Schraubenventilatoren 
von  den  bei  Vollturbinen  verwendeten  Anschauungen  aus,  so  findet 
man  eine  so  starke  Veranderlichkeit  der  Koeffizienten  in  den  Gl.  (6) 
und  (7),  dass  das  Ergebnis  der  Untersuchung  kaum  iiber  das  eiiier 
unmittelbaren  Aufzeichnung  von  Versuchsresultaten  hinausreicht80).  - 
Auf  Vorstellungen  vom  ,,Stoss"  der  Luft  gegen  die  Radschaufeln 


77)  V5,  M.  Schroter  und  L.  Prandtl,  Nr.  15  bis  23.    A.  Stodola,  Die  Dampf 
turbinen,  4.  Aufl.  Berlin  1910. 

78)  A.  titodola,  a.  a.  0.  p.  401,  439  ff. 

79)  Gramberg,  Mitt.  ub.  Forschungsarb.  herausg.  v.  Ver.  deutsch.  Ing.  H.  76, 
Berlin  1909,  p.  61. 

80)  Vgl.  z.  B.  C.  F.  Holmboe,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  911. 
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beruht  die  iibliche  Theorie  der  Windrader,  die  der  Propellertheorie 
nachgebildet  ist,  und  im  wesentlichen  ergiebt,  dass  das  Drehmoment 
M  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  o  proportional  ist81). 

4.  Elektrisclie  Maschinen. 

Innerhalb  eines  eisernen  mit  Leitungsdrahten  armierten  Gehauses 
(Standers,  Stators)  rotiert  urn  eine  feste  Axe  der  gleichfalls  eiserne 
und  mit  Drahten  versehene  Laufer  oder  Rotor.  Samtliche  Wicklungen 
beider  Teile  bilden  zusammen  mit  der  ,,ausseren"  Leitung  einen 
oder  mebrere  geschlossene  Leitungskreise,  die  im  Betriebszustande  von 
elektrischen  Stromen  durchflossen  werden82).  Es  ist  die  Grosse  M 
des  Drehmomentes  zu  untersuchen,  das  durch  die  Wechselwirkung  zwi- 
schen  dem  im  Rotor  fliessenden  Strom  und  dem  durch  Stator-  und 
Rotorstrom  bedingten  magnetischen  Feld  bestimmt  wird.  Zur  Ent- 
stehung  des  Magnetfeldes  tragt  in  erster  Linie  der  eine  der  beiden 
Teile  (Stator  oder  Rotor),  der  das  Feldsystem  oder  der  primdre  Teil 
heisst,  und  nur  in  geringerem  Masse  (meist  in  entgegengesetztem 
Sinn)  der  sekundare  Teil  oder  Anker  bei.  Bezeichnet  fiir  irgend  einen 
Punkt  des  rotierenden  Leiters  r  den  Abstand  von  der  Drehaxe,  i 
jlie  Stromstlirke  nach  Grosse  und  Richtung83),  J3  die  magnetische 
Feldstarke,  vu  die  in  die  Umdrehungsrichtung  fallende  Komponente 
des  vektoriellen  Produktes  v  =  Bi,  so  gilt  —  genau  fiir  stationare 
Zustande  und  hinreichend  angen'ahert  fiir  alle  bei  Maschinen  auf- 
tretenden  Falle  — 84): 

10-s     /» 
(1)  M  =  9  g      /  rvuds,     (i  in  Ampere,     B  in  kg/cm2), 

das  Integral  iiber  samtliche  Wicklungsteile  des  Rotors  erstreckt.  Vari- 
iert  der  Bewegungszustand  einer  Maschine,  so  bleibt  die  Verteilung 
des  elektrischen  Stromes  und  des  magnetischen  Feldes  annahernd  sich 
selbst  geometrisch  ahnlich,  so  dass  man  aus  (1)  allgemein  schliessen 


81)  Vgl.  IV  17  (S.  Finstencalder),  Nr.  10  und  die  dort  genannte  Litteratur, 
insbesondere   F.  Grashof.   —  Eine   neue   Theorie   der  Windrader,   die   eine   An- 
wendung  des  Momentensatzes  (4)  mit  einer  Berucksichtigung  der  Luftwiderstand- 
gesetze  verbindet,  giebt  A.  Eateau,  a.  a.  0.  p.  51  ff. 

82)  Eine  iibersichtliche  Orientierung  iiber  das  Wesen  elektrischer  Maschinen 
giebt  u.  a.  G.  Kapp,  Dynamomaschinen  fiir  Gleich-  und  Wechselstrom,   4.  AufL, 
Berlin  1904.    Vgl.  ausser  der  weiter  unten  genannten  die  in  V  20  (F.  JEmde)  an- 
gefiihrte  Litteratur. 

83)  Durch  den  Querstrich  soil  angedeutet  werden,  dass  es  sich  um  Vektoren 
handelt. 

84)  Vgl.  z.  B.  M.  Abraham  und  A.  Foppl,  Einfvihrung  in  die  Maxivellsche 
Theorie,  1.  Bd.,  Leipzig  1907.  p.  410. 
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kann:  das  Drehmoment  ist  dem  Product  aus  clem  magnetischen  Kraft- 
fluss  0  (—  .Bmal  dem  inbetracht  kommenden  Querschnitt)  und  der 
StromstarJce  im  Rotor  proportional.  Von  diesem  Standpunkt  aus  eror- 
tern  wir  im  Folgenden  einige  typische  Falle  von  Gleich-  und  Wechsel- 
strommaschinen. 

4  a.  Gleichstrommaschinen.  Bei  der  iiblichen  Arbeitsweise  der 
Gleichstrommaschinen  ergiebt  sich  das  Moment  M  als  eine  von  der 
Form  der  Magnetisierungskurve  dblidngige  Funktion  der  Winkelgeschwin- 
digkeit  co.  Die  (als  bekannt  vorauszusetzende)  Magnetisierungslinie 
ist  dadurch  definiert,  dass  sie  den  Kraftfluss  3>  als  Funktion  der  Strom- 
starke  i1}  die  dem  im  Feldsystem  fliessenden  ,;Erregerstroin''  zukommt, 

zeigt.  Dieselbe  Linie  bildet  - 
bei  entsprechender  Festsetzung 
der  Masstabe  —  die  sog.  Leer- 
lauf-Cliarakteristik8^  (I  in  Fig.  1), 
welche  die  im  Anker  durch  den 
Erregerstrom  allein  (bei  Null- 
setzung  des  Ankerstromes)  indu- 
zierte  elektromotoriscne  Kraft  f  iir 
konstante  to  als  Funktion  von  ?t 
darstellen  soil.  Um  dem  Einfluss 
des  Ankerstromes  i2  auf  das  Ma- 
gnetfeld  Rechnung  zu  tragen,  ver- 
schiebt  man  jeden  Punkt  von  I 
urn  einen  i2  proportionalen  Betrag  nach  rechts  und  erhalt  damit  die 
dynamische  Charakteristik  ^86).  Tragt  man  auf  jeder  Vertikalen  von  d 
au  seinen  Betrag  gleich  dem  Produkt  von  ?8  in  den  0/iwschen  Wider- 
stand  w  des  Ankers  ab,  so  erhalt  man  in  der  ausseren  Charakteristik  a87) 
die  Klemmenspannung  ea  der  Maschine  als  Funktion  der  Erreger- 
stromstarke  --  alles  immer  fur  konstante  Winkelgeschwindigkeit  o. 
Der  wahre  Verlauf  von  ea  ist  in  der  Regel  als  bekannt  vorauszu- 
setzen,  und  fur  ilf  ?2  und  ea  S[li  noch  das  Kirchhoffsche  Gesetz  der 
Stromverteilung.  In  jedem  FaUe  ergiebt  sich  der  Zusammenhang  von  M 
und  ro  aus  der  Bemerkung,  dass  M  dem  Produkt  von  0  und  i9  pro 
portional  ist.  Dabei  muss  man  beachten,  dass  der  Masstab  fur  die 
Ordinaten  der  Leerlauf-Charakteristik  oder  Magnetisierungslinie  sich 
mit  CD  proportional  andert. 


Fig.  l. 


85)  G.  Kapp,  a.  a.  0.  p.  218. 

86)  ebda.  p.  236.  Die  Vorzeichen  entsprechen  den  Verhaltnissen  am  Generator. 

87)  ebda.  p.  240. 
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Im  Falle  des  Hauptstrommotors88) ,  der,  etwa  im  Bahnbetrieb, 
mit  konstanter  Klemmenspannung  lauft,  hat  man  ea  =  konst.;  it  —  «2 
zu  setzen.  Die  Werte  der  induzierten  elektromotorischen  Kraft  ver- 
laufen  somit  als  Funktion  von  ^  nach  einer  geneigten  Geraden  g  (Fig.  1). 
Die  Quotienten  aus  den  Ordinaten  von  g  durch  die  der  Leerlauf-Charak- 
teristik  I  geben  die  Werte  von  to;  die  zugehorigen  von  M  erhalt  man 
als  Produkte  aus  Abszisse  und  Ordinate  von  1.  Mit  anderen  Worten: 
Die  Elimination  von  i  aus  den  Gleichungen 

(2)  «  =  /^-|A      jf=M®«, 

in  denen  k,  \  und  w  Konstante  bedeuten,  liefert  die  gesuchte  Be- 
ziehung  zwischen  M  und  03. 

Der  Nebenschlussmotor*^  verandert  seine  Gesehwindigkeit  nur  in 
geringem  Grade  mit  der  Belastung,  sobald  die  Felderregung  konstant 
erhalten  wird  (^  =  konst.).  Bei  geringem  Ohmschen  Widerstand  im 
Anker  oder  bei  starker  Riickwirkung  des  Ankerstromes  auf  das  Feld 
kann  dabei  M  mit  eo  auch  wachsen.  Lauft  der  Motor  niit  konstanter 
Klemmenspannung,  und  ist  der  Einfluss  des  Ankerstromes  auf  die 
Feldstarke  gering,  so  erhalt  man  angenahert 
(3)  M=k(a)0  —  ra), 

wobei  die  (positive)  Konstante  k  durch  Vorschaltwiderstande  im  Anker- 
stromkreis  verkleinert  werden  kann.  Bei  der  Ver'bundmascliine  er- 
zielt  man  durch  Kombination  von  Haupt-  und  Nebenschlusswicklungen 
des  Stators  Verhaltnisse,  die  zwischen  den  besprochenen  liegen. 

4b.  Wechselstromraaschinen.  Man  pflegt  fiir  die  praktischen 
Berechnungen  anzunehmen,  dass  die  periodischen  Schwankungen  der 
Stromstarke,  der  Spannung  usw.  einfachen  harmonischen  Funktionen 
von  gleicher  Periode  entsprechen.  Mit  den  einzelnen  skalaren  Variablen, 
Stromstarke,  Spannung  usw.  lasst  sich  dann  wie  mit  ebenen  Veldoren 
rechnen,  deren  Grosse  jeweils  durch  die  ,,Effektivwerte"  der  Ver- 
anderlichen  und  deren  Richtung  durch  den  Phasenwinkel  bestiinmt 
wird.  Der  Effektivwert  eines  Produktes  zweier  Grossen  ergiebt  sich 
hierbei  als  skalares  Produkt  der  betreffenden  Vektoren90). 

88)  Vgl.  StarkstromtechniJc ,  herausg.  von  E.  v.  Rziha  und  J.  Seidener,  Ber 
lin  1909,  p.  471. 

89)  ebda.  p.  474. 

90)  Eine  knappe  Einfuhrung  in  das  Wesentliche  der  Wechselstromtheorie 
bietet  F.  Emde,  Die  Arbeitsweise  der  Wecbselstrommaschinen,  Berlin  1902.    Ein 
ausfuhrliches  Lehrbuch :  E.  Arnold,  Die  Wechselstromtechnik,  5  Bande,  Berlin  1909  S. 
Vgl.  a.  Handbuch  der  Elektrotechnik,  4.  B.  F.  Niethammer,  Wechselstrom-Erzeu- 
zeuger,  2.  Aufl.,  Leipzig  1906. 


Fig.  2. 
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Synchronmaschinen  sind  dadurch  charakterisiert,  dass  ihr  Feld- 
system  von  Gleichstrom .  durchflossen  wird.  Ihr  Drehmoment  M  findet 
man  in  erster  Linie  als  explizite  Function  der  Zeit  t  und  des  vom 

Rotor  zuriickgeleyten  Weges  (p.  In 
Fig.  2  stellt  oa  die  als  unverander- 
lich  vorausgesetzte  Klemmenspan- 
nung,  b  a  die  im  Anker  induzierte 
elektromotorische  Kraft  dar,  deren 
Grb'sse  konstant  erhalten  werden 
mag.  Der  Punkt  l>  lauft  also  auf 
einem  Kreise  K.  Die  Differenz  ob 
wird  zur  Uberwindung  des  Ohm- 
schen  Widerstandes  (ob'}  und  der 
Reaktanz  (b'b")  des  Ankerkreises 
verbraucht.  Sind  Widerstand  und 
Reaktanz  der  Grosse  nach  konstant, 
so  liegen  die  Endpunkte  c  der  Strom- 
vektoren  auf  einem  Kreise  K',  der  aus  K  durch  Drehung  urn  den 
Winkel  y  =  bob'  und  Ahnlichkeitstransformation  hervorgeht91).  Das 
Moment  M  ist  dem  Produkt  aus  Kraftfluss  und  Ankerstrom,  also  dem 
skalaren  Produkt  der  Vektoren  ab  und  oc  proportional.  Dieses  aber 
ergiebt  sich  als  lineare  Funktion  der  Koordinaten  von  c  und  wird  daber 
durch  die  Abstande  der  c  von  einer  festen  Geraden-ww^  dargestellt92). 
Bezeichnet  #  den  variablen  Winkel  zwischen  <Ta  und  ab  (Phasendiffe- 
renz  zwischen  der  iuduzierten  urid  der  ausseren  Spannung),  ^  den  ge- 
gebenen  Winkel  ob'  gegen  o^(Phasendifferenz  zwischen  Ankerstrom  und 
-spannung),  so  gilt93) 

(4)  M  =  A  cos  (#  —  ^)  +  B  cos  ^? 

mit  A  und  B  als  Konstanten.  Hat  das  Netz,  an  welches  die  Ma- 
schinenklemmen  anschliessen,  unveranderliche  Phase,  so  ist  #  mit  dem 
Umdrehungswinkel  (p  des  Rotors  durch  die  Beziehung 

27TC  , 

(5)  »  =  <?-   p  -t 

verkniipft,  in  der  c  die  Frequenz  des  Wechselstromes,  p  die  Zahl  der 
Polpaare  der  Maschine  bedeutet.  Aus  (4)  und  (5)  folgt,  dass  Bewe- 
gung  bei  konstantem  M  und  a  nur  moglich  ist,  wenn  CD  den  Wert 

91)  E.  Arnold  a.  a.  0.  Bd.  IV,  p.  417  und  Bd.  I,  p.  55. 

92)  E.  Arnold  a.  a  0.  Bd.  IV,  p.  419. 

93)  ebda.  p.  425. 
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der  }}synchronen   Winlcelgeschivindigkeitf' 


besitzt.  Das  Moment  If  kann  hierbei  jerfm  beliebigen  Wert  M0  an- 
nehmen,  der  durch  die  konstante  Phasenverschiebung  (pQ  bestimmt 
wird: 

(7)  M0  =  A  cos  (qp0  —  #)  +  -B  cos  #,          y  =  <p0  +  o>0£. 

Wenn  to  und  <p  nur  wenig  von  den  Werten  abweichen,  die  dem  syn- 
chronen  Gang  entsprechen,  so  wird  mit: 

,g,  9>  =  ^o  +  «o^  +  9> 

M=  MQ  —  A  sin  (gp0  —  ty}cp'. 

Den  Faktor  von  <p'  pflegt  man  als  Direktionskraft,  synchronisierendes 
Moment  u.  a.  zu  bezeichnen94).  Das  Glied  mit  gp'  in  dem  Ausdruck 

(8)  fiir  M  bedeutet  eine  Kraft,  die  den  voreilenden  Rotor  gleich  einem 
elastischen  Band  in  die  synchrone  Stellung  zuriickzuziehen  suclit.  - 
Hat  die  Netzspannung  nicht  unveranderliche  Phase  ,   so  gilt  statt  (5) 
allgemein 

(9)  #  =  <p 

wobei  der  Phasenwinkel  v  der  Netzspannung  unmittelbar  als  Funktion 
der  Zeit  gegeben  oder  mit  andern  Variablen  verkniipft  sein  kann. 
(Vgl.  Nr.  lid,  Schluss.) 

Um  die  Pendelungen  des  Rotors,  die  durch  die  Direktionskraft 
begiinstigt  werden,  zu  vermindern,  bringt  man  in  vielen  Fallen  zwi- 
schen  den  Polschuhen  Kurzschlusswicklungen,  Kupferringe  oder  dgl. 
an,  in  denen  mit  der  Differenz  K>  —  co0  waehsende  elektromotorische 
Krafte  induziert  werden95).  In  der  Gleichung  (4)  fur  M  tritt  dann 
ein  von  GJ  abhangiger  Ausdruck  hinzu,  der  fiir  den  gewohnlichen  Fall 
Jdeiner  Differenzen  ca  —  K>O  die  Form  eines  linearen  Dampfungsgliedes 
erhalt. 

Zu  den  asynclironen  Maschinen,  deren  Magnetfeld  stets  durch 
Wecliselstrom  erregt  wird,  gehoren  die  Induktionsmaschinen,  die  einen 
kurz  geschlossenen  Anker  besitzen.  Hier  ergiebt  sich  das  Moment  M 
als  eine  durch  einfaclie  gcometrische  Bezieliungen  definierte  Funktion 
von  co.  Durch  den  Erregerstrom  ^  von  der  Frequenz  c:  wird  im 

94)  tJber  die  Bezeichnung  vgl.  F.  Emde,   Elektrotechnik  u.  Maschinenbau, 
1907,  p.  721. 

95)  E.  Arnold  a.  a.  0.  p.  611. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  u.  13 
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Anker  ein  Strom  i2  von  der  Frequenz 

/tf\\  P  m ton 

^===2nC)~'^  =     —^C1SS=SSC1 

induziert,  wobei  man  den  Faktor  s  als  Schlupfung  zu  bezeichnen 
pflegt96).  In  Fig.  3,  dem  sog.  Kreisdiagramm  des  Induktionsmotors97), 
bedeutet  oa  die  im  Anker  induzierte  elektromotorisclie  Kraft  e%,  die 
in  einen  mit  *2  in  Phase  stehenden  Teil  ob  und  einen  um  90°  ver- 
schobenen  ba  zerlegt  ist.  Sind  0/mscher  Widerstand  und  Selbst- 
induktionskoeffizient  des  Ankers  konstant,  so  ist  die  Schlupfung  dem 
tang  des  Winkels  ft'  zwischen  oa  und  ob  proportional97).  In  den 


Fisr.  3. 


Feldwicklungen  werden  durch  Selbstinduktion  und  Fremdinduktion 
vom  Anker  her  die  elektromotorischen  Krafte  oa'und  a'b'  bestimmt, 
deren  Richtungen  mit  denen  von  oa  bzw.  ab  zusammenfallen.  Diirfen 
die  Grossen  bd'  und  a'b'  denen  von  6a  und  a b  proportional  gesetzt 
werden,  so  laufen  die  Punkte  a,  a'  und  b  auf  Kreisen,  wenn  ob' 
festbleibt  und  ft'  variiert.  Der  Schnittpunkt  o'  von  ab  und  ob' 
bleibt  fest,  ebenso  das  Verhaltnis  o' a  :  o'b,  so  dass  s  dem  tang  des 
Winkels  /3  zwischen  o?Tund  oo'  proportional  wird.  Das  Drehmoment 
M  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  gleich  dem  skalaren  Produkte 
von  *2  in  den  Kraftfluss,  der  durch  oo'  dargestellt  wird,  also  propor 
tional  o'b  cos  |3  oder  sin  /3  cos  /3.  Aus 

(II)  s  =  Aigp,        M  =  B  sin  /3  cos  ft 


96)  E.  Arnold,  a.  a.  0.  Bd.  V,  1.  T.,  p.  13. 

97)  A.  Heyland,  Elektrotechnische  Zeitschrift  1895,  p.  649,  vgl.  a.  E.  Arnold, 
a.  a.  0.  Bd.  V,  1.  T.,  p.  58  ff.   Die  Darstellung  schliesst  naher  an  die  von  G.  Kapp, 
Dynamomaschinen,  Berlin  1904,  p.  527  an. 
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folgt  wegen  (10),  mit  A,  B  als  Konstanten,  die  Beziehung 

(12)  M  =  AS^^^^^. 

Im  gewohnlichen  Betrieb  beschrankt  man  sich  auf  den  steil  anstei- 
genden  Teil  der  Linie  in  der  Nahe  von  s  =  0,  womit  dann  (12) 
durch  den  linearen  Ansatz 

(13)  Jf=^;(co-rao)  =  4s 

approxiniiert  werden  kann.  Man  gelangt  zu  wesentlich  denselben  Er- 
gebnissen,  wenn  statt  der  induzierten  elektromotorischen  Kraft  ob' 
die  Klemmenspannung  konstant  erhalten  wird98).  —  Nattirlich  handelt 
es  sich  bei  alien  diesen  Ansatzen  im  Sinne  der  elektromagnetischen 
Theorie  nur  urn  mehr  oder  weniger  praktisch  brauchbare  Naherungen. 

5.  Bearbeitungsmaschinen.  Die  meisten  der  an  Bearbeitungs 
maschinen")  vorgenommenen  Versuche  beschranken  sich  auf  eine 
Feststellung  des  sog.  Kraftbedarfes,  d.  i.  der  mittleren  Grosse  der  im 
stationaren  Betrieb  aufzuwendenden  Antriebskraft.  In  vielen  Fallen 
ist  es  dabei  nicht  moglich,  den  Anteil  der  Nutz-  und  Bewegungs- 
widerstande  zu  trennen,  oft  erganzt  man  die  Ermittlungen  durch  An- 
stellung  von  Leerlaufversuchen,  also  solchen,  bei  denen  die  Nutz- 
widerstande  null  sind100).  Genauere  Untersuchungen  liegen  nur  fur 
'WerJczeugmaschinen  vor,  d.  s.  Maschinen  zur  Erzielung  bleibender 
Formanderungen  an  Metallen,  Holz  und  ahnl.  Materialien.  Der  Ar- 
beitsprozess  der  Werkzeugmaschine  kann  ein  kontinuierlicher  sein, 
wie  beim  Drehen,  Bohren,  Hobeln,  oder  ein  periodisch  abbrechender 
wie  beini  Lochen,  Scheeren,  Stanzeu.  Im  ersten  Fall  hat  man  die 
Abhangigkeit  der  Betriebskraft  von  der  Geschwindigkeit,  im  zweiten 
Fall  auch  die  von  dem  Fortgang  der  Arbeitsperiode  zu  untersuchen. 
In  beiden  Fallen  tritt  vom  praktischen  Standpunkt  die  in  das  Gebiet 
der  ;,technologischen"  Mechanik30)  fallende  Frage  nach  der  Abhangig 
keit  der  Kraft  von  den  Abmessungen  und  der  Beschaffenheit  des  Werk- 
stuckes  in  den  Vordergrund,  eine  Frage;  die  fiir  die  kinetischen  Probleme 
nur  so  weit  von  Bedeutung  ist,  als  ihre  Beantwortung  die  Folgerungen 


98)  E.  Arnold,  a.  a.  0.  Bd.  V,  1.  T.,  p.  69,  Gl.  95. 

99)  Uber  die  Bezeichnung  s.  Nr.  1  b.     Mit  der  Lehre  von  den  Bearbeitungs 
maschinen  beschaftigt  sich  die  ,,mechanische  Technologic".     Vgl.  z.  B.  die  Lehr- 
bucher:  C.  Karmarsch,  Handbuch  d.  mech.  Technologic,  6.  Aufl.,  Leipzig  1888 — 91, 
F.  Kick,  Vorles.  iiber  mech.  Technologic,  Leipzig  1898  u.  a. 

100)  Die  ersten  in  grb'sserem  Umfange  angestellten  Versuche  waren  die  von 
E.  Hartig,  Mitt.  d.  kon.  s'achs.  polytechn.  Schule  in   Dresden,  H.  1 — 3,   Leipzig 
1864—73. 

13* 
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aus  einzelnen  Versuchen  zu  erweitern  gestattet 101).  Es  mag  hier  geniigen, 
auf  das  fiir  die  Behandlung  der  Werkzeugmaschinen  grundlegende,  von 
F.  Kick  ausgesprochene  und  experimentell  gepriifte  ,,Gesete  der  pro- 
portionalen  Widerstande"102)  hinzuweisen.  Darnach  wachsen  die  Krafte 
bei  geometrisch  ahnlichen  Deformationen  ahnlicher  Korper  wie  die 
Quadrate  der  Lineardimensionen,  was  gleichbedeutend  ist  mit  der  Fest- 
stellung,  dass  alle  Spannungen  nur  von  den  spczifischen  Dehnungen  und 
Schiebungen  (und  eventuell  noch  von  den  Geschwindigkeiten)  abhangen. 
Der  Einfluss  der  Geschwindigkeit  auf  den  Kraftbedarf  kann  itn 
allgemeinen  als  ein  sekundarer  bezeichnet  werden,  d.  h.  bei  vollstandig 
homolog  verlaufenden  Deformationen  ist  die  aufzuwendende  Kraft 
von  der  Geschwindigkeit  annahernd  unabhangig.  Darauf  deutet  zu- 
nachst  der  Umstand  hin,  dass  bei  alteren  Versuchen,  so  denen  von 
E.  Hartig100),  der  Einfiuss  der  Geschwindigkeit  oft  vollig  unbeachtet 
blieb.  Fiir  den  Arbeitsaufwand  beim  Schmieden  geben  Kollmann  und 
Hoivard103)  Zahlen  an,  die  nur  von  der  Temperatur  des  Materials  ab 
hangen.  Neuere  ausfiihrliche  Versuche  von  J.  Puppe™*)  an  Walzwerken 
nehmen  keine  Riicksicht  auf  die  Geschwindigkeit.  J.  T.  Nicholson10*) 
untersuchte  eingehend  die  Verhaltnisse  beim  Drehen  von  Mctall,  und 
es  ergab  sich  eine  geringe  Zunahme  des  Schnittdruckes  bei  Abnah- 
me  der  Umfangsgeschwindigkeit  v.  Ferner  betont  F.  W.  Taylor™*} 
ausdriicklich,  dass  der  Einfluss  von  v  auf  den  Schnittdruck  P  inner- 
halb  der  praktischen  Grenzen  sehr  klein  sei.  Er  sej;zt107) 

p  =  WcF, 

worin  b   die  Spanbreite  oder  Schnittiefe,   d  die  Spandicke  oder  Vor- 
schubgrosse    des    Messers    bedeutet    und    fiir    Gusseisen    C  =  88    bis 

101)  Die  welter  unten  angegebenen  Formeln  fur  den  Schnittwiderstand  P 
sind   dieser  Art.     Man  kann   aus   ihrer  Verwendung  in   der   Praxis   den  Schluss 
ziehen,  dass  die  Geschwindigkeit  nur  wenig  Einfluss  auf  P  hat. 

102)  F.  Kick,   Das  Gesetz   der  proportionalen  Widerstande,   Leipzig  1885; 
vgl.  a.  Tories,  fiber  mech.  Technol.,  1898,  p.  26. 

103)  Vgl.  Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  herausg.  v.  Ver.  ,,Hutte",  20.  Aufl. 
Berlin  1908,  2.  Bd.,  p.  318. 

104)  J.  Puppe,  tjber  Versuche  zur  Ermittl.  d.  Kraftbedarfs  an  Walzwerken, 
Diss.  Berlin,  Techn.  Hochschule  1909.   Daselbst  auch  zahlreiche  Litteraturangaben. 

105)  Engineering  76  (1903),  p.  590,  Trans.  Amer.  Soc.  Mech.  Eng.  25  (1904), 
p.  675.     Ausfiihrlicher  Bericht  von  Pregel  in  Dingler's  polyt.  Journal  320  (1905), 
p.  4976". 

106)  F.  W.  Taylor,  On  the  art  of  cutting  metals,  Deutsch  v.  A.   Wallichs, 
ttber  Dreharbeit  und  Werkzeugstahle,  Berlin  1908,  p.  116. 

107)  Ebda.  p.  107.     Vgl.  auch  N.  N.  Sawwin,  Uber  den  Schneidwiderstand 
der  Metalle,  Leipzig  1909,  p.  38  ff. 
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138,  a  =  *5,  /5  =  |  betragt  (b  und  d  in  m/m).  Altere  Form  ein  von 
Hartws)  und  H.  Fischer10*]  setzen  P  dem  Spanquerschnitt  bd  propor 
tional,  wahrend  eine  neuere  TJberlegung  von  H.  Friedrich110}  P  aus 
einem  dem  Querschnitt  bd  und  einem  der  Spanoberflache  b  -f-  d  pro- 
portionalen  Glied  besteben  lasst.  Versuche  von  C.  Codron m)  an  Bobr- 
mascbinen  und  von  G.  ScMesinger112")  an  Schleifmascbinen  zeigen  P 
grosstenteils  von  v  unabbangig  und  nur  bei  kleineren  Werten  von  v 
stark  ansteigend,  bei  denen  aucb  die  Versucbsfebler  ein  boberes  Mass 
erreichen  diirften.  Im  grossen  Ganzen  wird  man  die  annahernde 
Unabhangigkeit  von  der  Gescbwindigkeit  als  ein  cbarakteristiscbes 
Merkmal  der  ,,inneren  Heibung  fester  Korper"  (im  Gegensatze  zu  der 
Reibung  zaber  Fliissigkeiten)  ansehen  miissen113). 

C.  Codronlir)  bat  aucb  an  verscbiedenen  Mascbinen  mit  periodiscb 
verlaufendem  Arbeitsprozess  zahlreiche  Versucbe  angestellt  und  die 
Ergebnisse  in  Diagrammen  zur  Darstellung  gebracbt. 

6.  Theorie  der  Reibung. 

Der  Begriff  der  Reibungskraft  verdankt  seine  Entstebung  dem 
Bestreben,  die  Mecbanik  starrer  Korper  (zu  der  bier  auch  die  Punkt- 
mecbanik  zu  zablen  ist)  den  Ergebnissen  der  Beobachtung  wirklicber 
Bewegungen  besser  anzupassen 1U) .  Wesentlicbe,  aus  Beobacbtungen 
abgeleitete,  Merkmale  der  zwischen  festen  Korpern  wirksamen  Reibungs 
kraft  sind:  1)  Sie  greift  an  Punkten  der  Oberflacbe  an,  in  denen  zwei 
Korper  einander  beriihren,  und  wirkt  in  einer  Ricbtung  der  gemein- 
samen  Tangentialebene.  (Von  Ecken  und  Kanten  wird  zunacbst  ab- 
geseben.)  2)  Sie  kann  nie  positive  Arbeit  leisten.  Dabei  verstebt 
man  unter  Reibung  zweierlei:  den  Arbeit  verzehrenden  Widerstand 
gegen  eine  tatsacblicb  vorbandene  Relativbewegung  der  in  Beriibrung 
stebenden  Teile  (Beivegungsreibung)  oder  den  Widerstand  gegen  den 


108)  Hart,  Die  Werkzeugmasch.  f.  d.  Maschinenbau,  Heidelberg  1874,  p.  58. 

109)  H.  Fischer,  Die  Werkzeugmaschinen,  Berlin  1905,  1.  Bd.,  p.  14  u.  532. 
Vgl.  a.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1897,  p.  504. 

110)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1909,  p.  860. 

111)  C.  Codron,  Le  travail  des  machines-outils  pour  les  metaux,  Paris  1902. 

112)  Mitt,  iiber Forschungsarb.,  herausg.v.  Ver.  deutsch.  Ing.,  H.43,  Berlin  1907. 

113)  Dies  steht  auch  in  Ubereinstimmung  mit  unmittelbaren  Versuchen  an 
Defonnationserscheinungcn  (z.  B.  Tresca,  Paris,  Mem.  pro's,  par  div  sav.  18  (1868), 
p.  756   u.   20    (1872),    p.  73)    und    der    darauf  gegrundeten  Theorie  von  J5.  de 
St.  Venant,  Paris  C.  R.  70  (1870),  p.  473.    Naheres  unten  im  Artikel  von  Th.  v.  Kdr- 
mdn  und  L.  Prandtl,  Physikalische  Gruudlegung  der  Festigkeitslehre. 

114)  Uber  die  Grundbegriffe  und  die  altere  Litteratur  vgl.  IV  6,  P.  Stdckel, 
Nr.  6,  insbesondere  Fussnote  69. 
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Eintritt  einer  relativen  Verschiebung  (Haftreibung}lib}.  Im  letzteren 
Falle  wird  durch  die  Reibungskraft  Arbeit  weder  geleistet  noch  ver- 
zehrt.  Nicht  imraer  kann  den  Verhaltnissen  durch  Einfiihrung  einer 
Einzelkraft  Rechnung  getragen  werden.  Dann  tritt  neben  den  ur- 
spriinglichen  Begriff  der  tangentialen  Reibungskraft  der  des  Reibungs- 
momentes.  (Gl.  (2)  unten). 

Je  nachdem  fiir  das  physische  Zustandekommen  der  Reibung 
die  Deformierbarkeit  der  Korper  an  ihrer  Oberflache  oder  aber  das  Da- 
zwischentreten  einer  dunnen  Schichte  zali&r  Fliissigkeit  (Schmiermittel) 
ausschlaggebend  wird,  spricht  man  von  trockener  oder  geschmierter 
Reibung.  Von  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld  ist  die  Vermutung  ge- 
Liussert  worden,  dass  bei  der  nur  scheinbar  ,,trockenen"  Reibung 
die  atmospharische  Luft  als  Schmiermittel  wirkt116).  Geht  man  auf 
eine  genaue  physikalische  Analyse  der  Reibungserscheinungen  ein, 
so  entsteht  im  ersten  Falle  ein  Problem  der  Elastizitatstheorie  oder 
allgemeiner  der  Mechanik  deformierbarer  fester  Korper117),  im  zweiten 
Falle  ein  Problem  der  Hydromeclianik 118) .  Der  Mechanik  starrer 
Korper  bleibt  hingegen  die  Untersuchung  der  folgenden  beiden  Fragen 
vorbehalten : 

1)  Welche  Annahme  darf  iiber  die  Reibungsgesetze,  d.  i.  iiber  die 
Abhangigkeit   der   Reibung   von    anderen   mechanischen    Grossen,   ge- 
macht    werden,    ohne    dass    die    Gleichungen    der    Stereomechanik   zu 
Widerspruchen  fiihren?  (Nr.  6 a  und  6b.)  , 

2)  Welche  Auswahl  unter  den  nach  1)  zuliissigen  Gesetzen  ist  zu 
treffen,  damit  die  Beobachtungsresultate  moglichst  gut  wiedergegeben 
werden?  (Nr.  7  a  und  7b.) 

6  a.  Die  Reibungsgesetze.  Die  Eeibungsgesetze,  wie  sie  im  wesent- 
lichen  der  heute  herrschenden  Auffassung  entsprechen,  sind  folgende: 

A.  Einpunktige  Beriihrung  zweier  Korper  ^  und  ^2.  Die  Rela- 
tivgeschwindigkeit  von  ^  gegen  ®2  im  Beruhrungspunkte  P  sei  v83), 
die  relative  Roll-  bzw.  Bohrgeschwindigkeit  sei  GJ^  bzw.  o2,  der  von 


115)  Der    Unterschied    zwischen    den    beiden  Arten    von   Reibung   ist    seit 
langem  bekannt  (vgl.  IV  6,  Fussn.  73),  wird  aber  selbst  in  der  neuesten  Litteratur 
oft  verwischt.    tibliche  Bezeichnungen  sind  ,,kinetische"  und  ,,statischea  Reibung, 
oder  Reibung  ,,der  Bewegung"   und  ,,der  Ruhe".     Dazu  ist  zu  bemerken,   dass 
die  Reibung   ,,der  Ruhe"   wahrend   der  Rollbewegung  auftritt.      Der  Ausdruck 
,,Haftreibungu  ist  von  G.  Hamel  eingefiihrt. 

116)  Theorie  des  Kreisels,  p.  546. 

117)  Uber  die  sehx  sparlichen  hierhergehorigen  Ansatze  vgl.  Nr.  7a2. 

118)  tTber    die    Theorie     der    Lagerreibung     unter    Beriicksichtigung    der 
Schmierung  wird  in  Nr.  19  a  berichtet. 
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$2  auf  $j  ausgeubte  Normaldruck  N.  Dieser  hat  die  Richtung  der 
Oberflachennormalen,  sobald  nur  einer  der  beiden  Korper  eine  Tan- 
gentialebene  in  P  besitzt;  treffen  zwei  scharfe  Kanten  zusammen,  so 
ist  er  zu  diesen  beiden  senkrecht,  in  jedem  Falle  auf  ^  zu  gerichtet. 
Die  zu  N  normale  Ebene  heisst  die  Beriihrungsebene  und  enthalt  die 
Richtung  von  v. 

1)  Bewegungsreibung  beim  Gleiten,  Eollen  und  Bohren.    Ist  v  von 
Null  verschieden,  so  greift  an  ®t  im  Punkte  P  eine  Eeibungskraft  an, 
deren  Richtung  der  von  v  entgegengesetzt  ist  und  deren  Grosse  durch 

(1)  R  =  R(vttolto9JN) 

gegeben  wird.  Ist  coi  bzw.  to2  von  Null  verschieden,  so  greift  an  $t 
ein  Reibungsmoment  an,  dessen  Axe  mit  der  von  o^  bzw.  co2  entgegen 
gesetzt  gleich  ist  und  dessen  Grosse  durch 

(2)  M!=  S(v,oJ1}cQs,N) 

(3)  bzw.  Mt=*T(v,e>lta>t,N) 

dargestellt  wird.  Die  Kraft  R  nennt  man  Gleitreibung ,  die  Momente 
MI  und  M2  Roll-  bzw.  Bohrreibung. 

2)  Haftreibung  gegen    Gleiten,   Rotten  und  Bohren.     Ist  v  gleich 
Null,  so  kann  an  $x  in  P  eine  Reibungskraft  angreifen,   deren  Rich- 
tungslinie  in   der  Beriihrungsebene    liegt  und   fur   deren  Grosse    sich 
eine  obere  Grenze  angeben  lasst: 

(4)  Rl^R^a^N). 

Ist  col  bzw.  co2  gleich  Null,  so  kann  an  ^  ein  Reibung smoment  an 
greifen,  deren  Axe  zur  Beriihrungsebene  parallel  bzw.  senkrecht  ist 
und  fur  deren  Grosse  eine  obere  Grenze  existiert: 

(5)  \M,\^S,(v,v,,N}, 

(6)  M,\<T,(v,^,N}. 

Man  nennt  diese  Kraft  R,  die  der  Grofie  und  teilweise  auch  der  Rich 
tung  nach  als  Unbekannte  in  die  Bewegungsgleichungen  eintritt,  Haft 
reibung  gegen  Gleiten,  analog  Jfx  bzw.  M2  Haftreibung  gegen  Rotten 
bzw.  Bohren. 

B.  Beruhrung  zweier  Korper  ^  und  $2  Idngs  einer  Fldclie  oder 
einer  krummen  Linie.  An  jedem  Beriihrungspunkte  wirkt  ein  unend- 
lich  kleiner  Normaldruck  dN,  dessen  Richtung  sich  wie  oben  unter  A. 
bestimmt.  Bezeichnet  do  das  Element  der  Flache  oder  Linie,  so 

heisst  -j-  ,,spezifischer  Normaldruck". 

1)  Bewegungsreibung  beim  Gleiten.  In  jedem  Beriihrungspunkte, 
in  dem  die  Relativgeschwindigkeit  v  von  ®t  gegen  ^2  von  Null  ver- 
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schieden  ist,  greift   an  $x   eine    dem  v   entgegengerichtete   spezifische 
Reibungskraft  an,  deren  Grosse  durch 


. 

darzustellen  ist. 

2)  Haftreibung  gegen  Gleiten.  Ruht  ^  relativ  gegen  $2,  so  kann 
in  jedem  Beruhrungspunkt  eine  in  der  Beriihrungsebene  wirkende 
spezifische  Reibungskraft  an  $t  angreifen,  fur  deren  Grosse  eine  obere 
Grenze  existiert: 


C.  Beriihrung  zweier  Korper  ^  tmrf  ®2  Icings  einer  Geraden.  Die 
Relativbewegung  von  ^i  gegen  $2  zerlegt  man  in  ein  Gleiten  der  Be- 
riihrungsgeraden  G  auf  $2  und  eine  Drehung  von  ^  urn  G  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  c^. 

1)  Beivegungsreibung  beim  Gleiten  und  Rotten.  In  jedem  Punkte 
von  G,  in  dem  die  Relativgeschwindigkeit  v  nicht  verschwindet,  greift 
eine  dem  v  entgegengerichtete  spezifische  ReibungsJcraft  von  der  Grosse 

dE        -r,,  dN\ 


an.     Ist  «!  von  Null  verschieden,  so  greift  an  ^  ein  Eeibungsmoment 
um  G  als  Axe   an,   dessen   Richtung   der   von  o^    entgegengesetzt   ist 

d  jv^ 

und  dessen  Grosse  ausser  von  e^  von  den  Werten  d^r  v  und  der    , 
langs  G  abhangen  kann;  fur  gleichmiissig  verteilten  Normaldruck  und 
uberall  verschwindendes  v  setzt  man 

(10)  Ml=S'(N,    Oi). 

Dieses  Moment  M±  meint  man  in  der  Regel,  wenn  man  von  JRollrei- 
kung  schlechthin  spricht. 

2)  Haftreibung  gegen  Gleiten  und  Eollcn.    Ruht  G  relativ  gegen  ®2, 
so  kann  in  jedem  Punkt  eine  tangentiale,  spezifische  Reibungskraft  an 
greifen,  fur  deren  Grosse  eine  obere  Grenze 
dE\        T 


besteht.     Ist  to,   gleich  Null,   so   kann   ein  Reibungsmomcnt  um  G  als 

d  N 
Axe  auftreten,  dessen    obere  Grenze  durch   die  Werte  von  v  und  -^ 

langs  G  bestimmt  wird.    Insbesondere  ist  fiir  gleichmiissig  verteiltes  N 
und  v  =  0  an  alien  Punkten  von  G 

(12)  \Mi\< 

zu  setzen. 
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Alle  tier  vorkommenden  Funktionen  E,  S,  .  .  .  hangen  von  den 
physikalischen  Eigenschaften  der  in  Beriihrung  stehenden  Korper  in 
der  Nahe  der  Kontaktstellen,  gegebenenfalls  auch  von  denen  des  Schmier- 
mittels  ab.  Man  erkennt  aus  den  Formulierungen,  dass  die  Haftrei- 
bung  stets  als  teilweise  Unbekannte,  also  entsprechend  der  Bezeichnung 
in  Nr.  1  a  als  Eedktionskraft ,  in  die  Bewegungsgleichung  der  einzelnen 
starren  Korper  eintritt.  Die  Quotienten  II \N,  S:N  usw.  heissen 
Reibungskoeffizienten-,  dazu  und  iiber  weitere  eleuientare  Ausfiihrungen 
vgl.  IV  6,  P.StdcM,  Nr.  6,  31  a  und  38. 

6b.  Kritik  der  Reibungsgesetze.  Reibungstheorie  von  P.  Painleve. 

Die  Zulassigkeit  der  vorstehenden  Formulierungen  bzw.  die  Notwen- 
digkeit  von  Einschrankungen  beziiglich  der  Funktionen  R,  S,  .  .  .  ist 
an  der  Forderung  zu  priifen:  Es  miissen  die  6n  Bewegungsgleichungen 
der  n  starren  Korper  eines  Systems  fur  alle  wirklich  realisierbaren 
Anfangsbedingungen  sich  durch  solche  Werte  der  Variablen  befriedigen 
lassen,  dass  alle  kinematischen  Bedingungen  und  iiberdies  die  fiir  die 

dN 
Reaktionen  bestehenden  Ungleichungen   (N  ^  0  bzw.  -^—  ^>  0,  ferner 

Gl.  (4),  (5),  (6)  bzw.  (8),  (11),  (12))  erfiillt  sind.  Uberdies  wird  man  ver- 
langen,  dass  die  Losung  in  gewissen  einfachen  Fallen,  wenn  z.  B.  die 
Zahl  der  Reaktionen  gerade  6n  —  li  betragt,  eindeutig  sei.  Fiir  den 
Fall,  dass  keine  Bewegungsreibung  vorhanden  ist,  hat  G.  Hamel1™} 
die  Zulassigkeit  der  Annahmen  A.  2)  iiber  Haftreibung  unter  der 
Voraussetzung  nachgewiesen,  dass  die  Funktionen  B0,  S0,  T0  mit 
N=  0  verschwinden.  Hinsicntlicb.  der  Bewegungsreibung  beim  Gleiten 
hat  P.  Painlevem^)  gezeigt,  dass  die  gestellte  Forderung  nicht  erfullt 
wird  durch  eine  Annahme  iiber  die  Funktion  R(N,  v,  oi}  032)  Gl.  (1), 
bei  der  der  Quotient  E :  N  ein  von  Null  verschiedenes  Minimum  be- 
sitzt  (wie  z.  B.  beim  Coulombschen  Gesetz,  Nr.  7al).  Man  erkennt 
dies  an  dem  Beispiel  einer  kreiszylindrischen,  auf  horizontalem  Boden 
rollenden  Scheibe,  deren  Schwerpunkt  nicht  in  der  Axe  liegt121); 
hier  gilt,  wenn  m  die  Masse,  s  den  Schwerpunkttragheitsradius, 
p  und  q  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  in  bezug  auf  Beriihrungs- 
tangente  und  -normale  als  Axen  bezeichnen  und  die  augenblickliche 
Drehgeschwindigkeit  gleich  Null  gesetzt  wird: 

(13) 


119)  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  388. 

120)  Paris  C.  R.  121  (1895),  p.  112.  Entgegnungen  auf  Einwande  von  Lecornu 
und  de  Sparre  ebd.  140  (1905),  p.  702,  141  (1905)  p.  301  u.  401. 

121)  H.  Chaumat,  Paris  C.  R.  136  (1903),  p.  1634. 
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Durch  Verfiigung  iiber  s,  p,  q  konnte  der  Klammerausdruck  negativ 
gemacht  werden,  wenn  der  Quotient  R:N  einen  von  vornherein  ge 
gebenen,  von  null  verschiedenen  Kleinstwert  besitzt.  Man  bekame  also 
einen  negativen  Wert  fur  den  Normaldruck,  ohne  dass  dabei  ein  Ab- 
heben  der  Scheibe  vom  Boden  moglich  ware.  Chaumat121)  hat  aus  Ex- 
perimenten  an  der  exzentrischen  Kreisscheibe  die  der  Fassung  von  A.  1) 
widersprechende  Folgerung  abgeleitet,  dass  der  Reibungskoeffizient  als 
Function  der  Exzentrizitat  anzusehen  sei,  und  stiitzt  dadurch  die  von 
P.  Painleve  herriihrenden  neuen  Aufstellungen  fiber  die  Reibung122). 
Der  Gedankengang  dieser  von  Painleve  fiir  die  Punktmechanik  ent- 
worfenen  Theorie  stellt  sich  in  der  von  Maggi1**)  gegebenen  Formu- 
lierung  fiir  Systeme  starrer  Korper  im  wesentlichen  wie  folgt  dar. m) 
Es  bezeichne  NQ83}  fiir  irgend  einen  Beriihrungspunkt  jenen  Wert 
des  Normaldruckes,  den  man  erhalt,  wenn  alle  Bewegungsreibung  ver- 
nachlassigt  wird,  ferner  N0  -j-  P  die  ,,gesamte  Reaktion"  in  diesem 
Punkt,  d.  i.  die  Summe  aus  dem  Normaldruck  N  und  der  Tangential- 
kraft  B,  die  irgend  einer  beliebigen  Annahme  iiber  die  Gesetze  der 
Gleitreibung  entspricht.  Dann  hat  sowohl  das  Kr'aftesystem  der  alien 
Punkten  zugehorigen  NQ}  als  auch  das  der  ^0+  P}  die  Eigenschaft, 
mit  den  von  vornherein  gegebenen  eingepragten  Kraften  zusammen, 
dem  augenblicklichen  Geschwindigkeitszustand  innerhalb  der  Zeit  dt 
solche  Inkremente  zu  erteilen,  dass  die  neuen  Geschwindigkeiten  den 
kinematischen  Bedingungen  nach  der  Zeit  dt  geniigen.  Somit  ergeben 
sich  fiir  die  Gesamtheit  der  Krafte  P,  die  Painleve  ,,Reibungskrafte" 
nennt,  folgende  Eigenschaften:  1)  Sie  erteilen  fiir  sich  allein  dem  in 
seiner  augenblicklichen  Lage  in  Ruhe  gedachten  System  innerhalb 
eines  Zeitintervalles  dt  unendlich  kleine  virtuelle  Geschwindigkeiten. 
2)  Sie  verzehren  genau  so  viel  Arbeit  wie  die  Krafte,  die  nach  der 
gewohnlichen  Auffassung  als  ,,Reibung"  bezeichnet  werden.  Wahrend 
es  nun  der  iiblichen  Anschauung  entspricht,  in  der  Summe  N0  -|-  P 
=  N  -j-  It  jedes  einzelne  E  als  Funktion  des  zugehorigeu  N  und 
hochstens  noch  des  Geschwindigkeitszustandes  anzusehen  (Nr.  6a);  will 
Painleve  die  Gesamtheit  der  an  einem  bestimmten  System  angreifenden 
,,Reibungskrafte"  P  als  Funktionen  der  JV0,  der  Systemparameter,  der 


122)  Den  Aufbau  der  Painleveschen  Theorie  enthalten  die  (autographierten) 
Le9ons  sur  1'integration  des  equations  differentielles  de  la  mecanique,  Paris  1895, 
p.  49 f.  und  die  Le9ons   sur  le  frottement,   Paris  1895.     Eine  kurze  Zusammen- 
stellung  in  Paris  C.  R.  120  (1895),  p.  596. 

123)  Nuovo  Cimento   (5)  10,  (1905),   p.  240   und   (6)  14  (1907),  p.  338;   vgl. 
auch  E.Daniele,  ebd.  (5)  7  (1904),  p.  109  und  (5)  9  (1905),  p.  174,  266,  289. 

124)  Vgl.  a.  IV  1,  Nr.  34,  A.  Voss. 
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Lage-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  aufgefasst  wissen.  Er  zeigt  auch, 
wie  sich  allgemein  die  ,,Reibungsgesetze"  komplizierterer  Systeme 
aus  den  fur  ihre  Bestandteile  gultigen  entwickeln  lassen  usw.  Eine 
Losung  der  oben  dargelegten  Schwierigkeiten  im  Falle  der  exzentrischen 
Kreisscheibe  ergiebt  sich  jetzt  damit,  dass  der  Quotient  R :  N  nicht  un- 
abhangig  von  den  Werten  der  s,  p,  q  angesetzt  werden  darf. 

Die  Beobachtung  zeigt  in  diesem,  wie  auch  in  anderen  von  der 
Painleveschen  Kritik  gleicherweise  getroffenen  Fallen  eine  Erscheinung, 
die  man  als  Selbstsperrung  (arcboutement  dynamique)  bezeichnet:  der 
Korper,  der  unter  den  kritischen  Anfangsbedingungen  in  Bewegung 
gesetzt  wird,  verliert  in  kiirzester  Zeit  seine  Gleitgeschwindigkeit, 
worauf  an  Stelle  der  Gleitreibuug  Haftreihung  eintritt125).  Dieser  Vor- 
gang  lasst  sich  vom  Standpunkt  der  Stereokinetik  aus  darstellen,  wenn 
man  mit  L.  Lecornu126)  annimmt,  dass  der  Reibungskoeffizient  bei 
Beginn  jeder  Bewegung  erst  von  null  an  bis  zu  seinem  normalen 
Wert  ansteigt,  oder  ganz  im  Rahmen  der  Aufstellungen  in  Nr.  6  a, 
wenn  man  iiber  die  in  (1)  auftretende  Funktion  R  die  -  -  ausserhalb 
jeden  Versuchsbereiches  liegende  -  -  Annahme  macht,  es  sei 

(14)  Um;|=0 

fur  alle  Werte  von  v,  ol)  C32127).  Sieht  man  die  Unterlage  der  Scheibe 
nicht  als  starr,  sondern  als  elastisch  nachgiebig  an,  so  ergiebt  die  Theorie 
nach  L.  Lecornu126)  auch  bei  konstantem  Reibungskoeffizienten  Selbst 
sperrung,  und  diese  tritt  um  so  rascher  ein,  je  geringer  die  Nach- 
giebigkeit  der  Unterlage  ist128).  Auf  die  Beobachtungen  grundet 
F.  Klein  den  Standpunkt129),  es  sei  zur  Beseitigung  der  von  Painleve' 
aufgedeckten  Schwierigkeiten  in  die  Stereomechanik  der  Satz  von  der 
instantanen  Selbstsperrung  einzufuhren130):  So  oft  der  Anfangszustand 
einer  Bewegung  die  Eigentumlichkeit  aufweist,  die  oben  an  Gl.  (13) 

125)  Uber  solche  Beobachtungen  berichten  z.  B.  L.  Lecornu,  Paris  C.  R.  140 
(1905),  p.  847,  und  unter  Bezugnahme   auf  einen  von  L.  Prandtl  konstruierten 
Apparat,  F.  Pfeiffer,  Zeitschr.  Math.  Phys.  58,  (1910),  p.  273. 

126)  Paris,  C.  R.  140  (1905),  p.  635. 

127)  B.  v.  Mises,  Zeitschr.  Math.  Phys.  58  (1910),  p.  191. 

128)  Analoges  folgt  in  anderen,  von  M.  de  Sparre,  bzw.  F.  Pfeiffer  unter- 
suchten  Fallen,  sobald  man  jedesmal  an  Stelle  des  starren  Systems  ein  entsprechend 
konstruiertes  elastisches  der  Betrachtung  zugrunde  legt  M.deSparre,  Bull,  de  la 
BOC.  math,  de  France  34  (1906),  F.  Pfeiffer,  Zeitschr.  Math.  Phys.  58  (1910),  p.  273 

129)  F.  Klein,  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  58  (1910),  p.  186.     Vgl.  a.  Gr.  Hamel 
ebd.,  p.  195,  B.  v.  Mises  ebd.,  p.  191,  L.  Prandtl  ebd.,  p.  196. 

130)  Diesen  Satz    macht  L.  Prandtl   durch  einen  Grenzubergang  aus   der 
Elastizitatstheorie  plausibel.     Zeitschr.  Math.  Phys.  58  (1910),  p.  196. 


196     IV 10.    E.v.Mises.    Dynamische  Problems  d.  Maschinenlehre:  Das  Kraftfeld. 

erortert  wurde,  nimmt  die  Gleitgeschwindigkeit  des  Korpers  augen- 
blicklicJi  auf  null  ab,  so  dass  eine  Bewegung  einsetzt,  fiir  die  _R  in  (13) 
Haftreibung  bedeutet. 

7.  Experimentelle  Untersuchung  der  Reibung. 

Die  Bemiihungen,  auf  experimentellen  Wege  die  Reibungsgesetze 
zu  bestimmen,  sind  in  keinem  einzelnen  Falle  so  weit  gediehen,  dass 
ein  vollstandiger  Einblick  in  den  Verlauf  der  in  N.  6  a  eingefiihrten 
Funktioneu  R,  S,  ...  moglich  ware.  Was  bister  an  Resultaten  vor- 
liegt,  sind  teils  Ansatze,  die  zu  einer  tiefergehenden  Erforschung  der 
Reibungserscheinungen  einmal  fuhren  sollen,  teils  brauchbare  Rech- 
nungsunterlagen  fiir  die  Durchfiihrung  praktisch  wichtiger  Probleme. 
Als  einen  durchgreifenden  Mangel  fast  aller  Versuchsberichte  muss 
man  hervorheben,  dass  eine  hinreichend  genaue  "Definition  der  in  Frage 
komrnenden  Oberflachenbeschaffenheit  in  der  Regel  nicht  gegeben  wird. 
Vergleichbare  Resultate  liessen  sich  aber  nur  dann  erzielen,  wenn  die 
Beschreibung  des  Versuchskorpers  ausreichte,  um  seine  exakte  Wieder- 
herstellbarkeit  fiir  einen  zweiten  Versuch  zu  gewahrleisten. 

Der  folgende  Bericht,  der  vornehmlich  die  fiir  technisctie  Probleme 
wichtigen  Ergebnisse  zu  beriicksichtigen  hat,  lasst  drei  bisher  zur 
Geltung  gekommene  Gesichtspunkte  hervortreten.  Man  kann  erstens 
(Nr.  7  a)  mit  solchen  Anordnungen  experimentieren,  dass  aus  den 
unmittelbar  gemessenen  Grossen  -  seien  es  nun  die  Kriifte  selbst 
oder  die  Geschwindigkeiten  usw.  -  -  ein  siclterer  RucJiSchluss  auf  das 
Verhalten  der  zu  untersuchenden  Funktionen  E,  S,  .  .  .  moglich  wird. 
Dies  hat  zur  Voraussetzung,  dass  man  die  Theorie  der  beobachteten 
Bewegungs-  oder  Gleichgewichtserscheinung  hinreichend  beherrscht. 
Insbesondere  die  alteren  Arbeiten  iiber  Reibung  entsprechen  diesem 
Standpunkt.  Das  praktische  Bediirfnis  aber  ffihrt  zunachst  zu  einer 
zweiten  Art  der  Behandlung  (Nr.  7b).  Man  untersucht  mechanische 
Erscheinungen,  bei  denen  nicht  allein  das  Beibungsgcsets  unbekannt 
ist;  sondern  auch  die  mechanische  Theorie  noch  Liicken  aufweist,  wie 
z.  B.  den  Vorgang  der  Zapfenreibung,  wo  es  wesentlich  auch  auf  die 
heufe  nur  schwer  bestimmbare  Druckverteilung  ankommt  (Nr.  7bl). 
Die  Versuchsergebnisse  lassen  sich  dann  nicht  den  auf  dem  ersten 
Wege  gewonnenen  ohne  weiteres  an  die  Seite  stellen,  es  sei  denu, 
dass  man  die  Fehler,  die  durch  die  Mangelhaftigkeit  der  Theorie 
bedingt  sein  konnen,  mit  in  den  Kauf  nimmt.  Fiir  die  Anwendung 
auf  Falle,  die  denen  der  Versuchsanordnung  ahnlich  sind,  bilden 
aber  gerade  diese  Versuche  eine  geeignete  Grundlage.  In  dem- 
selben  Sinne  ist  auch  noch  der  folgende,  dritte  Vorgang  (Nr.  7c) 
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yon  gewissem  Werte.  Es  werden  aus  der  Beobachtung  zusammen- 
gesetzter  Systeme,  etwa  eines  ganzen  Eisenbahnzuges,  generalisierende 
Ausdrucke  fur  die  Reibungswiderstande  gewonnen,  die  einen  ganzen 
Komplex  von  Reibungsvorgangen  umfassen.  Hier  wurden,  selbst 
wenn  eine  vollstandige  Theorie  des  Bewegungsvorganges  vorliegen 
sollte,  die  aus  den  Experimenten  erhaltenen  Zahlen  nicht  hinreichen, 
um  besondere  Schliisse  liber  die  einzelnen  Reibungsgesetze  zu  ermog- 
lichen. 

Eine  allgemeine  Erfahrung  besagt,  dass  der  Quotient  aus  Reibungs- 
kraft  bzw.  Reibungsmoment  und  Normaldruck  in  den  meisten  Fallen 
innerhalb  engerer  Grenzen  schwankt  als  eine  jener  Grossen  selbst.  Es 
wird  daher  ubersichtlicher,  statt  der  Funktionen  R,  S,  .  .  .  die  sog. 
?;Reibungskoeffizienten"  einzufuhren,  von  denen  wir  die  folgenden  in 
unserer  Darstellung  beniitzen  wollen:  Als  Reibungskoeffizienten  der 
Setvegung  oder  der  Ruhe  bezeichnen  wir  die  Quotienten  R  :  N  =  cp 
bzw.  R0:  N  =  cpQ  aus  Gl.  (1)  bzw.  (4)  in  Nr.  6  und  behalten  die- 

dN 
selben  Bezeichnungen  fiir   die   Quotienten  R' :  -j—  usf.  bei,    wenn  es 

sich  um  den  Fall  der  Gl.  (7),  (8),  (9)  oder  (11)  handelt,  vorausgesetzt, 
dass  die  Normaldrucke  gleichformig  verteilt  sind.  Ferner  setzen  wir 
mit  Bezug  auf  (10)  Ml :  N  =  r±  und  nennen  diese  Lange  den  Koeffi- 
zienten  (oder  auch  Hebelarm)  der  Rollreibung,  sowie  mit  Bezug  auf  (3) 
M2  :  N  =  r% ,  den  Koeffizienten  der  Bohrreibung. 

7  a.    Versuche  zur  Erforschung  der  Reibungsgesetze. 

1)  StandpunJct  von  A.  Morin.  Die  ersten  rohen  Versuche  iiber 
die  Reibung7  die  von  Lionardo  da  Vinci 1S1),  von  G.  Amontonsl™\ 

131)  Die  Aufzeichnungen  Leonardos  sind  nicht  ganz  widerspruchsfrei.     Es 
heisst  im  Codice  atlantico,  herausgeg.  von  der  Accademia  dei  Lincei,  Blatt  209 
(Ubersetzung  von  Th.  Beck,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  524):  ,,Jeder 
Korper  widersteht  auf  der  Unterlage,  an  der  er  sich  reibt,  mit  dem  vierten  Teile 
seiner  Schwere",   und   gleich   darauf:    ,,Die  Reibungen   der  Korper  sind  von  so 
viel  verschiedenen   Stiirken,    wie    die    Verschiedenheiten    der  Schliipfrigkeit   der 
Korper,  die  sich  reiben." 

132)  Einen   ausfiihrliclien  Bericht  iiber  die   altere  Reibungslitteratur  giebt 
A.  F.  W.  Brix  in  Verhandl.  des  Vereins  zur  Beforderung  des  Gewerbefleisses  in 
Preussen  16  (1837),  p.  130.    Der  Bericht  ist  wieder  abgedruckt  in  desselben  Ver- 
fassers :  Uber  die  Reibung  und  den  Widerstand  der  Fuhrwerke  auf  Strassen  usw., 
Berlin  1850.     Weitere  liistorische  Angaben  bringt  M.  Riililmann,  Vortrage  iiber 
Gesch.  der  techn.  Mechanik,  Leipzig  1885,  p.  498—542;  schliesslich  F.  Mast,  Le 
nuove  vedute  nelle  ricerche  teor.  et  esper.  sail' attrito,  Bologna  1897;   vgl.  auch 
IV  6,  P.  Staclcel,  Nr.  6.    Die  folgenden  Quellen  sind  vom  Refereuten  lediglich  auf 
Grund  dieser  Berichte  bearbeitet  worden:  G.  Amontons,  Paris,  Mem.  de  1'Ac.  roy. 
des  sc.  1699,  p.  206;   A.  Parent,  Paris,  Hist,  de  1'Acad.  1700,  p.  145—150;  F.  J. 
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A.  Parent13*)  u.  a.  angestellt  wurden,  fiihrten  zu  dem  Ergebnis,  der 
Koeffizient  cp  der  Gleitreibung  sei  eine  fur  alle  Korper  gleiche  abso 
lute  Konstante,  deren  Wert  ys  bzw.  %  betrage.  F.  J.  de  Camus132), 
J.  A.  Segner13*)  und  L.  Eider133),  die  auch  den  Unterschied  zwischen 
der  Reibung  ,,der  Ruhe"  und  ,,der  Bewegung"  erkannten,  machten 
sich  von  dieser  Auffassung  frei,  und  J.  A.  Segner  gab  sogar  eine  - 
durch  die  Versuche  nicht  hinreichend  gestiitzte  -  •  Formel  fur  die 
Abhangigkeit  des  cp  von  der  Gleitgeschwindigkeit  v.  Zuverlassigere 
Experimentatoren,  deren  Ergebnisse  zuni  Teil  noch  heute  von  Wert 
sind,  entstanden  in  P.  v.  Musschenbroek134),  C.  A.  Coulomb 135)  und 
G.  Rennie136).  Bei  ibnen  gelangte  allmahlich  der  Standpunkt  zum 
Durchbruch,  der  gewohnlich  rnit  dem  Namen  Coulombs  verkniipft 
wird  (das  ,,Coulonibsche  Reibungsgesetz")  und  den  spater  A.  Morin13'1) 
durch  seine  umfassenden  und  sorgfaltigen  Versuche  begriindet  und 
nachdrucklich  vertreten  hat:  Grleiten  zwei  feste  Korper  aneinander 
geradlinig,  unter  Beriihrung  langs  einer  ebenen  Flache  oder  langs  einer 
Geraden,  bei  konstantem  und  gleichmassig  verteiltem  Norinaldruck, 
so  darf  man  angenahert  die  Reibungskoeffizienten  (p  und  <pQ  als  ledig- 
lich  von  der  Beschaffenheit  (Rauhigheit,  Schmierung)  der  in  Beriihrung 
stehenden  Oberflcichen  abhdngig  ansehen.  In  diesem  Satze  und  den  von 
Morin  gegebenen  numerischen  Werteu  fiir  (p  und  cpQ  ist  das  fiir  die 
Anwendungen  Wesentlichste  von  dein  zusammengefasst,  was  bis  zu 
jener  Zeit  an  quantitativen  Ergebnissen  iiber  die  Re^bungsgesetze  vor- 
laff.  Dagegen  enthalten  die  Arbeiten  der  friiher  Genannten,  nament- 
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lich   die   Coulombs  und  Rennies   vieles,   das  dariiber  hinaus   zur  Auf- 
Jddrung  der  Reibungsvorgdnge  dienen  kann  (vgl.  unten  2) — 4)). 

Morin  experimentierte  iihnlich  wie  Coulomb  mit  einem  belasteten 
Schlitten,  der  in  horizontaler  Ebene  uiiter  dem  Einfluss  eines  durch 
Seil  und  Rolle  gefiihrten  Gewichtes  einen  Weg  von  etwa  4  m  zuruck- 
legte,  wahrend  die  Seilspannung  und  die  Zeit-Wegkurve  des  Schlittens 


de  Camus,    Trait6  des  forces  mouvantes,  Paris   1722;    J.  A.  v.  Segner,  Diss.   de 
efrictu  solidorum  in  motu  constitutorum,  Halae  1758. 

133)  Berlin  Mem.  1748,  p.  122  und  133. 

134)  Introductio  ad  philosophiam  naturalem,  Lugd.  Batav.  1762,  t.  1,  p.  145. 
Vgl.  a.  Essai  de  physique,  Leyden  1739. 

135)  The'orie  des  machines  simples,  nouv.  edit.  Paris  1821. 

136)  Dinglers  Polytechn.  Journ.  34  (1829),  p.  95  u.  166  =  Lond.  Roy.  Soc. 
Trans.  119  (1829),  p.  143—170. 

137)  Nouv.  exper.  sur  le  frottement  faites  en  Metz  1831—1833  in  Paris,  Mem. 
pre"s.  p.  div.  Sav.  4  (Paris  1833),  p.  1—128  und  6  (1835),  p.  641  —  738.    Eine  kurze 
Zusammenfassung  giebt  Morin  in  den  Le9ons  de  mecanique  pratique,  Paris  1846, 
t  1,  p.  214—243. 
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selbsttatig  aufgezeichnet  wurden.  Die  Geschwindigkeiten  reichten  bis 
zirka  4  m/sec  (sie  blieben  grossenteils  wahrend  eines  Versuches  an- 
nahernd  konstant),  die  Normaldrucke  bis  1200  kg,  die  Breite  der  Be- 
ruhrungsflachen  wurde  bis  unter  die  Grenze  der  Messbarkeit  verkleinert. 
Der  Untersuchung  unterzog  Morin  in  vielfachen  Kombinationen  ver- 
schiedene  Holz-,  Stein-  und  Eisensorten,  Messing,  Bronze,  Lederriemen 
und  Seile  mit  trockenen,  benetzten  oder  mit  Talg,  Seife,  Schweinefett,  01 
geschmierten  Oberflachen.  Die  Ergebnisse  zeigten,  mit  denen  Coulombs 
verglichen,  keine  befriedigende  tlbereinstimmung.  Beispielsweise  ist 
fur  Eiche  auf  Eiche,  trocken,  Faserrichtung  parallel  zur  Bewegung: 
nach  Coulomb™}:  9  =  0.104,  <p0  =  0.440, 
nach  J/orm139):  ^  =  0.478,  yQ  =  0.625. 

Diese  Abweichungen  finden  hinreichende  Erklarung  darin,  dass  keinerlei 
Mittel  angewendet  wurdeu,  um  die  Oberflachenbeschaffenheit  bei  beiden 
Versuchsreihen  annahernd  gleich  zu  erhalten.  Morin wo)  weist  ins- 
besondere  auf  die  Veranderungen  hin,  welche  die  Gleitflachen  selbst 
wahrend  der  Versuche  erlitten,  ferner  auf  die  Tatsache,  dass  gelegent- 
lich  ein  unscheinbarer,  zufallig  vorhandener  Rest  von  Fettigkeit  auf 
eichenen  Schienen  den  Wert  fiir  cp  des  Eisens  von  0.6  auf  0.08  herab- 
setzte.  Im  allgemeinen  wirkten  reibungsvermindernd,  und  zwar  zumeist 
in  dieser  Reihenfolge :  Wasser,  Talg,  trockene  Seife,  Schweinefett, 
Olivenol.  Nur  in  wenigen  Fallen  wurde  cp  durch  geringe  Benetzung 
oder  Befettung  erhoht:  Gusseisen  auf  Gusseisen  trocken  0.152,  mit 
Wasser  0.314,  mit  Seife  0.197.  Auffallend  zeigte  sich  das  Schwinden 
des  Materialeinflusses  bei  Verwendung  von  Schmiermitteln: 

Gusseisen  auf  Eicne,  parallel  zur  Faser: 

trocken  y  =  0.490,     mit  Talg  <p  =  0.078. 

Gusseisen  auf  Ulme,  parallel  zur  Faser: 

trocken  <p  =  0.193,     mit  Talg  <p  =  0.077. 

Schmiedeeisen  auf  Eiche,  parallel  zur  Faser: 

trocken  y  =  0.609,     mit  Talg  >  =  0.085. 

Schmiedeeisen  auf  Ulme,  parallel  zur  Faser: 

trocken  <p  =  0.252,     mit  Talg  y  =  0.078. 
Vertauschung  des  Materials  von   Schiene    und   Schlitteukufe    anderte 

138)  A  a.  0.  p.  44  und  9    (Mittelwerte  aus  mehreren  differierenden  Beob- 
achtungen). 

139)  A.  a.  0.  4,  p.  59   (Mittelwerte  aus  zahlreichen  gut  iibereinstimmenden 
Beobachtungen). 

140)  Ebenda  p.  62  ff. 
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(p  und  (p0  vollig.  Der  Reibungskoeffizient  der  Ruhe  ergab  sich  fast 
immer  grosser  als  der  der  Bewegung,  schien  ihm  in  einzelnen  Fallen 
(Schmiedeeisen  und  Bronze  auf  Eiche,  trocken)  gleich  zu  sein  und 
zeigte  im  allgemeinen  grossere  Unregelmassigkeiten  als  dieser,  nament- 
lich  bei  Vorhandensein  von  Schmierung. 

Mit  den  Arbeiten  Morins  hat  die  experimentelle  Untersuchung 
der  Reibung  einen  ersten  Abschluss  erzielt.  Die  Technik  hat  sich 
den  Morinschen  Standpunkt141)  grossenteils  zu  eigen  gemacht  und 
benutzt  neben  den  von  Morin  gegebenen  Werten  fur  die  Reibungs- 
koeffizienten  einzelne  aus  spateren  besonderen  Yersuchsreihen  ge- 
wonnene  (vgl.  auch  Nr.  7b).  Die  meisten  weitergehenden  Forschungen 
fiber  die  Reibung  kniipfen  an  die  Vorganger  Morins  an. 

2)  Einfluss  der  Oberflaclienbescltaffenlieit,  trockene  und  gescJimierte 
Reibung.  Sieht  man  das  Coulomb-Morinsche  Gesetz  als  exakten  Aus- 
druck  fiir  einen  hypothetischen  Grenzfall  von  ,,trockener"  Reibung  an, 
so  fiihrt  der  Vergleich  mit  den  fur  laminare  Bewegungen  einer  zahen 
Fliissigkeit  geltenden  Gesetzen142)  zu  folgender  Gegeniiberstellung 143) : 
Die  Reibungskraft  pro  Flacheneinheit  ist  bei 

trockener  Reibung  Sclimiermittelreibung 

proportional  dem  Normaldruck,       ;  unabhangig  vom  Normaldruck, 
unabhangig  von  den  Geschwindig-      proportional      den     Geschwindig- 

keiten,  keiten, 

abhangig  von  der  Rauhigkeit  der      unabhangig   von    der    Rauhigkeit 

Gleitflachen,  der  benetzten  Flachen, 

grosser  fiir  den   Anfang  der  Be-  '  gleich  Null  fiir  den  Anfang  der 
wegung.  Bewegung. 

An  sorgfKtige  Versuche  mit  einer  konvexen  Glaslinse  kniipfen 
E.  Warburg  und  v.  Babo  144)  die  Bemerkung,  die  Unabhangigkeit  der 
Reibung  von  der  Geschwindigkeit  konne  als  sicheres  Merkmal  der 
unmittelbaren  Beriihrung  zwischen  den  bewegten  festen  Korpern  an- 
gesehen  werden.  Der  umgekehrte  Fall  vollkommener  Schmierung,  der 


141)  tiber  den  Anteil  Coulombs  und  Morins  an  dem  elementaren  Reibungs- 
gesetz  vgl.  z.  B.  H.  BocJiet,  Ann.  de  mines   (5)   13   (1858),   p.  271.     A.  Coulomb 
spricht   als   erster  die  Konstanz   von  9   als   annaherndes  Ergebnis   der  Versuche 
aus;   aber  es  sind  die  Versuche  Morins  ,,qui  ont  donne  a  cette  loi  toute  1'auto 
rite  dont  elle  jouit  aujourd'hui". 

142)  Vgl.  IV  15,  A.  E.  H.  Love,  Nr.  12  u.  10. 

143)  Ahnlich  bei  J.  Perry,  Applied  mechanics,  London  1907,  p.  80  =  An- 
gewandte  Mechanik,  Leipzig  1908,  p.  82. 

144)  Ann.  d.  Phys.  (2)  238  (1877),  p.  406.     Es  handelt  sich  hier  streng  ge- 
nommen  um  JSoferreibung,  vgl.  diese  Nummer,  Absatz  5. 
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eine  konstante,  zusammenhangende  Schmiermittelschicht  voraussetzt, 
ist  nach  Ansicht  von  0.  Reynolds 145)  bei  geradlinigem  Gleiten  immer 
dort  verwirklicht,  wo  eine  der  Oberflachen  sich  im  Schmelzzustande 
befindet.  Reynolds  beobachtete  diese  ,,Schliipfrigkeit",  die  ihm  von 
der  Bewegung  des  Schlittschuhes  her  gelaufig  war,  beim  Gleiten  eines 
erwarmten  Lotkolbens  auf  dem  Lotmaterial145),  und  ahnliches  zeigte 

/  '  O 

sich  auch  gelegentlich  des  Abrutschens  eines  iiber  einer  Asphalt- 
schicht  errichteten  Mauerkorpers146). 

Bei  fast  alien  Reibungsversuchen,  die  unter  den  in  der  Praxis 
vorliegenden  Verhaltnissen  angestellt  werden,  diirfte  es  sich,  den  Ver- 
suchsergebnissen  nach,  um  Zwischenstufen  der  beiden  Extremfalle 
handeln147).  Dies  wird  auch  durch  eine  von  Th.  Landsberg  herriihrende, 
eingehende  und  anregende  Studie  iiber  die  physikalischen  Vorgange 
bei  der  Gleitreibung148)  nahegelegt.  Darnach  besteht  die  Wirkung 
eines  Schmiermittels  zunachst  darin,  dass  es  einen  Teil  der  Uneben- 
heiten  der  Oberfiache  durch  Ausfiillen  von  Vertiefungen  unschadlich 
macht.  Andererseits  werde  durch  die  Eigenschaft  der  Korper,  an  ihrer 
Oberfliiche  Gase  zu  kondensieren,  das  vollige  Trockenbleiben.  der  Gleit- 
flachen  in  der  Mehrzahl  der  Falle  verhindert149).  Es  findet  also  in  der 
Regel  kombinierte  Reibung  zwischen  festen  Korpern  und  zwischen 
Schmierniittelteilchen  statt.  Landsberg  halt  auch  die  molekularen  Wir- 
kungen  der  sich  beriihrenden  Korper  fiir  massgebend150)  und  meint, 
dass  diese  durch  das  Dazwischentreten  von  Fliissigkeiten  oder  Gasen 
entscheidend  beeinflusst  werden  konnten.  Das  noch  sehr  wenig  unter- 

O 

suchte  Verhalten  gescJiabter  (d.  i.  iiberaus  glatter)  Flachen,  iiber  das 
J.  Perry  berichtet,  hiingt  vielleicht  niit  solchen  Molekularanziehungen 
zusammen,  soweit  es  sich  nicht  durch  den  Einfluss  der  Luftverdiin- 
nung  usw.  erklart151). 


145)  On  the   slipperiness   of  ice,   Mem.  and  proc.  of  the  Manchester  liter, 
and  philos.  Soc.  34,  Session  1898 — 99  =  Papers  2,  Cambridge  1900,  p.  734. 

146)  Beim  Bau  der  Elisabethbriicke  in  Budapest,  Zeitschr.  des  osterr.  Ing.- 
und  Archit.-Ver.  1904,  p.  280. 

147)  Vgl.  auch  die  oben  gegebene  Zusammenstellung  Jfon'wscher  Versuchs- 
ergebnisse  iiber  das  Schwinden  des  Materialeinflusses  auf  die  Grosse  von  qp  bei 
Schmierung  der  Gleitflachen. 

148)  Ann.  d.  Phys.  121  (1864),  p.  283—306. 

149)  Schon  Coulomb,  Theorie  des  machines  simples,  Paris  1821,  p.  4,  spricht 
von  dem  moglichen  Einfluss  der  Luftfeuchtigkeit  auf  die  Reibung. 

150)  Vgl.    dazu    die    Aufstellungen    Coulombs    iiber    die    Adhasion:    diese 
Nummer,  Absatz  4). 

151)  J.  Perry,  Applied  mechanics,  London  1907,  p.  73  =  Angew.  Mechanik, 
Leipzig  1908,  p.  76. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  n.  14 
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In  altere  Zeit  reichen  die  Berniihungen  zuriick,  ausgehend  von 
einer  geometrischen  Analyse  der  Oberflaclienstruldur  fester  Korper  dern 
Verstandnisse  der  Reibungserscheinungen  naher  zu  kommen.  So  will 
A.  Parent  aus  der  Annahme,  dass  die  Begrenzung  der  rauhen  Korper 
von  kongruenten,  dicht  gestellten  Halbkugelflachen  gebildet  werde, 
den  Reibungskoeffizienten  berechnen  (er  findet  ihn  tatsachlich  gleich 
%  |/2)  152),  und  L.  Euler  setzt  an  Stelle  der  Halbkugeln  eine  Haufung 
von  kleinen  schiefen  Ebenen153).  Alle  derartigen  Berechnungen,  sollen 
sie  nicht  dem  Energieprinzip  widersprecben154),  bediirfen  aber  erst 
noch  einer  dynamischen  Hypothese,  die  dann  eben  das  Reibungsgesetz 
enthalt.  Ein  an  Versuchsergebnissen  zu  kontrollierendes  Resultat  der 
Strukturbetrachtungen,  das  insbesondere  P.v.  Musschenbroek  vertreten 155), 
dann  A.  Morin  auf  Grund  seiner  Versuche  bestritten 156),  Tli.  Landsberg 
unter  Einschrankungen  wieder  aufgenomnien  hat157),  geht  dahin,  dass 
zwei  Korper  gleiclien  Materials  aufeinander  gleitend,  eher  zu  grosserer 
Reibung  neigen,  als  solche  verschiedener  Beschaffenheit.  Beispiels- 
weise  betragt  nach  Morin  der  Reibungskoeffizient  fur  trockene  Ober- 
flachen  und  Faserrichtung  parallel  zur  Bewegung  beim  Gleiten  auf 
Eicbe:  von  Eiche  0.48,  Ulme  0.43,  Esche  0.40,  Kiefer  oder  Rotbuche 
0.36,  Birne  0.37;  dagegen  beim  Gleiten  von  Gusseisen:  auf  Gusseisen 
0.152,  auf  Eiche  0.49.  Aus  Bemerkungen  von  Coulomb^6)  scheint 
hervorzugehen ,  dass  im  allgemeinen  die  Reibungsvorgiinge  bei  zwei 
Korpern  dhnliclten  Materiales  (Metalle  untereinander,  JHolzer  unterein- 
ander)  regelmassiger  verlaufen  als  bei  heterogenen. 

3)  Einfluss  der  Geschwindiglceit  auf  cp,  Verhaltnis  zu  yQ.  C.  A. 
Coulomb  schliesst  aus  seinen  Versuchen,  die  grosstenteils  einen  Ge- 
schwindigkeitswert  von  0.3,  ausnahmsweise  von  0.6  m/sec  erreichten, 
dass  der  Koeffizient  der  Gleitreibung  bei  Bewegung  von  Holz  auf 
Holz  oder  von  Metall  auf  Metall  nur  wenig  mit  der  Geschwindigkeit 
variiere,  dagegen  bei  Bewegung  von  Holz  auf  Metall  oder  umgekehrt, 


152)  Vgl.  Srix,  a.  a.  0.  p.  3. 

153)  Theoria  motus,  §  1117. 

154)  Ein  solclier  Widerspruch  muss  auftreten,  wenn  lediglich  die  Schwere 
(das  Auf-  und  Nieder-Schwanken  des  bewegten  Korpers  fiber  den  Unebenheiten 
des  ruhenden)  und  die  Elastizitat  in  Rechnung  gestellt  werden.    Vgl.  Landsberg, 
a.  a.  0.  p.  301;  ferner  J.  Leslie,  Elements  of  Natural  Philosophy,  Edinburgh  1823, 

p.  194. 

155)  Introductio  ad  philos.  natur.  Lugd.  Batav.  1762,  t.  1,  p.  154. 

156)  Le9ons  de  me'canique  pratique,  Paris  1846.  t.  1,  p.  230. 

157)  A.  a.  0.  p.  294. 

158)  A.  a.  0.  p.  100. 
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mit  der  Geschwindigkeit  stark  wackse1*9*).  Die  Versuche  von  G.  Eennie 
und  A.  Morin,  die  sich  auf  Geschwindigkeiten  bis  2.6  m/sec  bzw. 
3.9  m/sec  erstreckten,  fiihrten  zu  keinen  entschiedenen  Schliissen. 
P.  Conti  16°)  folgert  aus  genauen  und  sehr  umfassenden  Beobach- 
tungen,  die  zur  Nachpriifung  der  Jformschen  angestellt  wurden,  dass 
cp  bei  kleinen  Werten  von  v  erst  mit  v  wachse,  bei  etwa  1 — 2  m/sec 
ein  Maximum  erreiche,  hierauf  erst  rasch  und  dann  allm'ahlich  lang- 
samer  abfalle.  Der  Unterschied  zwischen  dem  grossten  und  dem  an- 
fangliehen  Wert  von  cp  vermindere  sich  mit  zunehmendem  Druck. 
Z.  B.  fand  Conti  fur  Eiche  auf  Gusseisen,  trocken,  parallel  zur  Faser161): 

fur  p  =  1.25,  423,  5.73  kg/cm2 

<p  =  0.275,  0.272,  0.260  bei  v  =  0.8  m/sec 

0.281,  0.278,  0.266  1.0 

0.288,  0.285,  0.271  1.2 

0.294,  0.290,  0.277  1.4 

0.290,  0.284,  0.278  1.6 

0.277,  0.277,  0.273  1.8 

A.  S.  Kimball 162)  gelangt  zu  ahnlichen  Schliissen  auf  Grund  von  Ver- 
suchen  mit  Leder  und  weichem  Holz;  er  bemerkt,  dass  die  Ge 
schwindigkeit,  bei  der  das  Maximum  erreicht  wird,  um  so  kleiner  ist, 
je  hoher  der  Druck  steigt.  F.  Jenkin  und  J.  A.  Ewing1&s~)  untersuchen 
mit  Hilfe  von  Experimenten  fiber  Zapfenreibung,  die  Geschwindigkeits- 
betrage  von  0.006  —  0.3  cm /sec  in  der  Gleitflache  erreichen  liessen,  den 
stetigen  Ubergang  vom  Werte  g?0  (Haftreibungskoeftizient)  fur  v  ==  0  zu 
Werten,  die  rp  wahrend  der  Bewegung  annimmt164). 

Fiir  die  Beurteilung  der  Verhaltnisse  bei  grosseren  Gesckwindig- 


159)  A.  a.  0.  p.  100.     Auch  P.  v.  Muschenbroek,  a.  a.  0.  p.  155,  behauptet 
das  Wachsen  von  qp  mit  v. 

160)  Atti  B.  Acad.  d.  Lincei  1874/75,  p.  16—200. 

161)  Aus   den  Ergebnissen   der  Versuchsreihen  Nr.  1515,    1516  und   1519 
unter  Weglassung  der  vierten  Dezimalstelle  fur  qp. 

162)  Sillimans  Amer.  Journ.  of  Science  (3)  13  (1877),  p,  353—359.     Vgl.  a. 
(3)  11,  p.  181  und  (3)  15,  p.  192. 

163)  London  Phil.  Trans.  167  (1878),  p.  509—528. 

164)  Neuerdings  hat  W.  Kaufmann,  Phys.  Zeitschr.  11  (1910),  p.  985,  Mit- 
teilung  fiber  eine  grosse  Keihe  sehr  sorgfaltiger  Reibungsversuche  gemacht.    Das 
wichtigste  Ergebnis  ist  dies,  dass  schon  bei  beliebig  kleiner  Neigung  der  schiefen 
Ebene  Gleitbewegung  zu  beobachten  war.    Dadurch  wird  das  Bild,  das  man  von 
der  Funktion  cp(v)  besitzt,  in  dem  Sinne  ergiinzt,  dass  man  an  der  Stelle  v  =  0 
einen  stetigen  Abfall  von  den  qp- Werten  fur  kleine  v  gegen  qp  =  0  anzunehmen  hat. 
Vgl.  a.  F.  Klein,  Zeitschr.  Math.  Phys.  58  (1910)  p.  186. 

14* 
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keiten  durfen  die  Ergebnisse  der  zahlreichen ,  hauptsachlich  im  Inter- 
esse  der  Eisenbahntechnik  unternommenen  Versuche  herangezogen 
werden,  die  die  Reibung  zwischen  einem  umlaufenden  Rad  und  dem 
Bremsklotz  oder  zwischen  einem  festgebremsten  Rad  und  der  Schiene 
betrafen 165).  J.  Poiree™6}  und  sp'ater  H.  Socket161)  haben  Experimente 
der  letzteren  Art  fur  das  Geschwindigkeitsintervall  von  .etwa  4  bis 
22  m/sec  durchgefiihrt,  und  H.  Socket  fasst  die  Versuchsergebnisse  in 
die  Formel: 

(1)  V  =  <T^P-  +  fP«  , 
v   '  \-\-av 

in  der  a,  cp,  qp0  und  qpcc  von  der  Materialbescbaffenbeit  abhangige 
Konstante  bedeuten  (Zahlenwerte  s.  unten). 

In  grosser  Zahl  und  mit  vortrefflichen  Einrichtungen  ausgefiihrte 
Versuche  von  Douglas  Galton™s)  ergaben  ein  ahnliches  Resultat  wie 
die  franzosischen,  beispielsweise  war  fur  die  Bewegung  stahlerner 
Radreifen  auf  Stahlschienen: 

mittleres  y  =  0.088,     0.065,     0.027; 
bei  v  =  3.09,     15.16,     26.7  m/sec. 

Gallon  untersuchte  ferner  die  Reibung  von  gusseisernen  Bremsklotzen, 
die  gegen  stahlerne  Radreifen  bei  Geschwindigkeiten  von  etwa  2  bis 
27  m/sec  arbeiteten,  wobei  er  immer  dem  Feuchtigkeitsgrade  der 
Schienen,  dem  Zustande  des  Materiales  usf.  weitesten  £>pielraum  liess. 
Auf  diese  Weise  fanden  sich,  bei  sehr  starker  Streuuug  der  Versuchs 
ergebnisse,  als  ausserste  Werte: 

<p  =  0.058  bis  0.123     bei     v  =  26.8  m/sec, 
<p  =  0.123  bis  0.325     bei     v  =    2.1  m/sec. 

Alle  Versuchsresultate  von  Poiree,  Socket  und  Gallon  fasste  J.  N. 
Franke1^}  nach  sachgemasser  Kritik  in  den  Ausdruck  zusammen: 

(2)  <p  =  ae~av       (v  in  m/sec) 


165;  Im  ersteren  Fall  kann  allerdings  die  Art  der  Verteilung  des  Normal- 
druckes  auf  die  Beruhrungsflache  die  Genauigkeit  der  Schlussfblgerucgen  be- 
trefFs  y  einigermassen  beeinflussen.  Vgl.  auch  Nr.  7b,  Abs.  2). 

166)  Mem.  de  la  Soc.  des  Ingen.  civils  1852. 

107)  Ann.de  mines  (5)  19  (1861),  p.  27—120;  vgl.  auch  ebenda  (5)  13  (1858), 
p.  271—320  und  Paris  C.  E.  46  (1858),  p.  802. 

168)  Engineering   25  (1878),   p.  469;    26,   p.  386  u.  395;    27  (1879),   p.  372; 
vgl.  auch  Inst.  of  Mech.  Engin.,  Proceed.  1878  u.  1879. 

169)  Civilingenieur  28  (1882),  p.  206. 
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mit  a  =  0.29,  cc  =  0.04,     fur  Gusseisen  auf  Stahl,  trocken ; 

0.29,           0.02,     fur  Schmiedeeisen  auf  Schmiedeeisen,  trocken; 
0.24,          0.029,  fur  Schmiedeeisen  auf  Schmiedeeisen,  etwas 

feucht. 

A.  Fliegner1™)  gab  erne  Form  el,  die  aus  (1)  hervorgeht,  werm  <p«  =  0 
gesetzt  wird,  und  berechnete  aus  denselben  Versuchen  die  Zahlenwerte: 
?>0=  0.428,  a  =  0.0802.  Auf  Gruud  neuer  durch  Wichert™-}  vorge- 
nommener  Versuche  an  Bremsen,  bei  denen  giinstige  und  ungiinstige 
Verhaltnisse  (betreffend  Materialbeschaffenheit  usf.)  voneinander  getrennt 
wurden,  entschied  sich  der  Verein  deutscher  Eisenbahnverwaltungen, 
nachdem  die  Versucbsergebnisse  mit  den  friiheren  in  guter  Uberein- 
stimmung  standen,  fur  die  Annahme  der  Forniel  (1)  mit  den  Werten 

a  =  0.226 ,       <?*  =  0.0495  <p0 . 
<JPO  =  0.45  fiir  trockene,       cpQ  =  0.25  fiir  nasse  Flachen. 

Neuerdings  hat  L.  Klein 172)  die  Reibungskoeffizienten  guss-  oder 
schmiedeeisener  Bremsscheiben  gegen  Holzkloize,  in  einem  Interval! 
von  etwa  2  bis  20  m/sec  von  v  nahegu  unabhangig  gefunden;  hierzu 
mag  bemerkt  werden,  dass  .Morm173)  im  Verhalten  von  Bronze  und 
Schmiedeeisen  gegen  Holz  das  Zusammenfallen  von  <p  und  <JDO  fest- 
gestellt  hat. 

4)  Einfluss  des  Normaldruckes ,  der  Oberflachengrosse  und  der 
Seruhnmgsdauer.  In  Ausfiihrung  eines  von  Cmdomb  herriihrenden 
Gedankens174)  setzt  A.  F.  W.  Brioc1"15)  fiir  den  Bewegungswiderstand, 
den  ein  Korper  beim  Gleiten  auf  ebener  Unterlage  erfahrt,  den  Aus- 
druck : 

E  =  aF  +  IN, 

wobei  F  die  Grosse  der  Beriihrungsflache,  a  und  &  Konstante  des 
Materials  bedeuten.  Den  ersteren  Teil  des  Widerstandes  schreibt  Cou 
lomb  der  })Adhcision"  zu.  Brix  berechnete  aus  den  Coulombschen  Ver 
suchen  die  Werte  von  a  fiir  verschiedene  Materialien  und  erhielt  z.  B. 


170)  Schweiz.  Bauzeitung  6  (1885),  p.  19. 

171)  Bericht  von  Buppell  im  Organ  fur  den  Fortschritt  des  Eisenbahnw.  44 
(1889),  p.  72  u.  113;  vgl.  auch  Berichte  iiber  die  Verhandl.  der  Komm.  fiir  techn. 
und  Betriebsangelegenh.  betr.  die  Vorschr.  iiber  die  Anzahl  der  Bremsen  usw., 
Berlin  1888. 

172)  Mitteilungen  iiber  Forschungsarbeiten,  herausgeg.  vom  Ver.  deutsch. 
Ing.,  Berlin  1903,  Heft  10;  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1903,  p.  1083. 

173)  Vgl.   die  Zahlentafeln  in  Le90ns   de  mecanique  pratique,   Paris  1846, 
t.  1,  p.  232  u.  234. 

174)  A.  a.  0.  p.  46. 

175)  A.  a.  0.  p.  18. 
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fiir  Kupfer  auf  Eisen;  trocken,  bei  Beginn  der  Bewegung  aus  der 
Ruhe:  a  =  0.00405  kg/ cm2.  Diese  Grosse  1st  so  gering,  dass  die 
,,Adhasion"  in  Fallen  der  Praxis  meist  ausser  Betracht  bleiben  darf 
und,  wie  Morin  u.  a.  annehmen,  angesichts  der  bedeutenden  Fehler- 
grenzen  der  Versuche  kaum  gesichert  erscheint.  G.  liennie116}  fand, 
dass  bei  faserigen  Substanzen,  wie  Tuch,  die  Reibungskraft  bei  kon- 
stantem  Normaldruck  mit  der  Grosse  der  Beriihrungflache  stark  zu- 
nehrae.  Er  untersuchte  ferner  bei  konstanter  Beriihrungsflache  die 
Abhangigkeit  des  Reibungskoeffizienten  der  Metalle  vom  Flachen- 
druck177)  in  dem  Intervalle  von  etwa  8  bis  GO  kg/cm2,  und  es  ergab 
sich  erst  ein  starkes,  dann  immer  langsameres  Ansteigen  von  cp  bei- 
spielsweise  fiir  Schweisseisen  auf  Schweisseisen,  trocken: 

9)  =  0.14,       0.25,       0.31,       0.41, 

p  =  8.79,     13.08,     23.62,     36.77  kg/cm2. 

H.  Socket 178)  komrnt  zura  Schlusse,  dass  (p  mit  von  Null  ansteigendem 
Drucke  erst  abnehme,  dann  nach  Erreichung  eines  Minimwns  wieder 
wachse,  wobei  der  Unterschied  zwischen  Anfangs-  und  Kleinstwert 
mit  abnehmender  Geschwindigkeit  grosser  werde.  Eine  Abnahme  von 
<p  mit  zunehmendem  Druck  ergaben  auch  die  Versuche  von  P.  Conti™0). 
Soweit  man  mit  Korpern  arbeitet,  die  -  -  als  starr  betracbtet  — 
nur  Punkt-  oder  Linienberiihrung  haben,  darf  man  die  bedeutende 
Abhangigkeit  der  tatsachlichen  Beriihrungsflache  vom  Normaldruck 
nicht  ausser  acht  lassen. 

Den  statischen  Reibungskoeffizienten  <JPO  findet  Coulomb 179)  von 
der  Zeit  abhangig,  wahrend  der  die  beiden  Korper  vor  Beginn  der 
Hewegung  unter  Pressung  standen.  Trockene  Beriihrungsflachen  vor- 
ausgesetzt,  erreicht  bei  Holz  auf  Holz  cpQ  nach  wenigen  Minuten  der 
Ruhe  seineu  vollen  Wert,  bei  Metall  auf  Metall  ist  die  Wirkung  der 
Zeit  iiberhaupt  nicht  nachweisbar,  bei  heterogenen  Korpern  ist  sie, 
wie  auch  bei  Anwendung  von  Schiniermitteln  in  alien  Fallen,  sehr 
bedeutend  und  erstreckt  sich  oft  auf  Tage.  Ahnliche  Beobachtungen 
teilen  die  meisten  alteren  Forscher  mit  und  fiihren  sie  allgemein  auf 
den  Umstand  zuriick,  dass  die  Korper  einer  gewisseu  Zeit  bediirfen, 
um  mit  ihren  Unebenheiten  ineinander  einzudringen. 

Die  Veranderung  des  kinetischen  Reibungskoeffizienten  <p  wah 
rend  der  Dauer  einer  Bewegung  erklart  sich  durch  die  Verande- 


176)  Dinglers  Polyt.  Journ.  34  (1829),  p.  166.     Vgl.  auch  Fussn.  136. 

177)  ebda.  p.  176—180. 

178)  Vgl.  die  in  Fussn.  167  angefiihrten  Arbeiten. 

179)  A.  a.  0.  p.  100. 
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rungen,  die  die  gleitenden  Oberflachen  durch  das  ,,Abreiben"  eiieiden. 
6r.  Jfewme176)  suchte  die  Grosse  der  Flachenpressung  zu  bestimmen,  bei 
der  das  sog.  ,,Fressen"  des  Materials  beginnt.  Man  beobachtet  mit- 
unter  eine  Zunahme180),  meist  eine  Abnahme  von  cp  wahrend  der 
Bewegung.  Auffallend  und  im  Widerspruche  mit  den  spateren  Ver- 
suchen  Wicherta  sind  die  von  D.  Gallon  gemachten  Angaben181)  iiber 
die  Verminderung  von  tp  bei  gleichformiger  Bewegung  eines  gegen 
den  Bremsklotz  gepressten  Rades,  z.  B.: 

fur  v  =    8.9  m/sec,  y  =  0.182,  0.152,  0.133,  0.116,  0.099; 
fur  v  =  28.8  m/sec,  tp  =  0.072,  0.063,  0.058; 
bei  einer  Bewegungsdauer  von       0,         5,        10,        15,       20  Sek. 

5)  Roll-  und  Bohrreibung.  liber  den  Widerstand,  den  eine  kreis- 
zylindrische,  auf  horizontalem  Boden  rollende  Walze  erfahrt,  stellte 
erstmals  Coulomb™2}  Versuche  an,  und  er  fand,  dass  der  Reibungs- 
koeffizient  r±  im  wesentlichen  eine  nur  vom  Material  der  Walze  und 
des  Bodens  abhangige  Grosse  sei.  Auf  einer  Unterlage  von  Eicnen- 
holz  ergab  sich 

rl  =  D.0485  cm  fur  eine  Walze  aus  Guayakholz, 
rt  =  0.0819  cm  fur  eine  Walze  aus  Ulmennolz. 

Unter  den  spateren  Experimentatoren,  fiber  deren  Arbeiten  A.  F.  W. 
jBn'a;183)  berichtet,  hat  Dupuit183)  versucht,  die  Abhangigkeit  des  rt 
vom  Durchmesser  der  Walze  festzustellen;  er  gibt,  gesttitzt  auf  Ver 
suche  mit  einem  eisernen  und  einem  holzernen  Zylinder,  die  auf  einer 
Holzbahn  rollten,  an,  dass  r^  der  Wurzel  aus  dem  Durchmesser  pro 
portional  sei m).  Untersuchungen,  die  Morin  u.  a.  iiber  den  Wider- 
stand  von  Fuhrwerken  auf  Strassen  usw.  ausfiihrten,  gestatten  keine 
hinreichend  sicheren  Schliisse  iiber  das  Verhalten  der  Reibungs- 
koeffizienten. 

Dem  mechanischen  Vorgang  beim  Zustandekommen  der  Rollreibung 
haben  F.  J.  v.  Gerstner18^  und  A.  F.  W.  Brixlss)  ihre  Aufmerksamkeit 
zugewendet.  Beide  gelangen,  indem  sie  die  elastische  Nachgiebigkeit 


180)  G.  Bennie,  a.  a.  0.  p.  166  (Tuch  und  ahnliche  Materialien). 

181)  Engineering  27  (1879),  p.  373. 

182)  A.  a.  0.  p.  126. 

183)  A.  F.  W.  Brix,  a.  a.  0.  p.  152 — 167.    Vgl.  Dupuit,  Essai  et  experiences 
sur  le  tirage  de  voitures  et  sur  le  frottement  de  seconde  espece,  Paris  1837  und 
F.  v.  Gerstner,  Zwei  Abhandlungen  iiber  Frachtwagen  usw.,  Prag  1813. 

184)  Dasselbe  Resultat  bei  J.  Perry,  Applied  mechanics,  p.  87;    vgl.  auch 
Proc.  Inst.  Civ.  Eng.  119,  p.  456. 
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der  Unterlage  und  der  Walze  in  Rechnung  stellen,  zu  dem  Ausdruck 


Ni 


worm  r  den  Halbmesser  der  Walze,  b  ihre  Breite  und  a  eine 
Materialkonstante  bedeutet,  die  aus  den  elastischen  Konstanten  der 
Korper  zu  berechnen  ist.  Die  Versuchsergebnisse  reichen  nicht  bin, 
um  einen  Einblick  in  die  Zuverlassigkeit  dieser  Formel  zu  gewahren. 
0.  Reynolds™'*')  hat  durch  sorgfaltige  Experimente  die  Erscheinung 
des  Rollens  aufzuklaren  versucht.  Eine  liarte  Walze,  auf  einer  Unter 
lage  von  weichem  Material  rollend,  sinkt  in  diesem  ein  und  erzeugt 
in  ihin  eine  Oberflachendehnung,  die  an  der  tiefsten  Stelle  am  gross- 
ten  ist.  Dadurch  nun,  dass  imnier  neue  Teile  der  Unterlage  gedehnt 
werden  miissen,  entsteht  ein  Gleiten  der  beiden  Korper  aufeinander, 
und  das  Moment  der  Rollreibung  entspringt  somit  zweierlei  Ursaclien. 
Erstens  treffen  die  Reaktionen  der  Unterlage  an  den  Beriihrungs- 
stellen  nicht  die  Walzenachse,  weil  sie  um  den  Reibungswinkel  arctg  <p 
von  der  Normalenrichtung  abweichen;  zweitens  ist  die  Deformation 
der  Unterlage  nicht  vollkommen  elastisch,  d.  h.  die  Teile,  deren  Sen- 
kung  im  Abnehmen  ist,  stehen  unter  geringerem  Druck  als  die, 
welche  eben  erst  niedergedriickt  werden.  Bis  zur  rechnerischen  Ver- 
wertung  ist  die  Theorie  nicht  fortgefiihrt. 

Die  Haftreibung  gegen  Eintritt  einer  Rollbewegung  ist  bei  den 
meisten  Korpern  so  gering,  dass  sie  fast  immer  alsr  nicht  vorhanden 
angesehen  werden  kann.  Nur  fur  die  Empfindlichkeit  feiner  Hebel- 
wagen  und  ahnlicher,  mit  Schneidenlagern  ausgeriisteter  Instrumente, 
wird  sie  entscheidend.  Man  weiss  hier,  dass  moglichst  hartes  Mate 
rial  fur  Schneide  und  Lager  zu  verwenden  ist186). 

Auch  fiber  den  Widerstand,  den  man  als  Bolirreibung  (Gl.  (3),  Nr.  6) 
bezeichnet,  hat  Coulomb™7)  wertvolle  Versuche  angestellt.  Auf  einer 
Spitze  von  gehartetem  Stahl  liess  er  belastete  Plattchen  verschiedenen 
Materials  rotieren  und  beobachtete  die  Abnahme  der  Umlaufsgeschwin- 
digkeit.  So  fand  er  das  Verhaltnis  der  Reibungsmomente  fiir  Plattchen 
von  Granat,  Achat,  Bergkristall,  Glas  und  Stahl  gleich  1000  :  1214 
:  1313  :  1777  :  2257.  Der  Reibungskoeffizient  r2  erwies  sich  unab- 

185)  London  Phil.  Trans.  166  '  (1876),  =  Papers  1,  Cambridge  1900,  p.  110. 

186)  Felgentraeger,  Theorie,  Konstruktion  und  Gebrauch  der  feineren  Hebel- 
wage,  Leipzig  1907,   p.  76.     Vgl.   a.   die   daselbst  besprochenen  Versuche   u'ber 
Schneidenreibung   von   P.  Bunge,   Carls  Repertorium  16   (1880)   p.  376  und   von 
M.  Thiesen,    Trav.  et   m^m.   du  Bureau    Internat.   de  Poids   et  de  Mesures  IX 
(1898)  p.  11. 

187)  A.  a.  0.,  p.  187—205. 
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hangig  von  der  Geschwindigkeit  und  —  entsprechend  einer  aus  theo- 
retischen  Uberlegungen  gewonnenen  Formel  -  -  der  dritten  Wurzel 
aus  der  Belastung  proportional.  Yon  neueren  Versuchen  sind  die  oben 
erwahnten  von  E.  Warburg  und  v.  Babo1**)  zu  nennen,  die  die  Bewegung 
einer  konvexen  Glaslinse  auf  einer  horizontalen  Glasplatte  betrafen, 
und  die  Unabhangigkeit  der  Reibung  von  der  Gesehwindigkeit  be- 
statigten.  —  Haftreibung  gegen  Bohren  ist  bisher  kaum  nachgewiesen 
worden. 

7  b.  Versuche  an  besonderen  Reibungserscheinungen. 

1)  Zapfen-  oder  Lagerreibung.  Wird  ein  zylindrischer  rotierender 
Zapfen  vom  Halbmesser  r  mit  der  Kraft  P  senkrecht  zu  seiner  Achse 
gegen  das  Lager  gepresst,  so  ist  unter  Annahme  des  Coulomb-Morin- 
schen  Gesetzes  das  auftretende  Reibungsmoment 


0 

zu  setzen,  wobei   der   mit  P   den  Winkel  &   einschliessende  Flachen- 
druck  p  die  Gleichung  erfullt: 


=  P. 
o 
Man  definiert  als  ;,Koeffizienten  der  Zapfenreibung": 


M 


so  dass  zur  Beurteilung  des  Zusammenhanges  von  cp  und  ^  die  ge- 
naue  Kenntnis  der  Druckverteilung  erforderlich  ist.  Aus  willkiir- 
lichen  Annahmen  fiber  die  letztere  hat  man  die  widersprechendsten 
Behauptungen  iiber  das  Verhaltnis  von  <p  :  fy  hergeleitet  188).  Eine 
Auffassung,  die  sich  bis  heute  in  der  technischen  Litteratur  erhalten 
hat189),  fiihrt  zu 

*-£*, 

wahrend  z.  B.  J.  Weisbach190}   fiir  den  vom  Lager  ^aZ&umschlossenen 

188)  Vgl.   z.  B.   Buhlmann,   Vortrage  ub.   Gesch.   d.  techn.  Mech.  ,   Leipzig 
1885,  p.  525. 

189)  Sie  riihrt  von  Th.  Eeye  her,  Civilingenieur,  (6)  1860,  p.  295.  Vgl.  etwa 
C.  Bach,  Die  Maschinenelemente,  Stuttgart  1901,  p.  402. 

190)  Polytechn.  Zentralbl.  1840,   p.  1057;   1852,  p.  193.     S.  auch  Lehrbuch 
der  Ingen.-  u.  Maschinenmechanik  1.  B.  5.  Aufl.  Braunschweig  1875,  p.  345. 
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n 


Zapfen  fy  =  --  cp  angiebt.     Von  einer  Kontrolle  durch  Versuchsresul- 

8 

tate  kann  bei  der  Schwierigkeit  der  Bestimmung  von  <p  und  bei  der 
starken  Veranderlichkeit  der  Grosseri  ty  und  <p  keine  Rede  sein. 

Untersuchungen,  die  sich  auf  unmittelbare  Bestimuiung  von  ty 
als  Funktion  von  P,  r  und  der  Gleitgeschwindigkeit  v  beschranken, 
sind  in  neuerer  Zeit  in  grossem  Urnfang  und  mit  bedeutendem  Er- 
folge  vorgenommen  worden.  Uber  die  Ergebnisse  wird  in  Nr.  19  a  im 
Zusaminenhang  nait  der  hydrodynamischen  Theorie  der  Lagerreibung 
berichtet. 

Lauft  der  zylindrische  Zapfen  nicht  in  einem  ihn  unmittelbar 
umscbliessenden  zylindrischen  Lager,  sondern  auf  Kugeln  oder  Walzen, 
die  dem  Zapfen  und  dem  Lager  gegeniiber  eine  Rollbewegung  voll- 
fiihren,  so  tritt  der  Hauptsache  nach  wohl  Rollreibung  auf.  Ausfiihr- 
licne  Versuche  von  Stribeck191^)  haben  gezeigt,  dass  der  Reibungs- 
koeffizient  (d.  i.  wie  friiher  das  zur  Drehung  des  Zapfens  erforder- 
liche  Moment  dividiert  durch  Pr)  bei  einem  gegebenen  Lager  von 
der  Gleitgeschwindigkeit  merldich  undbhdngig  ist  und  mit  wachsender 
Pressung  abnimmt,  etwa  der  Quadratwurzel  aus  der  Pressung  um- 
gekehrt  proportional  ist.  Es  ist  zu  beachten,  dass  hier  in  der  Haupt 
sache  trockene  Reibung  vorliegt. 

Fur  sog.  Spurzapfen,  die  in  der  Richtung  ihrer  Drehaxe  belastet 
sind7  gilt  das  oben  iiber  gewohnliche  Tragzapfen  Gesagte.  Die  alteren 
Mechaniker  haben  aus  unzureichenden  VorsteLhmgen  iiber  die  Rei- 
bungs-  und  Abniitzungsvorgange  im  Lager  bestimmte  Eegeln  zur  Ver- 
minderung  der  Zapfenreibung  (Antifriktionszapfen  usw.)  aufgestellt192), 
die  der  heutige  Maschinenbau  ganzlich  verlassen  hat. 

2)  Bremsen.  Bezeichnet  a  den  Winkel,  den  der  Bremsklotz  einer 
Backenbremse  auf  dem  Radumfange  deckt,  so  gilt,  ahnlich  wie  oben, 
die  Beziehung  zwischen  dem  scheinbaren  Reibungskoeffizienten  ^  der 
Bremse  und  dem  -  -  unabhaugig  von  p  vorausgesetzten  -  -  Koeffi- 
zienten  (p  der  Gleitreibung: 


Cp  cos  &  d  & 
o 

Da  aber  a  in  der  Regel  klein  ist,    also  cos'O1  nicht  wesentlich  von  1 

191)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1901,  p.  123  und    1902,  p.  1463,    auch 
Mitteil.  iiber  Forschungsarb.  herausg.  v.  Ver.  deutsch.  Ing.,  Heft  2  und  7. 

192)  Vgl.  die  Darstellung  bei  Eiildmann,  a.  a.  0.,  p.  530;  ferner  Weisbach, 
Lehrb.  d.  Ingen.-  u.  Maschinenmechanik  1.  Bd.  5.  Aufl.  Braunschweig  1875,  p.  354. 
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abweicht,  kann  man  ohne  erheblichen  Fehler  ty  mit  cp  identifizieren. 
Demgemass  sind  die  Ergebnisse  der  an  Backenbremsen  vorgenommenen 
Versuche  in  NT.  7  a  zur  Besprechung  gelangt  (vgl.  insbesondere  3)). 

Fiir  die  sog.  Bandlremsen,  bei  denen  ein  bandformiger  Korper 
(Stahlband)  an  den  TJmfang  der  Bremsscheibe  gepresst  wird,  vgl.  die 
folgenden  Bemerkungen  iiber  Riemen-  und  Seilreibung. 

3)  Riemen-  und  Seilreibung.  Fiir  die  Berechnung  der  Riemen- 
und  Seiltriebe  ist  die  Grosse  der  Haftreibung  entscheidend,  die  zwi- 
schen  dem  betreffenden  Zugmittel  und  der  Scheibe  (Rolle)  wirkt. 
Man  pflegte  in  der  Praxis,  auf  Grand  alterer  Versuche,  fiir  Leder- 
riemen  auf  Gusseisenscheiben,  je  nach  der  Fettigkeit  der  Oberflache, 
<p0  =  0.12  bis  0.38,  im  mittel  etwa  0.25  zu  setzeu193).  In  neuerer 
Zeit  hat  0.  Kammerer™*')  umfassende  Versuche  angestellt,  die  ge- 
statteten,  unter  mannigfaltigen  Verhaltnissen,  sowohl  bei  ruhender  als 
bei  umlaufender  Scheibe,  den  mittleren  Reibungskoeffizienten 


o 

9m  ~      — ^— 

(worin  a  den  umspannten  Bogen  bedeutet)  zu  messen.  Es  ergab  sich, 
dass  deutliches  Gleiten  des  Riemens  (oder  Seiles)  auf  der  Scheibe  erst 
bei  erheblich  hoheren  als  den  obengenannten,  iibrigens  von  der  Belastung 
des  Riemens  und  der  Umfangsgeschwindigkeit  der  Scheibe  abhangigen 
Werten  von  <pm  eintrat.  Bei  ruhender  Scheibe  stieg  der  Grenzwert  von 
<pm  mit  abnehmender  Riemenspannung  beispielsweise  im  Falle  eines  ein- 
fachen  Lederriemens  auf  Gusseisen  bis  zu  einem  Betrage  von  0.46,  der 
bei  etwa  3  kg  Belastung  pro  cm  Riemenbreite  erreicht  wurde.  Er  er- 
Jiohte  sich  ledeutend,  auf  0.6  bis  0.8,  als  die  Scheibe  in  normalem 
Betriebe  war,  und  zeigte  sich  bei  doppelten  Riemen  geringer  als  bei 
einfachen,  auf  grossen  Scheiben  betrachtlicher  als  auf  kleinen.  Kam- 
merer  giebt  zur  Erklarung  dieser  auffallenden  Erscheinungen  an,  dass 
wahrend  des  Betriebes,  im  Zusammenhang  mit  der  periodisch  wech- 
selnden  elastischen  Dehnung  und  Verkiirzung  des  Riemens,  eine  starke 
,,Adhdsionswirlcung"  zwischen  den  in  Beriihrung  stehenden  Teilen  ein- 
tritt;  diese  Wirkung  muss  bei  kleinen  Scheibendurchmessern  und  bei 
dicken  Riemen  kleiner  ausfallen,  weil  hier  ein  geringeres  Anschmiegen 
der  beiden  Teile  zu  erwarten  ist.  Da  die  elastischen  Langenande- 


193)  Vgl.  Des  Ingenieurs   Taschenbucb,  berausgeg.  v.  Ver.  ,,Hutte",  Berlin 
1902,  p.  210  oder  C.  Bach,  Die  Maschinenelemente,  Stuttgart  1908,  p.  343. 

194)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1907,    p.  1085;    ausfiibrlicber :    Mitteil. 
iib.  Forscbungsarb.  berausg.  v.  Ver.  deutscb.  Ing.,  Berlin  1908,  H.  56 — 57. 
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rungen  jedenfalls  ein  massiges  Gleiten  des  Riemens  auf  der  Scheibe 
hervorrufen,  zeigt  sich  wohl  in  den  vorliegenden  Beobachtungen  eine 
Bestatigung  der  oben195)  besprochenen  Ergebnisse  anderer  Versuche, 
wonach  cp  bei  geringen  Geschwiudigkeiten  fiber  den  Wert  g>0  hinaus 
wachst 19 '). 

4)  Haftreibung  (sog.  Adhasion)  der  Fahrzeugtriebrader.     Die  Fort- 
bewegung    eines    auf  Radern    laufenden   Fahrzeuges   hangt   von   dem 
Betrage  der  Haftreibung  zwischen  Rad  und  Fahrbahn  ab.    Die  Eisen- 
bahnpraxis  nimmt,  nach  einem  Bericht  von  E.  Sanzin191),  als  ausserste 
Grenzen  von  <p0  die  Werte  0.08  (bei  fettigen  Schienen,  Schnee,  Reif) 
und  0.35  (bei  trockenen,  bestaubten  Schienen)  an.     Im  gewohnlichen 
Betrieb  ist  cpQ  =  0.135  bis  0.180,  kleiner  bei  anhaltenden  Steigungen 
und  in  Krummungen.    Die  osterreichischeu  Staatsbahnen  rechnen  mit 
0.150  bei  alteren,   mit  0.165   bei  neueren  Lokomotiven.     Dieser  Urn- 
stand  deutet  scbon  darauf  bin,  dass  die  Art  der  Bestimmung  von  <JPO 
keine  einwandfreie  ist.    Tatsachlich  lasst  sich  die  in  Frage  kommende 
Grosse  des  Normaldruckes   (das  sog.  Adhasionsgewicht)  in  der  Regel 
nicht  in  elementarer  Weise  bestimmen,    sondern  hangt  von  der  Bau- 
art,    der  Federung,  den   Massenwirkungen  der   Lokomotive   usw.   ab. 
(Vgl.  auch  Nr.  23  a.) 

5)  Gleitwider stand  von  Nietverbindungen.    Fiir  die  Festigkeit  einer 
durch  Nietung  hergestellten  Verbindung  zweier  plattenformiger  Korper 
hat  —  im  Gegensatz  zu  alteren  Anschauungen  — ,  C.  v.  Bach198^)  die 
Grosse    der  Haftreibung    als    massgebend    erkannt,    die  zwischen   den 
durch  die  Nieten  aufeinandergepressten  Oberflachen  der  Flatten  wirk- 
sam    ist.      Die    bisherigen    Versuche    beschriinkten    sich    darauf,    die 
durchschnittliche    Grosse    der   beobachteten   Reibungskrafte,  reduziert 
auf   die   Flacheneinheit   des  Nietquerschnittes,   festzustellen.     Die   ge- 
fundenen  Werte  von  1000  bis  2000  kg/cm2  und  dariiber  zeigen,  dass 
der  von  F.  Grashofi99)   angegebene  Reibungskoeffizient  cp0  =  0.4  ver- 
mutlich  zu    klein  ist.     Eine  wirkliche  Bestimmung  von  <p0  ware  erst 
nach  Kenntnis    des   Normaldruckes   moglich;    dieser   aber   liesse   sich 
nur  aus  der  elastischen  Dehnung  des  Nietschaftes  berechnen,   die  zu- 


195)  Nr.  7  a,  7  a  3  P.  Conti  und  A.  S.  Kimball    Vgl.  a.  Nr.  20  a. 

196)  t)ber  die  Theorie  der  Kraftiibertragung  durch  Riementrieb  vgl.  Nr.  20a. 

197)  Handb.  d.  Eisenbahnmaschinenwesens  2,  Berlin  1908,  p.  4. 

198)  Erstmals   ausgesprochen  in   der  2.  Aufl.  des  Werkes  ,,Die  Maschinen- 
elemente",  Stuttgart  1891—92,  p.  116—128.    Versuchsberichte  in  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1892,    p.  1141   und  1305;    1894,  p.  1231;    1895,  p.  301.     Vgl.  auch 
die  spateren  Auflagen  des  angefiihrten  Werkes. 

199)  Elastizitat  u.  Festigkeit,  Berlin  1878,  p.  201. 
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gleich  mit  dessen  Abkiihlung,  von  der  Rotgluthitze  beim  Einziehen 
des  Nietes  auf  die  stationare  Temperatur,  eintritt.  Uinfassende  Ver- 
suche  von  J.  Schroder  van  der  Kolkm)  gewahren  einen  Einblick  in 
die  teilweise  elastischen  Vorgange  beim  Beginne  des  Gleitens201). 

7c.  Generalisierende  Widerstandsformeln. 

1)  DampfmascMnen  usw.  Die  durch'schnittliche  (an  der  Welle 
gemessene)  sekundliche  Leistung  Le  einer  stationar  laufenden  Dampf- 
maschine  unterscheidet  sich  von  der  durch  die  Kolbenkraft  pro  Zeit- 
einheit  geleisteten  Arbeit  Z/f  um  einen  Betrag,  der  als  ,,Widerstands- 
arbeit"  bezeichnet  wird  und  von  der  Reibung  in  den  Lagern  und 
Fiihrungen,  vom  Luftwiderstand  usf.  herriihrt.  Man  nennt  Le  die 
,,effektive";  Lf  die  7,indizierte"  Arbeit  der  Maschine  und  den  Quotienten 


den  jjinechanischen  Wirkuugsgrad"  (vgl.  Nr.  Ib).  Dieser  muss  im  all- 
gemeinen  bei  einer  gegebenen  Maschine  von  der  Tourenzahl  n  und  dem 
Verlauf  der  eingepragten  Krafte  abhangen  (vgl.  auch  Nr.  10  a).  Sieht 
man  den  Kraftverlauf  als  durch.  eine  einzige  Grosse,  den  sog.  ,,Be- 
lastungsgrad"  gegeben  an,  so  erscheint  77  als  Funktion  zweier  Ver- 
anderlicher,  etwa  n  und  Le  oder  L{. 

Zahlreiche  Versuche,  unter  denen  wir  die  von  E.  H.  Thurstonm~) 
und  C.  Holm20*)  nennen,  haben  ergeben,  dass  die  Differenz  Le  —  Lf 
unter  gewohnlichen  Betriebsverhaltnissen  von  Tourenzahl  und  Be- 
lastung  annahernd  unabhangig  ist.  Darnach  erhalt  man: 

m  const- 


wenn  LQ  den  Wert  von  Lt  fiir  Le  =  0,  die  sog.  >;Leerlaufarbeit"  be 
zeichnet.  Andere  Autoren  nehmen  an,  dass  die  Widerstandsarbeit 
mit  der  Belastung  ivdchst,  und  gelangen  zu  dem  Ansatz204): 


wobei  nach  E.  E.  Werner   der  Koeffizient   der  ,7zusatzlichen  Reibung" 

200)  Tijdschr.  v.  h.  Kon.  Inst.  v.  1895—96,  deutsche  Bearbeitung:    Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1887,  p.  739  u.  768. 

201)  Vgl.  a.  IV  27,  Nr.  2b,  Th.  v.  Kdrmdn. 

202)  Engineering  1887,  p.  96. 

203)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1901,  p.  1002. 

204)  F.  M.  G.  de  Pambour,  Theorie  de  la  machine   a  vapeur,  Paris  1839, 
p.  303.     E.  R.  Werner,   Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1889,   p.  641;  E.  Brauer, 
ebenda,  p.  1884.     J.  Perry  halt  diesen  Ansatz  bei  beliebigen  Maschinen  fiir  aus- 
reichend  (angew.  Mechanik,  p.  63). 
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«  =  1.1  bis  1.11  zu  setzen  1st.  .Hra&aTb205)  gibt  sowohl  fur  a  als 
Lt  Formeln  an,  die  diese  Koeffizienten  als  Funktionen  der  Maschinen- 
abinessungen  erscheinen  lassen.  Etwas  naher  geht  H.  Lorenz206')  auf 
das  Zustandekommen  der  Maschinenreibung  ein.  Er  zerlegt  die  indi- 
zierte  Arbeit  Lt  in  zwei  Teile,  einen  von  den  positiven  Kolbenkraften 
geleisteten  (Z//)  und  einen  von  den  negativen  verzehrten  (£/').  Wah- 
rend  demgemass  die  gesamte  indizierte  Leistung 

T    -    -   T  '         T  " 
A  —  "i  —  ^i 

betragt,  wird  fiir  die  zusatzliche  Reibung  die  Summe  L? -\- L"  be- 
stimmend,  so  dass  man 

(<*  _i  PW  +  Lt") 

n~          ~  Li~          ~LT 

zu  setzen  hat.  --  Tiber  die  Abhangigkeit  des  mechanischen  Wirkungs- 
grades  von  der  Geschwindigkeit  liegen  keine  ausfiihrlicheren  Unter- 
suchungen  vor.  Es  scheint,  dass  bei  kleineren  Geschwindigkeiten  der 
Ansatz  (2),  bei  grosseren  der  Ansatz  (1)  Geltung  gewinnt.  Dies 
wiirde  mit  dem  Umstande  gut  iibereinstimmen,  dass  die  Reibungs- 
kraft  in  geschmierten  Lagern  bei  hoher  Umlaufszahl  von  der  Gri5sse 
des  Lagerdrucks  nahezu  unabhangig  wird  (Nr.  19 a). 

2)  Widerstdnde  der  Eisenbdhnen.  tJber  die  Ergebnisse  der  zahl- 
reichen  Versuche,  die  verschiedenenorts  angestellt  warden,  um  den 
Widerstand  fahrender  Eisenbahnziige  empirisch  zu,  bestimmen,  liegen 
zusammenfassende  Bericnte  von  A.  Frank™)  und  jR.  /Saw0m208)  vor. 
Nach  Frank  darf  man  allgemein  die  zur  gleichformigen  Fortbewegung 
einesWagens  oder  einer  Lokomotive  vom  Gewichte  G  auf  gerader  ebener 
Strecke  erforderliche  Kraft  W  bei  einer  Geschwindigkeit  v  in  m/sec 
(1)  W=  G(a  +  lv2)  +  cv* 

setzen.  Hierin  haben  a  und  b  unveranderliche  Werte  (a  =  0.0025, 
&  =  0.0000027,  W  und  G  in  kg),  wahrend  c  durch  die  Angriffsflache, 
die  der  Wagen  dem  Luftwiderstand  bietet,  bestimmt  wird.  Beispiels- 
weise  gilt  fur  die  an  der  Spitze  des  Zuges  fahrende  Lokomotive, 
deren  Projektion  quer  zur  Fahrtrichtung  Fm*  betragt:  c  =  0.113.F,  fiir 
jeden  folgenden  Personenwagen  gewohnlicher  Bauart:  c  =  0.0574  usf. 

205)  Hilfsbuch  fiir  Dampfmaschinen-Techniker,  Berlin  1906. 

206)  Dynamik    der  Kurbelgetriebe,  p.  109;     ausfuhrlicher :  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1894,  p.  1267. 

207)  Zeitschr.  d.Ver.  deutsch.  Ing.  1907,  p.  94;  vgl.  auch  ebenda  1903,  p.  460. 

208)  Handbuch  des  Eisenbahnmaschinenwesens  herausg.  v.  L.  v.  Stockert  2, 
Berlin  1908,  p.  53ff.    Vgl.  auch  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1907,  p.  1695  und 
Zeitschr.  d.  osterr.  Ing.-  u.  Archit.-Ver.  1903,  p.  649. 
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Das  Widerstandsglied  b  Gv2  fiihrt  A.  Frank  auf  die  Wirkung  der  Schienen- 
stosse  zuriick  (vgl.  Nr.  23  a),  das  letzte  Glied  auf  den  Luftwiderstand 
(vgl.  Nr.  8).  Seine  Formel  deckt  alle  bekannten  Versuchsergebnisse, 
insbesondere  auch  die  der  Studiengesellschaft  fiir  elektrische  Schnell- 
bahnen209).  Abweichend  von  (1)  lautet  ein  alterer,  hauptsachlich  von 
franzosischen  Forschern  verwendeter  Ansatz: 
(2)  W  =  G(a  +  bv  +  cv2), 

worin  beispielsweise  nach  Barbier'210)  fiir  einen  zweiaxigen  Schnell- 
zugswagen  a  =  0.0016,  &  =  0.0000829,  c  =  0.00872  zu  setzen  ist. 
Auch  Sanzin20S)  gelangt  zu  einem  Ausdruck  fiir  den  Lokomotivwider- 
stand,  der  das  in  v  lineare  Glied  enthalt.  Ein  der  dritten  Potenz  von  v 
proportionates  Glied  wurde  gelegentlich  eingefiihrt211).  Nahere  Angaben 
iiber  die  Abhangigkeit  der  Koeffizienten  von  der  Art  der  Wagen,  von 
der  Verteilung  der  Last  auf  Trieb-  und  Laufaxen  usw.  findet  man  in  den 
angefiihrten  Berichten,  ferner  in  den  Handbiichern  der  Eisenbahn- 
technik212)  usf.  Bemerkenswert  ist  die  Beobachtung,  dass  W  bei  Ver- 
minderung  der  Geschwindigkeit  etwa  im  Bereiche  von  2  m/sec  plotz- 
lich  stark  ansteigt213).  —  Bei  Fahrt  in  Gleisbogen  erhoht  sich  W  um 
einen  Betrag,  den  man  Krummungswiderstand  (vgl.  a.  Nr.  2  3  a)  nennt 
und  fiir  den  v.  Rocld2U)  die  noch  heute  in  Verwendung  stehende  Formel 

W-       a 
W     ~  R-b 

angab,  wobei  E  den  Kriimmungsradms  (in  m)  bedeutet  und  a  =  0.65, 
&  =  55  einzusetzen  ist.  L.  Hoffmann215)  setzt  &  =  45  und  a  = 
0.021  (4 1  +  Z2),  wobei  I  den  Radstand  (in  m)  bezeichnet.  (Vgl.  auch 
Nr.  23  a— c.) 

In  ahnlicher  Weise  wie  die  Widerstande  der  Eisenbahnziige  sind 
die  der  Forderanlagen  zu  beurteilen.  Z.  B.  gibt  J,  Ruths215)  fiir  den 
Widerstand,  den  ein  mit  der  Geschwindigkeit  v  gefordertes  Paar  von 
Forderschalen  erleidet  (die  eine  Schale  fahrt  ab warts,  wahrend  die 


209)  Bericht  der  Studiengesellschaft  f.  elektr.  Schnellbahnen,  Berlin  1904. 

210)  Revue  generale  de  chemins  de  fer,  Paris  1897. 

211)  Organ  fur  die  Fortschr.  d.  Eisenbahnver.  1885,  p.  39. 

212)  Z.   B.      Die    Eisenbahntechnik    der    Gegenwart,    herausg.    von    Blum, 
v.  Barries  u.  Barkhausen,  Bd.  1,  Wiesbaden  1903,  p.  63. 

213)  Handb.  d.  Eisenbahnmaschinenwesens  a.  a.  0.,  p.  61. 

214)  Zeitschr.  fiir  Baukunde  1880  und  Organ   f.  d.  Fortsch.  d.  Eisenbahn- 
wesens  1881,  p.  161. 

215)  Organ  f.  d.  Fortschr  d.  Eisenbahnwesens  1884,  p.  174. 

216)  Versuche   zur  Bestimmung  der  Widerstande  v.  Forderanlagen.     Diss. 
Hannover,  Berlin  1909. 
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andere  aufsteigt): 

W  =  0.30  F  (v*  +  F2)     fur     v  >  V 
W=O.QOFvV  fiir    v  <  V, 

worin  V  die   Geschwindigkeit   der  Wetterziige   im   Schacbt   bedeutet. 

8.  "Widerstande  im  umgebenden  Mittel.  In  den  letzten  Formeln 
des  vorausgehenden  Abschnittes  kommt  neben  den  Reibungskraften  im 
engern  Sinn  auch  der  Luftividerstand,  d.  i.  die  Resultante  der  an  der 
freien  Oberflacbe  der  bewegten  Korper  wirkenden  Druckkrafte,  zum 
Ausdruck.  Solche  „  Widerstande  des  umgebenden  Mittels"  (Luft  oder 
Wasser)  kennt  die  Meclianik  der  starren  Korper  bzw.  die  Punkt- 
mecbanik  seit  Newton  217),  und  sie  spielen  bei  verscbiedenen  Problemen 
der  Macbinentecbnik,  namentlicb  in  der  Untersuchung  der  Fahrzeuge, 
eine  grosse  Rolle.  Erst  in  neuerer  Zeit  bat  man  begonnen,  miter 
Heranziebung  von  bydrodynamiscben  Uberlegungen  etwas  Licbt  in 
die  Mannigfaltigkeit  der  Widerstandsgesetze  zu  bringen.  Wir  be- 
schranken  uns  bier  auf  den  Fall,  dass  alle  in  Betracht  kommenden 
Gescbwindigkeiten  tief  unter  der  Scballgescbwindigkeit  des  betreffen- 
den  Mediums  liegen218)  und  dass  alle  Verscbiedenbeiten  in  der  Dichte 
des  Mediums  vernacblassigbar  klein  sind.  Nimmt  man  dann  an,  dass 
fur  die  Fliissigkeit  die  £Messcben219)  Gleicbungen  gelten,  so  besteht 
fiir  eine  Reibe  geometriscb  abnlicher  Vorgange  bei  verscbiedenen 
Dicbtenp,Zabigkeitskoeffi/ientenv219),  Gescbwindigkeiten  v  undLinear- 
dimensionen  a  die  Beziebung220 


wobei  W  irgend  eine  Komponente  der  zwiscben  Fliissigkeit  und  starrem 
Korper  wirksamen  Kraft  bedeuten  kann.  Genaues  Zutreifen  der  Gl.  (1) 
darf  man  aber  nur  dann  erwarten,  wenn  aucb  die  kleinen,  die  Raubig- 
keit  der  Korperoberniichen  bervorrufenden  Unebenbeiten  in  bestimmtem 
Verbaltnis  zu  den  iibrigen  Dimensionen  steben.  Eine  zu  (1)  analoge 
Beziehung  gilt  fiir  die  Komponenten  des  Momentes. 

Die  Funktion  f  in  (1)  liesse  sicb  ermitteln,  wenn  die  Bewegung 
der  Fliissigkeit  in  der  betreffenden  Umgebung  vollstandig  bekannt 
ware.  Dies  wiirde  die  Kenntnis  aller  Rand-  und  Anfangsbedingungen  etc. 

217)  In   den  ,,Principia"   werden  Widerstande  behandelt,  die  mit  der  Ge 
schwindigkeit  linear  (lib.  II.  sect.  I.)  oder  quadratisch  (lib.  II,  sect.  II.)  wachsen. 

218)  Tiber  die  Verhaltnisse  in  der  Nahe  der  Schallgeschwindigkeit  und  dar- 
uber  hinaus  vgl.  IV  18,  Nr.  1,  C.  Cranz. 

219)  IV  15,  Nr.  18,  A.  E.  H.  Love. 

220)  Vgl.  z.  B.  Bayleiyh,  Philos.  mag.  (6)  8  (1904),  p.  66. 
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erfordern.  In  der  Regel  betrachtet  man  nur  den  Fall,  dass  ein  Kor 
per,  der  sick  mit  konstanter  Geschwindigkeit  geradlinig  oder  um 
eine  feste  Axe  bewegt,  in  eine  sonst  ruhende  oder  in  konstanter  Trans 
lation  befindliche  Fliissigkeit  hineingestellt  ist.  Es  hangt  dann  f 
lediglich  von  der  Gestalt  des  Korpers  und  seiner  Stellung  gegen  die 
Bewegungsrichtung,  eventuell  auch  gegen  die  Fortschreitungsrichtung 
des  Mediums  ab.  Als  Widerstand  im  engeren  Sinn  bezeichnet  man 
beim  fortschreitenden  Korper  die  in  die  umgekehrte  Bewegungsrich- 
tung  fallende  Kouiponente  der  Kraft,  beim  rotierenden  die  der  Axen- 
richtung  entsprechende  Momentkomponente220a).  Einen  ersten  Anhalts- 
punkt  fur  die  Ermittlung  der  Fliissigkeitsbewegung  giebt  die  Theorie  der 
,,idealen"  Fliissigkeit  (v  =  0).  Damach221)  weist  die  allein  in  Betracht 
kommende  Losung  mit  nirgends  negativem  Druck  entweder  durchaus 
stetige  Geschwindigkeitsverteilung  auf,  oder  es  schliesst  an  den  Korper 
ein  Gebiet  relativ  ruhender  Fliissigkeit  an,  langs  dessen  Grenzen  die 
iibrige  Fliissigkeit  vorbeistromt.  Die  Zahigkeit  des  Mediums  bewirkt 
entweder,  dass  alle  Geschwindigkeitsspriinge,  namentlich  die  zwischen 
den  Punkten  der  Korperoberflache  und  der  angrenzenden  Fliissigkeit, 
durch  allmahliche  TJbergange  ersetzt  werden  (Laminarbewegung),  oder 
dass  sicn  iiber  eine  Bewegung,  die  annahernd  der  idealen  Fliissigkeit 
entspricht,  unregelmassige  Storungen  von  grosser  Haufigkeit  iiberlagern 
(Turbulenz).  Im  Falle  der  Laminarbewegung,  der  nur  bei  sehr  kleinen 
Geschwindigkeiten  eintritt,  erscheint  die  Funktion  f  dem  Werte  ihres 
Argumentes  umgekehrt  proportional,  also  W  der  ersten  Potenz  von 
v  und  der  Zahigkeit  v  proportional.  Sonst  ist  stets  /'  annahernd 
eine  Konstante,  also  W  annahernd  der  ziveiten  Potenz  von  v  propor 
tional  und  von  der  Zahigkeit  unabhdngig.  Die  meisten  genaueren 
Versuche  stirnmen  iibrigens  darin  iiberein,  dass  im  letzteren  Fall  /' 
mit  wachsendem  Argument  langsam  abnimmt,  etwa  mit  seiner  ( —  0.1) 
bis  ( —  0.2)ten  Potenz.  Der  Grenzfall  konstanten  Veiiaufes  von  f 
scheint  bei  sehr  grosser  Rauhigkeit  erreicht  zu  werden. 

Laminarbewegung  liegt  vor  bei  Olbremsen*22)  sog.  Katarakten  und 
Puffern,  wo  man  stets  den  Widerstand  der  Geschwindigkeit  und  der 
Zahigkeit  proportional  findet.  An  dieser  Stelle  diirfen  auch  die  fiir 
Regulatorbetrieb  verwendeten  Oldruckmotoren  genannt  werden,  an  de- 


220  a)  Uber  die  allgemeinen,  fiir  die  Theorie  der  Luftfahrzeuge  inbetracht 
kommenden  Aufstellungen  vgl.  Nr.  26  a. 

221)  Ygl.  dazu  insbesondere  die  Erorterung  in  IV  22,  Nr.  7  und  8,  A.  Kriloff 
u.  C.  H.  Mutter. 

222)  Versuchsergebnisse  von  A.Stodola,  Schweiz.Bauzeitung22  (1893),  p.  113ff. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  n.  15 
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nen  JR.  Camerer^^)  Versuche  ausfiihrte.  Das  annahernd  quadratische 
Gesetz  bewahrt  sich  hingegen  in  der  Mehrzahl  der  praktisch  vor- 
kommenden  Falle.  Es  liegt  den  Formeln  iiber  den  Eiscribahmvider- 
stand  zugrunde,  die  in  Nr.  7c  angefiihrt  wurden,  und  beherrscht 
grossenteils  die  Verhaltnisse  an  Wasser-  m)  und  Luftfahrzeugen  225).  Fur 
den  Reibungswiderstand,  den  Treibriemen226}  bei  ihrer  Bewegung  durch 
die  Luft  erfahren,  wird  nach  Versuchen  an  sclimalen  Flatten  von 
A.  F.  Zahm™) 
(2)  TF=konst. 


' 


gesetzt.  Kammerer228}  hat  neb  en  dem  Luftwiderstand,  den  Riemen 
und  Seile  finden,  aucn  den  der  Riemenschieben  durch  Versuche  fest- 
gestellt.  An  umlaufenden  Kreiselrddern  (Turbinen  oder  Pumpen)  be- 
obachtet  man  den  sog.  Ventilations  ividerstand,  der  sich  messen  lasst, 
wenn  der  Wasser-  oder  Dampfdurchfluss  durch  das  Rad  verhindert  wird, 
dieses  sich  also  im  ruhenden  Medium  bewegt.  A.  Stodola™)  fand  fur 
Dampfturbinenrader  vom  Durchmesser  d: 

(3)  TT=konst.  paPfl1-9. 

Zu  ahnlichen  Ergebnissen  gelangt  W.  Jasinsky230)  auf  Grund  ein- 
gehender  Versuche.  Quadratisches  Wachsen  des  Widerstandes  mit 
der  Geschwindigkeit  beobachtete  u.  a.  auch  0.  Lasche2Si)  an  seiner 
Wasserbremse,  D.  ]3dnki*z2)  ubernahm  die  Resultate  fur  die  Theorie  der 
Hochdruck-Zentrifugalpumpen,  usf. 

II.  Besondere  dynamische  Probleme. 

Vorbemerkung.  Die  kinetische  Fragestellung  im  Bereiche  der 
Maschinenlehre  hat  sich  in  neuerer  Zeit  vornehmlich  aus  der  alteren 
statischen  Betrachtungsweise  entwickelt,  die  in  manchen  Fallen  zur 


223)  Zeitschr.  i.  d.  ges.  Turbinenwesen  1907,  p.  461.     Vgl.  a.  Nr.  18  a. 

224)  IV  22,  Nr.  8.  A.  Kriloff  u.  0.  H.  Miiller. 

225)  Vgl.  Nr.  26  a  und  IV  17,  Nr.  1  u.  4  S.  Finsterwalder.    Vgl.  a.  F.  W. 
Lanchester,  Aerodynamik,  1,  deutsch  v.  C.  Eunge,  Leip/ig  1909,  p.  158. 

226)  K.  Kobes,  Zeitschr.  d.  Ssterr.  Ing.-  u.  Archit.-Ver.  1908,  p.  253. 

227)  Philos.  mag.  (6)  8  (1904),  p.  68. 

228)  Mitt.  iib.  Forschungsarb.  herausg.  v.  Ver.  deutsch.  Ing.  H.  56/57,  Berlin 
1908,  p.  43. 

229)  Die  Dampfturbinen,   3.  Aufl.,  Berlin  1905,  p.  126.     ftber  die  Anwend- 
barkeit  der  Formeln  und  des  Begriftes  ,,Ventilationswiderstand"  uberhaupt  auf 
ein  im  Betrieb  befindliches  Kreiselrad  vgl.  Nr.  3  a,  insbes.  Fussn.  69. 

230)  Mitt.  ub.  Forschungsarb.,  H.  67,  Berlin  1909. 

231)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  1353. 

232)  Zeitschr.  d.  Osterr.  Ingen.-  u.  Archit.-Ver.  1908,  p.  125. 
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Erfassung  des  stationaren  Bewegungszustandes  hinreicht.  Daraus  er- 
klart  sich  die  accessorische  Form,  in  der  haufig  der  Techniker,  aus 
dem  Gedankenkreise  des  d'Alembertschen  Prinzips  heraus,  eine  ,,Beriick- 
sichtigung  der  Massenwirkung"  in  mechanische  Probleme  einfuhrt, 
wahrend  er  wieder  in  anderen  Fallen  unmittelbar  von  dem  Satze  der 
lebendigen  Kraft  Gebrauch  macht.  Demgegeniiber  umfasst  man  be- 
kanntlich  mit  dem  kinetischen  Ansatz  der  rationellen  Mechanik,  von 
dem  im  folgenden  durchwegs  ausgegangen  wird,  stets  den  vollstandigen 
Einfluss  der  Krafte-  und  Massenverteilung.  Soweit  als  tunlich,  ver- 
wenden  wir  in  unserm  Referate  die  sog.  Lagrangeschen  Gleichungen 
zweiter  Art  als  Ausgangspunkt  der  Darstellung.  Dieser  Vorgang  ge- 
stattet  uns  am  ubersichtlichsten,  die  Ansatze  und  Resultate  einzuordnen, 
die  in  der  technischen  Litteratur  meist  in  menr  synthetiscner  Form  ent- 
wickelt  werden. 

Seien  x^  x%,  .  .  .,  xk  irgendwelche  Gro6en7  die  zusammen  die 
augenblicklicne  Lage  des  Systems  von  fc  Freiheitsgraden  (vgl.  Nr.  la) 
vollstandig  bestimmen.  Dann  lasst  sich  der  Ausdruck  fiir  die  lebendige 
Kraft  E  auf  die  Form  bringen42): 

(i)          ^  =  -KAiV  +  ^22V  +  ---  +  2^12i1i2  +  ...], 

wobei  die  A  hochstens  von  den  xlf  X2,  .  .  .,  xk  (nicht  aber  von  den 
Ableitungen)  abhangen.  Wir  unterwerfen  das  System  einer  Lagenande- 
rung,  bei  der  alle  x  bis  auf  x±  unverandert  bleiben,  dieses  aber  in 
x±  -(-  dx±  ubergeht,  und  messen  die  Arbeit,  die  dabei  von  den  sammt- 
lichen  am  System  wirkenden  Kraften  geleistet  wird.  Sie  sei  Kidx1: 
dann  nennt  man  K^  die  zur  Sysiemkoordinate  x±  gehb'rige  Systemkom- 
ponente  der  Krafte.  Bei  ihrer  Berechnung  diirfen  die  Reaktionskrafte 
(Nr.  la)  fortgelassen  werden,  da  sie  niemals  Arbeit  leisten.  Kennt  man 
sammtliche  A,  also  den  Ausdruck  fiir  E  (Gl.  (1))  und  sammtliche  System- 
komponenten  K^,  K2, . ..,  Kk,  so  kann  man  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  (die  sog.  Lagrangeschen  Gleichungen  zweiter  Art)  ex- 
plizite  aufstellen,  indem  man  die  Ableitungen  von  E  nach  den  x  und 
den  x  bildet.  Die  Gleichungen  lauten233): 

d  /3E\  __  dE_  _     — 
dt(dxj        dx,~        *> 

(2) 

A  (d*L\         ^E  =  JT 

dt  \d xk)        c xk  *' 

233)  tiber  die  Ableitung  der  Gleichungen  s.  z.  B.  E.  J.  South,  dtsch.  v. 
A.  Schepp,  Die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Korper,  I,  Leipzig  1898,  p.  353; 
oder  A.  Foppl,  Techn.  Mechanik,  VI,  Leipzig  1910,  p.  89.  Vgl.  a.  Fusan.  33. 

15* 
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Das  sind  If  gewohnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  der 
unabhangigen  Variablen  t  und  den  k  abhiingigen  Variablen  xi}  x%,  . . .,  xk. 
In  ihnen  1st  alles  enthalten,  was  die  Mechanik  der  starren  Korper 
fiber  die  Bewegimg  des  betreffenden  Systems  auszusagen  weiss. 

Eine  haufig  auftretende,  mit  Hilfe  von  (2)  zu  losende  Aufgabe 
besteht  in  der  Untersuchung  der  Stabilitat  einer  gegebenen  Bewegung. 
Seien  a;,0,  X9° .  .  x?  solche  Funktionen  der  Zeit,  die  fur  einen  be- 

1      "  A  K  t 

stimmten  Fall  (d.  i.  fiir  gewisse  Werte  der  A  und  der  K)  den  Gl.  (2) 
geniigen,  also  eine  mogliche  Bewegung  B0  des  betrachteten  Systems 
darstellen.  Dann  untersucht  man  eine  Heine  Storung  Br  von  J?0,  in- 
dem  man  in  die  Ausdriicke  fiir  die  A  und  K 

(3)  Xl  =  x*  -f  <,  x2  =  z2°  +  <  •  •  •  xk  =  xk°  +  xk 

einfiihrt  und  dabei  alle  Glieder  hoherer  Dimension  in  den  x  und 
deren  Ableitungen  derart  vernachlassigt,  dass  aus  (2)  linear ~e  Diffe 
rentialgleichungen  fiir  die  x'  werden: 

an^'  +  a12X2'  H buxi  +  6iaia' \-  cnx^  +  c12x2f  +  •      -  0 

(4)  • 

aklxL'  +  at3Zy-\ bklXi  +  btax9'  -\ cklx±  +  ci2^2  +  • 

Sind  nun  sammtliche  a,  b,  c  in  (4)  Constant,  d.  h.  von  der  Zeit  unab- 
hiingig,  so  nennt  man  nach  E.  J.  Eouth2^)  die  Bewegung  J50  eine 
bestdndige  (steady  motion}.  Insbesondere  neisst  sie  stdbil,  wenn  keine 
Funktion  x',  die  (4)  geniigt;  mit  wachsender  Zeit  'unbeschriinkt  hohe 
Werte  annimmt.  Um  (4)  bei  konstanten  a,  b,  c  zu  integrieren,  muss 
man  die  Wurzeln  s  der  sog.  charakteristischen  Gleichung  untersuchen, 
die  in  Determinantenform  lautet: 


(5)   : 


=  0. 


Sind  bei   alien  Wurzeln   von    (5)   die    etwaigen   reellen   Teile   negativ, 

so  erfiillen  die  Integrale  von  (4),  die  sich  ja  wesentlich  aus  Gliedern 

von  der  Form  ezt  zusammensetzen,  die  gestellte  Bedingung.     Entwickelt 

man  (5)  nach  Potenzen  von  0: 

(5)  a0z"  +  a^"-1  +  •    -an  =  0     (a0  >  0) 

(wo  n  nur  dann  von  2  Jc  verschieden7  und  zwar  kleiner,  ist,  wenn  ein- 

234)  E.  J.  South,  Stability  of  motion,  London  1877;  vgl.  a.  die  in  vor- 
angehender  Fussnote  zitierten  Lehrbucher.  -  -  A.  Hurwitz,  Math.  Annalen  46 
(1895)  p.  273.  —  Fur  nilhere  Ausfiihningen  vgl.  K.  Heun. 
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zelne  Koeffizienten  in  (4)  verscbwinden),  so  baben  nacb  A. 

die  Wurzeln  die  verlangte  Eigenscbaft,  sobald  die  (n  —  1)  ersten  der 

Ausdriicke: 


—x  Wn    i 

(6) 

\J      ltj     1*3  j 

0 


I  0    a,  a, !       |  0 


swd;  dabei  hat  man  in  (6)  alle  Grossen,  deren  Index  grosser 
als  n  ist,  null  zu  setzen.  Von  diesen  Stabilitdtskriterien  machen  wir 
namentlich  in  der  Theorie  der  Regulatoren  (Nr.  15  — 18)  Gebrauch. 

A.  Das  einfache  Maschinengetriebe. 

Die  Problemgruppe,  um  die  es  sich  zunacbst  handelt,  betrifft  die 
Bewegung  und  das  Kraftespiel  einer  einzelnen  Mascbine  oder  einer 
ganzen  Maschinenanlage  (Mascbinengruppe),  die  auf  Grund  geeigneter 
Idealisierung  und  passenden  Heraustrennens  als  ein  einziger  zwang- 
Iduftger  Mechanismus  betrachtet  werden  kann.  Teils  sind  es  die  kleinen 
Geschwindigkeitsscbwankungen  scbwerer  Scbwungtnassen,  teils  die  be- 
deutenden  Beschleunigungen  und  Verzogerungen  bin-  und  bergebender 
Teile,  die  bier  ein  Hinausgreifen  iiber  die  statische  Betracbtungs- 
weise,  aucb  fiir  den  stationaren  Zustand,  erforderlicb  macben.  Das 
techniscb  wichtigste  Beispiel  eines  einfacben  Mascbinengetriebes  stellt 
das  Schubliurbelgetriebe™}  vor,  das  bei  Dampf-  und  Gasmaschinen, 
Pumpen  und  Kompressoreu  den  iin  Zylinder  bin-  und  bergehenden 
Kolben  mit  der  rotierenden  Mascbinenwelle  verbindet,  bei  Gattersagen, 
Stoss-  und  Schermascbinen  den  Antrieb  des  Werkzeuges  durch  die  Trans 
mission  vermittelt,  bei  scbweren  Hobelbanken,  Flacbformmaschinen 
(Druckerpressen)  u.  dgl.  die  Bewegung  des  Tiscbes  oder  Scblittens 
bewerkstelligt,  scbliesslich  aucb  an  minder  auffallender  Stelle  als 
Steuerungs-,  Scbalt-  oder  Regulierungsmechanismus  verscbiedenartige 
Verwendung  findet.  In  Nr.  10 — 12  verfolgen  wir  die  einzelnen  Problem- 
stellunsen,  wie  sie  sicb  in  der  tecbniscben  Litteratur  irn  Anscbluss  an 

O          / 

die  praktiscbe  Verwendung  des  Scbubkurbelgetriebes  entwickelt  baben. 

235)  Vgl.  K.  Heun.  tJber  die  Nornenklatur  s.  F.  Reuleaux,  Kinematik  1, 
Braunschweig  1875,  p.  324.  -  -  Ein  einfaches  Schubkurbelgetriebe  (s.  a.  Fig.  4) 
besteht  aus  einem  rotierenden  Korper  (Kurbel  und  Kurbelwelle,  OA  in  Fig.  4), 
einem  geradlinig  bin-  und  hergehenden  Teil  (Kreuzkopf,  Kolben  etc.  2?  in  Fig.  4) 
und  der  verbindenden  Schubstange  (AB  in  Fig.  4).  Wenn  an  ein  und  dieselbe 
Welle  melirere  Schubstangen  und  dementsprecheud  mehrere  geradgefiihrte  Teile 
anschliessen,  hat  man  ein  mchrfaclies  Schubkurbelgetriebe  vor  sich. 
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Die  ~be.sondere  Form  des  Mechanismus  Ueibt  aber  fur  die  Mehrzalil  der 
Untersuchungen  gleichgiiltig;  fast  alle  Uberlegungen  konnen  ohne  weiteres 
auf  andere  Getriebe  ausgedehnt  werden,  und  sie  umfassen  insbesondere 
den  Fall  der  homozentrischen  Maschine  (Turbine,  bei  der  die  Massen- 
konfiguration  iiberhaupt  unveranderlich  1st)  als  den  einfachsten  Spezial- 
fall.  Ehe  wir  auf  die  eigentlichen  kinetischen  Probleme  eingehen, 
stellen  Avir  in  Nr.  9  die  wichtigsten  Mnematischen  Beziehungen  in 
Kiirze  zusammen,  die  spater  Verwendung  finden.  Mit  ihrer  Aufstellung 
und  Diskussion,  namentlich  auf  elementar-geometrischer  Grundlage, 
beschaftigen  sich  iiberaus  zahlreiche  Arbeiten,  iiber  die  hier  nicht  im 
einzelnen  referiert  werden  kann. 

9.    Kinematik  des  Schubkurbelgetriebes. 

9  a.   Geschwindigkeit  und  Beschleunigtmg.    Wir  betrachten  eine 
Reihe    von    n  Schubkurbelgetrieben,    die    auf  eine  gemeinsame    Welle 

arbeiten  (?,w-faches  Schub- 
kurbelgetriebe" 235)) ,  und 
nehmen  an,  dass  die  gerad- 
liuigen  Bahnen  der  Gelenk- 
punkte  J?2;!6)  (s.  Fig.  4) 
samtlich  die  Drehaxe  0 
der  Welle  treffen  (,,zen- 
trische"  Schubkurbelgetrie- 
be).  Die'Lange  derKurbel- 
arme  0  A  sei  rt  (i  =  1,  2, 
. . .,  w),  die  der  Schubstan- 
gen  AS  sei  ll}  das  Ver- 
haltnis  der  ersteren  zur 
letzteren  sei  niit  st  bezeich- 
net.  Fiir  die  Reihenent- 
wicklungen  wird  stets  «4<  1 
voraus  gesetzt.  Die  Schub- 
richtungen  OS  bilden  mit 
der  ruhenden  a;- Axe  die 
Winkel  /3t,  die  Kurbelarme 

Fig.  4.  mit     der    im    rotierenden 

Korper    festen    1-Axe    die 

Winkel  at.  Als  Systemkoordinate  diene  der  Winkel  d-  dieser  beiden 
Axen,  fur  <9-42)  schreiben  wir  auch  o. 


236)  In    den  Bezeichnungen  der  Figur    sind    die  Indizes  i    zum  Teil    fort- 
gelassen. 
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Fur  den  zuin  Kurbelwinkel  &  gehorigen  Aussclilag  si  eines  Ge- 
lenkpunktes  B  aus  seiner  Mittelstellung,  die  Geschwindigkeit  sl  und 
die  Beschleunigung  st  ergeben  sich  einfache  geschlossene  Formeln, 
sobald  man  die  Winkel  rit  zwischen  Schubstangen-  und  Gleitrichtung 
als  Hilfsgrossen  beniitzt.  Die  verwickelteren  Ausdrucke,  die  man  nach 
Elimination  von  r]  (Gl.  18  unten)  erhalt,  pflegt  man  durch  Reihen- 
entwicklungen  zu  ersetzen,  die  entweder  nach  Potenzen  von  st  oder 
nach  den  sin  und  cos  der  Vielfachen  von  tpt  =  &  +  at  —  fit  fort- 
scbreiten.  Im  ersten  Fall  hat  man,  unter  Hinweglassung  des  Index  «,: 

1  —  yi  —  «*  Bin*  9>~] 

(I)s  =  rcos9)  —  1(1  —  cos  7?)  =  r\  cos  9  -  —  ~~ 


=  r   cosgj  —     sm9  —  ^-sm(jp  -------  ---     —~- 

sin(ip  +  T7)  T  •  ,     a          sin2qp 

(2)  s  =  —  r  03  -  "  =  —  r  o    sin  (p  -\-  ~  -== 

cos?]  2  1/1  _£zsm2<jp 

=  —  ro»    sin  9)  +  y  sin  ^  9  (l  +  Y  sm2  9°  + 

.^ii^^^^lsin^ 
~      * 


x! 


s'qp-] 

T  J 


£(l_2sinV)  +  !'  -sin2qp  (3  —  4sin29>)  +  • 


Setzt  man  die  trigonometrische  Jteilie  an: 

(4)  s  =  r\  cosy  - 

so    wird: 

(5)  «=— raising? +  2 


(6)  5—   L 

x  =  l 


237)  Fiir  die  Reihenentwicklungen  vgl.  Macalpine,  Engineering,  64  (1897) 
p.  511. 
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Dabei  bedeuten: 

CO  sm =    ~TL*  "K^^  ~^~  ^ (T)  (rFa~+i)i)  J> 

/i  ==  T  M-  ~i~ 


(1!)'  (1  +  1)! 


H     ,    x!(x  +1)J          /  e  \  2  ;-  _  (2  x  +  21)K2  x     _          __ 

(2x)!     ^J  U/     ll(*+l)I(K+l+l!2x      l2!>   ^"  '  *'     '  '  '  ''' 


Die  Koeffizienten  fx  der  jPownerschen  Entwicklung  von  s  sind  also 
selbst  wieder  Potenzreihen  in  s,  und  zwar  setzen  sie  mit  immer  hoheren 
Potenzen  von  s  ein.  Fur  die  praktische  Anwendung  geniigt  es  meisteiis, 
da  s  selten  grosser  als  0,2  ist,  nur  die  erste  Potenz  von  s  zu  beruck- 
sichtigen,  also  in  der  Entwicklung  bei  /i  stehen  zu  bleiben.  Geht  man 
bis  zu  Gliedern  von  der  Ordnung  £2,  so  erhalt  man: 


(9)  5  = 

(10)  s  =      -  TK>   sin  cp  -j-  —  sin2<p   , 

(11)  i:  ==  —  rc32[cosqD  -\-  £0082^]  —  r<b  [sin  g>  -j-  —8in.2<p  . 


Elimination  von  <p   aus  (9)  und   (11)   mit  co  =  0  gibt,  bei  Vernach- 
liissigung  von  £2  und  hoherer  Glieder7  die  sog.Beschleunigunyparabel*39): 

(12) 

Grraphisch  erhalt  man  s  =  0  J.',  indem  man  von  B  aus  mit  dem 
Radius  I  einen  Bogen  schlagt,  also  den  Punkt  A  ,,mittelst  des  Kreis- 
bogens  vom  Halbmesser  I  auf  OB  projiziert".  Errichtet  man  OD 
senkrecht  auf  OB,  zieht  DE  parallel  OB,  EF  parallel  DO,  schliess- 
lich  FG  senkrecht  auf  AB,  so  bedeutet239):  OD  das  Verhaltnis  s  :  c<i, 
ferner  OG:OA  den  Koeffizienten  von  rco2  im  Ausdruck  fiir  's, 
schliesslich  AD  bzw.  AF  das  Z:oj-fache  der  Winkelgeschwindigkeit 
bzw.  -beschleunigung  der  Schubstange  fiir  cb  =  0. 


238)  J.  Radinger,  Uber  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit, 
3  Aufl.,  Wien  1890,  p.  15  und  301.     Unter  ,,Schubstange  unendlich  lang"  wird 
hier   die  giinzliche  Vernachliissigung  von  E  verstanden.     ,,Schubstange  von  end- 
licher  Lange"  bedeutet  Beriicksichtigung  von  s  in  der  ersten  Potenz. 

239)  0.  Mohr,  Abhandlungcn  z.  techn.  Mechanik,  Berlin  1906,  p  127. 
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Die  auf  OB  und  0  D  als  Axen  bezogenen  Koordinaten  eines  durch 
a,  b  (s.  Fig.  4)  bestimmten  Punktes  eines  Schubstangenkorpers  sind 

(13)  x  =  r  cos  cp  -|-  a  cos  t]  -}-  b  sin  ^  y  =  r  sin  95  —  a  sin  17  -f-  &  cos  17, 
somit  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung: 

(14)  x  =  —  ro|  ainqp  —  s     cosqp  -{-  2  £  —  /\fy.  sin  2  x  y  [  , 


I"-  -  cos  9  -j-  s  —  cos  <p  -(-  2c—         x  sn 


(15)         x  =  Xl°  —  rco2|cos<r>  -}-  £     sing)  4-  4s  a  ^"W  cos2xflpl, 
co  L  r  r  / 1    '  '• 

y  o>  2  [~  •  a    .  b  ^l    „ 

</  =  -  —  —  rco*  sm  OP  —  E-    sin  <p  -4-  4s ~-  >  aer  cos  2xo> 
co  r  r^L/    /x  ^J 

Zeichnerische  Verfahren  zur  Bestimmung  von  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  eines  Punktes  der  Schubstange  sind  von  0.  Mohr^} 
u.  a.  angegeben  worden.  Die  Winkelgeschwindigkeit  und  -beschleunigung 
der  Schubstange  erhalt  man  aus 

/tf>\  •  COS  op 

(ID)  «  =  £  --    —  CO  , 

cos  rj 

/-<r7\  ••  •  cos  op     .  9 /sin  op  cos2qpsin»i\ 

(11)  w  —  —  £0)--    -  +  £GJ  —•  -  £  — 

COS7J  \COS  7]  COPS7j         /  ' 

indem  man  77  mit  Hilfe  von 

(18)  sin  77  =  fsingp 
eliminiert. 

9b.  Massenkinematik.  Ersatz  der  Schubstangenmasse.  Fur 
die  rotierende  Masse  mW  sei  Tt  das  Tragheitsmoment  beziiglich  der 
Drehaxe  (3-Axe  und  £-Axe),  r*  der  Schwerpunktsabstand  OS^,  D.2 
bzw.  D^  das  Deviationsmoment  bezogen  auf  die  Drehaxe  einerseits, 
die  mit  m®  rotierende  1-  bzw.  2-Axe  andererseits.  Die  Resultierende 
der  Massengeschwindigkeit  bzw.  der  Massenbeschleunigung7  zerlegt  nach 
den  Richtungen  OS&  und  senkrecht  dazu  (positiv  in  der  co-Richtung) 
hat  die  Komponenten: 

(19)  0.  wWf*(D     bzw.     — 


Dazu  treten7  bei  Reduktion  auf  den  Punkt   0,  die  je  3  Moment- 
komponenten  nach  den  in  m^  festen  Axen  1,  2,  3: 
(20)    .-D2(0)—DiCO)T^   bzw.   D^  —  D^.—D^  —  D^,!^. 

Fur  die  Jiin-  und  Jiergehende  Masse  m/3)  hat  die  Massengeschwin 
digkeit  und  -beschleunigung  die  Richtung  OB,  die  Grosse  m^'s  bzw. 
s  und  den  Angriffspunkt  im  Schwerpunkte 

240)  Vgl.  Zeitschr.  Math.  Phys.  49  (1903),  p.  393. 
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Fur  die  Sdiubstangenkorper  w/2>  seien  a*  =  ktlt,  6  *,  0  die  Schwer- 
punktkoordinaten,  D^a\  D/6)  die  Deviationsmomente  fur  ein  Axen- 
system  (a,  6,  c),  dessen  a -Axe  mit  AB  zusammenfallt  und  dessen 
6 -Axe  durch  A  geht  und  in  der  Bewegungsebene  des  Schwerpunktes 
8 (2)  liegt.  Statt  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  und  der  Massen- 
beschleunigung  unmittelbar  zu  berechnen,  schlagt  man  zumeist  den  in 
vielen  Fallen  anschaulicheren  Weg  ein,  fur  w/2)  zwei  kinetisch  aqui- 
valente  Massenpunkte  einzufiihren,  die  zu  m?>  bzw.  m^  hinzugefugt 

werden241). 

Man  denkt  sich  die  Schubstangemnasse  w/2>  durch  einen  mit 
dem  Kurbelzapfen  A  rotierenden  Massenpunkt: 

und  einen  mit  dem  Kreuzkopfzapfen  B  hin-  und  hergehenden: 
(99\  tn '"  =  k  m  ^ 

(44)  "*,  nt        L 

ersetzt.  Giebt  man  diesen  Massenpunkten  auf  den  durch  A  bzw.  B 
gehenden  Senkrechten  zur  Bewegungsebene  solche  Lagen,  dass  ihre 
c-Koordinate 

(23s)  —-.-     bzw.    -W 

mt  mt 

betragt,  so  ist  damit  in  alien  praktisch  vorkommenden  Fallen  die 
Massenwirkung  der  Schubstange  genugend  genau  ersetzt.  Im  allge- 
meinsten  Fall  ist,  damit  der  Ersatz  vollstandig  wird,  noch  hinzu- 
zufiigen:  1)  der  gesamte  kinetische  Einfluss  eines  Massenpunktes 

w/2)  mit   den  Koordinaten  a*,  &*,  —^T^J  der  um  die  Axe  a  =  a*' 

I  I 

6  =  0  mit  T?,,  ^  rotiert;  2)  das  fur  diese  Axe  gebildete  Moment  der 
nach  ££(2)  verlegten  totalen  Resultierenden  der  Massengeschwindigkeit 
und  -beschleunigung;  3)  ein  Moment  (Drehpaar)  in  der  Bewegungs 
ebene,  von  der  Grosse: 

wobei  kt'lt  den  Tragheitsradius  fur  die  zur  Bewegungsebene  senk- 
rechte  Schwerpunktsaxe  bedeutet.  Die  ersten  beiden  Korrekturgrossen 
verschwinden  mit  6*  =  0,  also  wenn  der  Schwerpimkt  S™  auf  AB 

'241)  Die  Vorstellung  von  der  Moglichkeit  eines  solchen  Ersatzes  ist  in  der 
technischen  Litteratur  seit  langem  verbreitet.  Eine  exakte  Angabe  findet  sich  schon 
bei  Y.  Villarceau,  Theorie  de  la  stabilite  des  machines  locomitives  en  mouvement, 
Paris  1852,  p.  77.  Mit  der  Frage  der  Zulassigkeit  des  Ersatzes,  die  nach  den 
Erorterungen  des  Textes  je  nach  der  besonderen  Problemstellung  verschieden  zu 
beurteilen  ist,  beschaftigt  sich  eine  umfangreiche  Litteratur.  Vgl.  z.  B.  E.  Mollier, 
Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1903,  p.  1638;  E.  Proell,  ebda.  1905,  p.  1713  usf. 
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liegt,  so  dass  in  diesem  Fall  der  Ersatz  bezuglicli  der  Resultierenden 
vollstandig  ist;  das  dritte  Korrekturglied  hat  in  der  Regel  die  Grossen- 
ordnung  £2Zt2w/2)7  da  der  Ausdruck  kt'2  —  &£(1  —  &,)  fiir  eine  diinne 
zylindrische  Stange  nicht  grosser  als  •£  werden  kann  und  bei  aus- 
gefiihrten  Schubstangen  im  Durchschnitt  etwa  0.05  ~  0.12  ausmacht242). 

9c.  Reduzierte  Masse  des  Getriebes.  Fiir  die  Aufstellung  der 
Bewegungsgleichung  bildet  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  E  des 
Getriebes  den  Ausgangspunkt.  (Vgl.  die  Vorbemerkung  p.  219.)  Da 
die  Lage  des  Systems  nur  von  einer  einzigen  Koordinate  <9-  abhangt, 
liat  E  die  Form: 

(25)  E  =  \F^  =  \^(r(aY, 

wo  F  eine  Funktion  von  #  und  co  =  t>  bedeutet.  In  der  technischen 
Litteratur  pflegt  man  2  F  als  die  ;,auf  den  Radius  r"  oder  ,,auf  den 

betreffenden  Kurbelzapfen  reduzierte  Masse1'  des  Getriebes  zu  be- 
zeichnen248).  Man  findet  fiir  das  Schubkurbelgetriebe,  unter  der  Vor- 
aussetzung,  dafi  alle  Schubstangenschwerpunkte  auf  den  AB  liegen: 


V 
m 

'     ^-1 


cos  w  cos  op 

-2  ' 


wenn  man  mit  F$  den  von  Schubstangen  usw.  herriihrenden  An- 
teil  bezeichnet.  Die  Entwicklung  von  F  nach  steigenden  Potenzen 
von  8  beginnt  mit  den  Gliedern: 

(27)     F  =  T,  +2™?>r?\l^  +  (1  -  ky  +  (2*.  -  V  -  1^}  sin2  v  J 

^r2  sin2  p 


trtet  cos  <Pt  sn 
?  -f  A;/2)  cos2  (pl  sin2  (pt 

Q\         99  9  '9 

r6  cos"     sm 


242)  Zahlenangaben  fiber  ausgefiihrte  Schubstangen  bei  B.  Mollier,  Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1903,  p.  1638  und  M.  Ensslin,  Dinglers  polytechn.  Journ. 
1907,  p.  592;  prinzipielle  Bemerkungen  bei  H.  Lorenz,  Dyuamik  der  Kurbel- 
getriebe,  Leipzig  1901,  p.  78  und  E.  v.  Mises,  Zeitschr.  d.  osterr.  Ing.-  u.  Archit.- 
Ver.  1906,  p.  589. 

243s)  Vgl.  z.  B.  F.  Grashof,  Theoret.  Maschinenlehre  2,  p.  325. 
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Sielit  man  wieder  kt  —  £t2  —  &/2  als  von  der  Grossenordnung  £(  an, 
so  erhalt  man  F  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  e?  genau,  indem 
man  sich  jede  Schubstangenmasse  aus  einem  im  Kurbelzapfen  rotie- 
renden  Teil: 

(28)  m^  [fc/a  +  (1  -  £,)2J     oder     m™  (1  —  k,) 

und  einem  hin-  und  hergehenden: 

(29)  w/2>[2fcf_  fr/*—  *,»)     bzw.     m^lcl 

zusammengesetzt  denkt.  Eine  Entwicklung  von  F,  die  nach  sin  und 
cos  der  Vielfachen  von  #  fortschreitet,  erhalt  man  aus  dem  Ansatz 

(30)  F  =  T,  +2  2  '.'  W>  +  <2W2  +  (1  ~  *'^ 


cos 


indem  man  9,  durch  &  -\-  at  —  /3,  ersetzt  und  die  Summen,  wie  in  (27), 
iiber  L  von  1  bis  w  erstreckt. 

Graphische  Verfahren  zur  Ermittlung  von  F,  die  auf  der  Theorie 
der  aquivalenten  Massenpunkte  beruhen,  giebt  F.  Wittenbauer***}. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Schwerpunkt  /^/2)  einer  Schub 
stangenmasse  mW  auf  AB  liegt,  erhalt  er  den  von  w/2>  herriihren- 
den  Teil  der  reduzierten  Masse,  indem  er  fur  die  Schubstange  fol- 
gende  drei  Ersatzmassen  einfiihrt:  Eine  mit  dem  Kurbelzapfen  rotie- 

k  '2 
rende  von   der  Grosse   mW  --,—  -,    eine   mit   dem  Kreuzkopfzapfen   hin- 

*i 
A''2 
und   hergehende   m<®      '__  k    und  eine   mit  SW  bewegte  vom  Betrage 

it'8 

/0\  /ON  t 

»»«   -mWj-^j- 

10.  AufsteUung  und  Diskussion  der  Bewegungsgleichung- 
Unter    der  Voraussetzung,   dass    die   Bedingungen    der    Starrheit 
und  der  richtigen  Fiihrung  in  den  Gelenken  vollkommen  erfiillt  sind, 
gilt  fur  den  zwanglaufigen  Mechanismus  die  Layrangesche  Gleichung: 

(1) 


Hierin  bedeutet  »  die  Systemkoordinate,  %F#*  (Gl.  (25)  in  Nr.  9)  die 
244)  Graphisclie  Dynamik  d.  Getriebe,  Zeitschr.  Math.Phys.  50  (1905),  p.  71. 
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lebendige  Kraft  and  K  die  zu  -9-  gehorige  Lagrangesche  Kraftkompo- 
nente  (Vorbem.  p.  219). 

lOa.  Die  Krafte  am  Schubkurbelgetriebe.  Entsprechend  den 
Ausfiihrungen  in  Nr.  Ib  tragen  zu  K,  der  ,,auf  den  Kurbelradius  1 
reduzierten  Kraft",  folgende  Krafte  bei:  a)  die  Schwere,  die  auf  alle 
Teile  der  Maschine  wirkt;  b)  die  ,,Betriebskrafte";  die  im  allgemeinen 
an  den  Oberflachen  von  $«  und  ®W,  .  .  .,  ®W  angreifen  245)  ;  c)  die 
passiven  Bewegungswiderstande,  an  samtlichen  Oberflachen  der  be- 
wegten  Korper,  insbesondere  aber  in  den  Grleitflachen  der  Fiihrungen 
wirksam. 

ad  a).  Setzt  man  unter  der  Annahme,  dass  alle  Schubst^ngen- 
schwerpunkte  auf  den  Stangenachsen  liegen  ((21)  und  (22)  in  Nr.  9): 


(2)  m1  =  mW  +  V(l  —  y  m(2\    m™  =  wW  +  km 


und  bezeichnet  jetzt  mit  r0,  aQ  die  auf  die  1-Axe  bezogenen  Polar- 
koordinaten  des  Schwerpunktes  fur  die  durch  Hinzufiigung  der 
(1  —  Jct)mW  in  den  einzelnen  Kurbelzapfenaxen  vermehrte  rotierende 
Masse  m1,  so  ist  der  von  der  Schwere  herriihrende  Teil  von  K: 


cos  %•       a     —  gm          sin 


Hier  kann  man  st  aus  (4)  in  Nr.  9  als  Funktion  von  <pt,  d.  i.  von 
^  +  a,  —  /3t  einfuhren,  so  dass  Ka  als  periodische  Funktion  von  -9- 
von  vornherein  gegeben  ist.  Ka  verschwindet  nur,  wenn  r0  =  0  und 
alle  /34  =  0  sind  (horizontale,  ausbalanzierte  Maschine). 

ad  b).  Das  resultierende  Moment  der  an  ®W  angreifenden  Be- 
triebskrafte  sei  M.  Von  den  an  eiuem  hin-  und  hergehenden  Teil 
®,(3)  angreifenden  Betriebskraften  bilden  wir  die  Summe  der  in  die 
Schubrichtung  OA  fallenden  Komponenten  (Kolbenkraft  usw.)  und 
bezeichnen  sie  allgemein  als  Schubkraft  St.  Dann  betriigt  der  durch 
die  Betriebskrafte  bestimmte  Teil  von  K: 


(4)  K,=  M  -  VS.!-  =  M  .. 

^J      l  CO  J     '      '  COST], 

/  =  !  i  =  l 

S^n  (^i  ~f"  'J  ) 

Man  nennt  St  —  —  ----  L  auch  den  ,,auf  den  Kurbelzapfen  reduzierten", 
von  der  Schubkraft  St  herriihrenden  ,;Tangentialdruck"  und  pflegt  ihn 

245)  Mit  dem  Buchstaben  ®  ist  jedesmal    der   Korper   bezeichnet,    dessen 
Massenbezeichnung  denselben  Index  trtigt. 
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aus  St  graphisch,  auf  Grand  des  in  Nr.  9  a  angedeuteten  Verfahrens  fiir 
die  Bestimmung  von  st  zu  ermitteln  (vgl.  Fig.  5).  Unter  TangentialdrucTc- 
Diagramm  versteht  man  jede  Figur,  die  Bestandteile  der  Systemkraft  K 
als  Funktion  der  Systemkoordinate  &  darstellt.  In  Nr.  2  bis  5  dieses 
Artikels  ist  ausfiihrlich  gezeigt  worden,  in  welcher  Weise  sich  M 
bzw.  St  fiir  die  wichtigsten  Arten  von  Maschinen  bestimmt. 

ad  c).  Der  vollstandige  Ansatz  mit  Beriicksichtigung  der  in 
Lagern  und  Geradfiihrung  auftretenden  Reibungskrafte  (zu  denen  man 
auch  die  Bewegungswiderstande  des  Kolbens,  der  Stangen  in  den  Dich- 
tungen  usf.  hinzufiigen  miisste)  ist  noch  nicht  durchgefiihrt  worden. 
Bezeichnet  man  mit  N™,  N®,  N^  die  resultierenden  Normaldrucke 
in  den  Gelenkaxen  0,  A  und  B,  mit  r«,  r™,  r&  die  zugehorigen 
Zapfenradien,  mit  N&  den  Normaldruck  der  Geradfiihrung,  so  lasst 
sich  der  von  den  Reibungskraften  herriihrende  Teil  von  K  schreiben: 

(5)  K.- 


Hierin  bedeuten  die  ^  nicht  Reibungskoeffizienten  im  engeren  Sinne, 
sondern  sie  sind  -  -  gemass  den  Bemerkungen  fiber  Zapfenreibung  in 
jq-r>  71;)!.  _  yon  der  Druckverteilung  in  den  einzelnen  Auflageflachen 
wesentlich  abhangig.  Fiir  die  N  sind  die  ^in  Nr.  13d  entwickelten 
Ausdriicke  einzusetzen,  die  von  &,  &  und  #  abhangen. 

In  Fallen  der  praktischen  Anwendung  begniigt  man  sich  meistens 
damit,  die  Reibung  in  der  Form  eines  generatisierenden  Ausdruclies 
(Nr.  7c)  einzufiihren.  Sind  jedoch  die  Werte  der  ^  bekannt,  so  wird 
man,  um  eine  erste  Annaherung  zu  gewinnen,  in  der  Berechnung  der  JV" 
nach  Nr.  13  a  zunachst  den  Einfluss  von  £246)  oder  auch  den  yon  «• 
vernachlassigen  oder  sogar  nur  Mittelwerte  der  fiir  »  =  0,  »  = 
bestimmten  N  verwenden  diirfen247).  Eine  zweite  Approximation  erhalt 
man  dann,  indem  man  die  durch  Losung  der  angenaherten  Bewegungs- 
gleichung  gewonnene  Kenntnis  fiber  den  Verlauf  von  »  und  &  zu 
einer  neuen  Berechnung  des  N  benutzt.  (Vgl.  K.  Heun.) 

Der  an  den  einzelnen  Getriebeteilen  angreifende  Luftwider  stand 
wird  in  der  Regel  vernachlassigt.  Er  kann  bei  grossen  Schwung- 
radern  sehr  bedeutende  Werte  annehmen,  wenn  nicht  geeignete  Vor- 

246)  F.  Jenkin,    Transact,  of  R.  Soc.  Edinburgh.  28   (1879),    p.  1  und  703. 
Vgl.  auch  J.  A.  Ewing  und  A.  Musil,  Warmekraftmaschinen,  Leipzig  1902,  p.  397. 

247)  Vgl.  z.  B.  Das  Ingen.  Taschenbuch,  herausg.  vom  Verein  HOtte,  18.  Aufl., 
Berlin  1902,  1.  Bd.,  p.  691. 
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kehrungen  dagegen  (Zuscharfung  der  Radarme,  Einschalung  des  Rades) 
getroffen  werden. 

lOb.  Znr  Integration  der  Bewegungsgleichung.  In  den  meisten 
Fallen  ist  K  nur  von  -9-  und  o>,  bzw.  von  *9-  allein  abhangig.  Man 
schreibt  dann  (1)  in  der  Form: 

(fi\  7?     ^w  _L  *  ^^    2  —     ~K 'I 'S-       >l 

und  diese  Gleichung  lasst  sich,  wenn  o  =  ro0  fur  -91  =  0  gegeben  ist, 
nach  bekannten  Methoden  (Fortsetzungsverfahren)  graphisch  oder 
numerisch  integrieren.  Auf  Quadraturen  zuriickfiihrbar  wird  sie,  wenn 
K  linear  in  o2  ist  oder  von  eo  iiberhaupt  nicht  abhangt.  Im  ersteren 
FaUe248)  wird  mit 


(7)  K 

(G-  und  H  gegebene  Funktionen  von 

/ON  1  F     2        1  ,-, 

(8)  *  --F»a>* 


IE 

o 


Im  zweiten  Fall,  der  annahernd  bei  alien  Kolbenmaschinen,  die  Trans- 
missionen  treiben  usw.,  zutriift,  hat  man  in 

(9) 

das  Integral  der  lebendigen  Kraft.  Bei  Untersuchung  des  Anlauf- 
vorganges  einer  Maschine  und  Berechnung  der  sog.  Anlaufztit  tQ  pflegt 
man  die  Abhangigkeit  des  K  und  F  von  -9-  ausser  acht  zu  lassen 
und  erhalt,  wenn  com  die  Geschwindigkeit  des  stationaren  Ganges  ist: 

(10)  ^'    dco 


somit.  wenn  K  auch  von  ca  nicbt  abhangt: 

'  O 


Haufig  lasst  sich  in  K  und  _F  ein  von  -fr  unabnangiger  Bestand- 
teil  absondern,  der  an  Grosse  den  mit  -9-  veranderlichen  stark  iiber- 
wiegt.  Mit  dem  Ansatz 


248)  H.  Lorenz,  Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1901,  p.  126. 
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findet  man  eine  angenaherte  Losung  von  (6)  als  Ubcreinanderlagerung 
einer  langsam  veranderlichen  Grundbewegung  c^  und  einer  kleinen 
Schwingung  y.  Zunachst  ergiebt  sich  e^  als  Funktion  von  &  aus249): 

/io\  '         ^1 

(13)  B^.-j,  = 


dieser  Wert  ist  dann  in  die  fur  y  lineare  Gleichung  einzufiihren: 

(14)  «,»'+(<-£)»+  £(;^V  +  JK,  §  -*.)-0- 

Beispielsweise250)  wird  fiir  den  Anlaufvorgang  mit  Kt  =  const.  K3  =  0 

(15)  •  -•£=£, 

1st  K  periodisch  in  -9-  mit  einer  Periode,  die  zu  2^  kommensurabel 
ist,  so  giebt  es  im  aUgetneinen  fiir  diskrete  Werte  von  ra0  periodische 
Losungen  von  (6).  Alle  Losungen  werden  periodisch,  wenn  K  von 
o  nicht  abhangt  und  sein  iiber  eine  Periode  genommener  Mittelwert 
verschwindet,  also  V  periodische  Funktion  von  d-  wird;  in  dieser 
Form  erscheint  die  Gleichung  meist  im  Falle  von  Kolbenmaschinen, 
bei  denen  dem  periodisch  veranderlichen  Kolbendruck  ein  konstantes 
Moment  entgegenwirkt.  (Vgl.  die  folgende  Nr.) 

Hangt  K  explizit  audi  von  t  ab,  wie  dies  durch  das  Heraus- 
trennen  des  Systems  bedingt  werden  kann,  so  ist  von  der  ursprung- 
lichen  Form  der  Gleichung  (1)  auszugehen.  Ihre  Integration  fiihrt 
wieder  auf  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  wenn  Kco,  also  die 
Differenz  von  aufgenommener  und  abgegebener  Leistung,  als  Funktion 
von  t  gegeben  ist.  Unter  ahnlichen  Verhaltnissen  wie  oben  hat  man 
ferner  mit 

(16)  o  =  co,  +  y,    K  ==  K,  (<olt  0  +  #2(«2,  t,  «•)  +  yK3(a>l}  t) 

zur  Bestimmung  von  co^ 

(17)  «!==^ 

und  hierauf  zur  Ermittlung  von  y: 

(18)  y  -      + 


249)  Differentiation    nach    der    Koordinate    &    bezeichnen  wir   gelegentlich 
durch  Beifiigung  des  Akzentes. 

250)  Den  Fall  K^  =  0,  K,  =  const.  +  const,  sin  2^,  Ks  =  const,  behandelt 
z.  B.  J.  Havlicek,  Untersuchung  des  Leistungsschwankungen  bei  elektrisch  ange- 
triebenen  Kompressoren,  Diss.  Zurich  1908.     Vgl.  auch  Fussnote  270. 
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Auch  hier  sind  periodisclie  Losungen  moglich,  sobald  die  Abhangig- 
keit  des  K  von  t  eine  periodisclie  ist. 

11.    Die  stationare  Bewegung  (Scnwungradberechnung). 

Ein  station'arer  Bewegungszustand,  bei  dem  co  eine  pei'iodische 
Punktion  von  <§•,  also  auch  von  t  ist,  wird  durch  die  minutliche  Um- 
drehungszahl  n  der  Kurbel  charakterisiert.  Diese  Umlaufszahl  ist 
durch  die  Gleichung: 


60  _  1    Cd» 

n  —  kj    <o 


gegeben,  worin  2Jcit  die  Periode  von  -9-  bezeichnet.  Es  ist  k  =  1  fur 
Dampfmaschinen,  Pumpen  usfv  k  =  2  fiir  Viertaktgasmotoren.  Man 
pflegt  als  ,,mittlere  Gesclnvindiglteif  entweder  den  Durchschnittswert: 


oder   das   arithmetische  Mittel   aus    den  Extremwerten  der  Geschwin- 
digkeit: 

(3)  00  „  =  4-(oma3:  (Omin) 

V      y  f*  m   \  / 

zu  bezeichnen;   ferner  als  })Ungleichformigkeitsgrad"KV)  (Poncelet,  Ea- 
dinger) 

03  CO      • 

/  A  \  s,  max  min  i  *,f 

(4)  d  =  -  oder     d  = 

*V 

oder  schliesslich  nacb  K.  Beww252): 

2*rt 


zu  definieren. 

11  a.  Sch'wungradberechnung  fiir  ein  mir  von  der  Kurbel 
stellung  abhangiges  Kraffcfeld.  Ist  K  als  periodische  Funktion  von 
-O1  gegeben  und  die  Bedingung 


axn 

(6)  fKdfr  — 


0 


erfiillt,  so  entsteht  die  Aufgabe,  aus  der  vorgeschriebenen  Tourenzahl 
die  Integrationskonstante  der  Gl.  (9)  in  Nr.  10: 

(7) 


251)  Poncelet,  Mecanique  appliquee  1. 1,  p.  46;  Radinger,  Dampfmaschinen, 
p.  267. 

252)  Kinetische  Probleme,  p.  30. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  1,  n.  16 
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zu  bestimmen,  also  die  Gleichung 


k 

nach  UQ  aufzulosen;  das  Problem  der  Schwungradberectmung  besteht 
welters  darin,  dass  das  konstante  Glied  3^  in  F  =  ^  -f-  F9  zunachst 
noch  unbekannt  ist  und  derart  bestimmt  werden  soil,  dass  d  (bzw. 
d',  d")  einen  vorgeschriebenen  Wert  erreicht.  Die  Problemstellung 
und  den  prinzipiellen  Weg  zur  Losung  behandelt  schon  J.  V.  Pon- 
celet2^,  und  W.  Kankelwitz254)  (1862)  versucht  eine  auf  diesen  Grund- 
gedanken  fussende  Bestimmung  der  Schwungrader  fiir  Sagemuhlen. 
Aber  erst  J.  v.  Radinger25^  hat  eine  fur  fast  alle  praktiscbe  Falle 
brauchbare  Durchfiihrung  geliefert. 

Die  Radingersche  Losung  des  Schwungradproblems  beruht  im 
wesentlichen  auf  folgenden  beiden  vereinfachenden  Annahmcn:  1)  Es 
wird,  da  d  klein  gegen  1  ist,  nm  mit  o^  identifiziert;  2)  da  auch  die 
Summe  der  m^  und  m^  (Gestangemassen)  klein  gegen  m^  (Schwung- 
radmasse)  ist,  wird  fiir  Fa2  gesetzt: 

(9)  Fa*  =  (T,  +  F9)  a>*  ~  T,  »»  +  F^n*  . 

Fiihrt  man  dies  in  (7)  ein,  so  ergiebt  sich,  dass  co  an  jenen  Stellen 
seine  Extremwerte  erlangt,  wo  die  als  Funktion  von  -9-  bekannte  Va 
riable  U  —  $F#G)%  ihre  Extremwerte  besitzt.  Alsp  hat  man  init 
Beriicksichtigung  von  (4): 


so  dass   zur  Berechnung  von  Tt  aus  com  und  6  die  Kenntuis  von   C70 
nicht  mehr  erforderlich  ist. 

Der  von  Radinger  eingefiihrte,  in  der  Praxis  allgemein  ein- 
gebiirgerte  Rechnungsgang  beginnt  damit,  dass  von  der  —  meist  gra- 
phisch  als  Funktion  von  st  •  gegebenen  Schubkraft  St  der  fiir 
CD  =  com  =  const,  gerechnete  Massendruck  Qt  von  mt111  (Gl.  (2)  in 
Nr.  10)  subtrahiert  wird.  Das  j;Horizontaldruckdiagramm"  (H  in  Fig.  5) 
enthalt  als  Funktion  von  st  die  Ordinaten: 

f  f,  /3*,*         M 

(11)    St-Qt<=St-  m™st  =St-  m^^m  [-st  +  -±  (-±  -  r.JJ 

(Gl.  (12)   in  Nr.  9).      Diese   Kriifte   werden   ,;auf  den   Kurbelradius  1 


253)  Poncelet,  Mecanique  appliqude  t.  1,  p.  46,  155  ff. 
264)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1862,  p.  269  ff. 
255)  Eadinger,  Dampfmaschinen,  p.  264. 
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ds 
reduziert",  d.  h.  mit  s'  =  W  multipliziert,  und  die  entstehenden  ,,Tan- 

gentialdriicke"  zusammen  mit  M  in  ein  ,,resultierendes  Tangentialdruck- 
diagramm"  (T  in  Fig.  5)  eingetragen,  das  nunmehr  als  Funktion  von  $• 
die  Ordinaten  (vgl.  Gl.  (4)  in  Nr.  10): 


(12) 


^ 

l-\ 


d& 


2  d&^Zj 


m. 


(/{) 


aufweist.  Wir  nennen  y  den  ,,Radingerschen  Tangentialdruck".  Nach 
dem  Ergebnis  in  Nr.  9c  beziiglich  des  Ersatzes  der  Schubstangen- 
masse  bei  Berechnung  von  F  ist  der  Faktor  von  ro^  rechts  in  (12) 
bis  auf  Glieder  von  der  Ordnun 


gleich  F$.   vermindert   um   die 


V 


Fig.  5. 


zu  T!  hinzuzufiigenden;  von  den  ^/2)  herriihrenden  Teile  mt'rt2.  Die 
Nullstellen  der  Funktion  y  sind  also  die  Werte  von  -fr,  an  denen 
U  —  -^FfCQ^,  und  damit  auch  K>,  seine  Extremwerte  erreicht.  Bildet 

man  die  Integrale  jydd',  genommen  zwischen  je  zwei  solchen  Null 
stellen,  so  giebt  deren  absolut  Grosstes  A,  bis  auf  die  genannte,  ver- 
haltnismassig  kleine,  additive  Konstante,  den  Wert  der  rechten  Seite 
von  (10),  so  dass 

(13)  Zfi. 


gilt,  womit  die  Aufgabe  gelost  ist. 

F.  G-rashof™)    hat,    vermutlich    unabhangig    von   Radinger,   von 


256)  Theoretische  Maschinenlehre  2  (1883),  p.  347.    Im  3.  Bd.  (1890),  p.  595 

16* 
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dem  allgemeinen  Ansatz  ausgehend,  ein  rein  rechnerisch.es  Verfahren 

F 

entwickelt,    das    d    und    —    als    kleine    Grossen    behandelt,    die    in 

*i 

hoheren  Potenzen  vernachlassigt  werden.  Fiir  den  Erfolg  der  Ea- 
dingerschen  Arbeit  war  jedoch,  wie  K.  Heun215)  dargelegt  hat,  gerade 
die  anschauliche,  dem  mechanischen  Gefuhl  naheliegende  Kombination 
des  eingepragten  Kraftfeldes  mit  dem  kinematischen  Einfluss  ent- 
scheidend. 

In  neuerer  Zeit  haben  E.  Proell  und  F.  Wittenbauer  sich  von  der 
zweiten  der  Eadingerschen  Annahmen  freigemacht,  wahrend  sie  auf 
Grund  der  ersten  wmax  und  omin  als  durch  n  und  d  von  vornherein 
gegeben  ansehen.  Proett™*}  benutzt  an  Stelle  der  Radingerschen  Tan- 
gentialkraftlinie  die  beiden  Linien,  die  man  erhalt,  wenn  bei  Berech- 
nung  der  Qt  einmal  comax  und  einmal  a>min  statt  am  gesetzt  wird,  und 
gewinnt  damit  den  hinsichtlich  F  richtig  gestellten  Wert  der  rechten 
Seite  von  (10).  Wittenbauer™}  zeichnet  in  einem  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  0  zunachst  unbekannt  ist,  die 
geschlossene  Kurve,  fur  die  x  =  F(&},  y  ==  U(Q)  eine  Parameter- 
darstellung  ist.  Zieht  man  an  diese  Kurve  die  beiden  aussersten 
Tangenten,  deren  Neigung  gegen  die  a;  -Axe  durch 


gegeben  wird,  so  liefern  diese  in  ihrem  Sclmittpunkt  «ufolge  (10)  den 
Anfangspunkt  0  und  damit  die  Werte  von  U0  und  Tt.  E.  v.  Mises™} 
zeigt,  wie  man  das  Wittenbauersche  Diagramm  zur  Gewinnung  einer 
vollstandigen,  auch  von  der  ersten  willkurlichen  Annahme  freien 
Losung  verwenden  kann,  indem  man  fur  0  erst  einen  geometrischen 
Qrt  ^  __  const,  konstruiert  und  hierauf  die  Lage  von  0  durch  Zeichnen 
einer  Fehlerkurve  mit  beliebiger  Genauigkeit  bestimmt;  derselbe  bringt 
auch  eine  Abschatzung  der  durch  die  beiden  Radingerschen  Annahmen 
bedingten  Fehler  der  Schwungradberechnung. 

lib.    Besondere  Fragen.     Ist  das  Schwungrad  filr  eiue  Kolben- 
kraftmaschine  zu  berechneu,  der  ein  konstantes  Moment  M  entgegen- 


ist    ein    dem  Radingerschen  Verfahren   fast   gleiches,    ohne  Nennung  Radingers, 
behandelt. 

257)  Kinetische  Probleme,  p.  11. 

258)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1905,  p.  1731. 

259)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1905,  p.  471;  ferner  Zeitschr.  Math.  Phys. 
60  (1904),  p.  57. 

260)  Zeitschr.  d.  osterr.  Ing.-  u.  Archit.-Ver.  1906,  p.  580  ff. 
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wirkt,  so  setzt  man261): 
(14)  A 

v     / 


n 


Hierin  bedeutet  N  die  Leistung  der  Maschine  in  Pferdestarken  und 
c  das  Verhaltnis  von  A  zu  der  wahrend  einer  Umdrehung  geleisteten 
Arbeit.  Die  Durchfuhrung  des  Radingerschen  Verfahrens  fur  eine 
Reihe  von  Fallen  liefert  c  als  Funktion  der  Tourenzahl  uud  der  wich- 
tigsten,  das  Kraftfeld  und  die  Massenverhaltnisse  charakterisierenden 
Parameter.  Die  Ergebnisse  derartiger  Untersuchungen  werden  in 
Tabellen,  graphischen  Tafeln  und  approximation  Formeln  fiir  c  (das 
bei  der  Einzylinderdampfmaschine  etwa  0.1  ~  0.2  betragt)  zusammen- 
gefasst  und  bilden  die  Grundlage  fiir  die  Schwungradberechnung 
mittels  sog.  ,,Faustformeln",  die  sich  immer  in  die  Gestalt: 


(15)  r^' 

bringen  lassen. 

Als  ,,Geschwindigkeit  der  gleichmdssigsten  DrehJcraft"  bezeichnet 
Radinger262)  den  Wert  von  co,  fiir  den  c  bei  gegebenem  Kraftfeld  ein 
Minimum  wird;  dieser  Wert  lasst  sich  am  leichtesten  mit  Hilfe  des 
Wittenbauerschen  Diagrammes  259)  finden.  Una  bei  gegebener  Umlaufs- 
zahl  c  herabzusetzen,  verwendet  man  hier  und  da,  bei  Sagegattern 
u.  dgl.,  sogenannte  Luftpuffer,  die  das  Kraftfeld  giinstig  beeinflussen. 
Das  wirksamste,  bei  Kolbenkraftmaschinen  verwendbare  Mittel  zur 
Yerringerung  von  c  besteht  in  der  Verteilung  der  Arbeitsleistung  der 
Maschine  auf  mehrere  nebeneinander  liegende  Zylinder,  deren  Kurbeln 
unter  entsprechenden  Winkeln  gegeneinander  versetzt  sind.  Diese,  be- 
sonders  fiir  den  Schiffsmaschinenbau  wichtige  Aufgabe  (vgl.  auch 
Nr.  12c)  behandelt  H.  Lorenz  263)  unter  Verwendung  von  JPown'erschen 
Entwicklungen  fur  die  einzelnen  Tangentialkraftlinien.  Schliesslich 
kaun  man,  um  Tt  zu  vermindern,  om  in  der  Weise  vergrossern,  dass 
man  das  Schwungrad  rascher  laufen  lasst  als  die  Maschine264). 

261)  Vgl.  z.  B.  F.Freytag,  Hilfsbuch  fur  den  Maschinenbau,  Berlin  1904, 
p.  308.    Zahlenangaben  fur  Dampfmaschinen  ausserdem  bei  Lasche,  Zeitschr.  des 
Ver.  deutsch.  Ing.  1901,  p.  1018;    Baumann,  Dinglers   polyt.  Journ.  317   (1902), 
p.  293  ff.;    Meyer,  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1889,  p.  113,  usw.;    fiir  Gas- 
maschinen  bei  H.  Guldner,   ebenda  1901,  p.  365  ff.     Ein  hierher  gehoriges  Pro 
blem,   das   auf  eine   einfache  algebraische  Aufgabe  fiihrt,  behandelt  E.  Mollier, 
ebenda  1903,  p.  1704  (Gasmaschinen  mit  Aussetzregulierung). 

262)  A.  a.  0.  p.  91. 

263)  Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1901,  p.  97. 

264)  A.Kvnig,  Arbeitsdiagramme  der  Flachformmaschinen,  Dinglers  polyt. 
Journ.  1906,  p.  497. 
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Die  bei  Pumpmaschinen  auftretende  Frage  nach  dem  fur  ge- 
gebenes  U  und  Ti  ,,~kleinstmogliclien"  Wert  der  Umlaufeahl,  fur  den 
Wmin  gerade  verschwindet,  also  die  Maschine  stecken  bleibt,  beant- 
wortet  Eadinger26'0)  auf  Grund  seiner  ersten  Annanme  in  der  Weise, 
dass  er  in  (13)  d  =  2  setzt  (wobei  rechts  der  massenkinematische  Be- 
standteil  auch  vernachlassigt  werden  kanu)  und  daraus  com  rechnet. 
Zu  ahnlichen  Resultafcen  gelangen  H.  Meuth266~)  und  C.  Goldstein  267), 
die  der  Definition  der  mittleren  Geschwindigkeit  die  Integralwerte 

Zkn  Zkn 

I  C32dd"  bzw.     I  &d&   zugrunde   legen,   und   der   letztere   erhalt   gute 

0  u 

tJbereinstimmung  mit  den  Ergebnissen  einiger  Versuche,  bei  denen 
er  aus  der  Dauer  der  letzten  Umdrehung  einer  allmahlich  zum  Still- 
stand  kommenden  Maschine  das  Minimum  von  om  bestinimt.  Dagegen 
bemerkt  R.  v.  Mises26*),  dass  unter  normalen  Verhaltnissen,  bei  An- 
nahme  eines  von  der  Gescbwindigkeit  unablfangigen  Kraftfeldes,  zu- 
folge  Gl.  (1)  und  (2)  com  mit  wmin  zugleich  verschwinden  muss,  und 
dass  lediglich  die  praktische  Aufrechterhaltung  des  Betriebes  eine 
gewisse  Reserve  von  lebendiger  Kraft  im  Scbwungrad  zur  Sicherheit 
gegen  kleine  Unregelmassigkeiten  des  Kraftfeldes  usw.  erfordert269). 
lie.  Das  Kraftfeld  hangt  auch  von  der  Geschwindigkeit  ab. 
Hangt  K  ausser  von  -0-  aucb  von  to  ab,  wie  dies  bei  Turbiuen  (Nr.  3), 
elektrischen  Maschinen  (Nr.  4)  usw.  vorkommt,  so  kann  cam  nicht  will- 
kiirlich  vorgeschrieben  werden  ,  sondern  ergiebt  sich,  wenn  man  das 
allgemeine  Integral  der  Gl.  (1)  in  Nr.  10:  o  =  a)(co0,  &)  bildet,  hierauf 
o0  aus  der  Bedingung  co(a)0,  2  kit)  =  w0  berechnet  und  scbliesslich 
den  Integralmittelwert  nach  (1)  und  (2)  bestimmt.  Fur  den  Ansatz  (7) 
in  Nr.  10  lautet  die  in  #  periodische  Losung,  wenn  mit  E^  der  Wert 
von  E  nach  Ablauf  der  ersten  Periode  bezeichnet  wird: 

Zkn  » 

d&  .    CHd*-\ 
+J  -arj  ' 


Sind   die   Geschwindigkeitsschwankungen    wahrend    einer   Urndrehung 


265)  Dampfmaschinen,  p.  268. 

266)  Kinetik  und   Kinetostatik    des    Schubkurbelgetriebes ,    Dissert.    Karls 
ruhe  1905  u.  Dinglers  polyt.  Journ.  1905,  p.  57. 

267)  Die  kleinste  mogliche  Uiiilaufzahl  von  Pumpwerken,  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1906,  p.  253. 

268)  Zeitschr.  d.  osterr.  Ingen.-  u.  Archit.-Ver.  1906,  p.  607. 

269)  Dieser  Gedanke  ist  weiter  ausgefiihrt  worden  von  M.  Tolle,  Regelung 
der  Kraftmaschinen,  2.  Aufl.,  Berlin  1909,  p    131. 
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nur  geringe,  so  setzt  man,  ahnlich  wie  in  (12),  Nr.  10: 


(17)       G>  = 

und  erhalt  bei  Vernachlassigung  von  y2  und  yy\ 

& 

«'  4-  ./  *"  "•  -  k«  -  *«ZLLFX!     v-.z_  / 

y-f-0       pr-  ->„          >     y       FJ 


o 
Dazu  ist  co0  bis  auf  einen  Betrag  von  der  Grossenordnung  y  aus: 


: 

(19)  fr 


0 


zu  bestimmen.  Sieht  man  F$  als  klein  gegen  F  an,  vernachlassigt 
F'OQ  auch  gegen  ^0  und  betrachtet  diese  letztere  Grosse  als  einen 
von  -ft  unabhangigen  ,,Dampfungskoeff)zienten",  so  erhalt  man  nacli 
(18)  aus  den  .Fownerkoeffizienten  ax,  by  fiir  den  Tangentialdruck 
^  die  fur  y  gleich: 


ver- 


/?r 

Hierbei  ist   a>0  nur  an   die   Bedingung    gekniipft,    dass     /  K^ 

*./ 
o 

schwindet,  bleibt  also  vollig  unbestimmt,  wofern  K0  von  co0  nicht 
abhangt.  Aus  (20)  lasst  sich  leicnt  ableiten,  dass  durch  den  Ein- 
fluss  des  Gliedes  kQy  (die  sog.  nSchlupfung"}  der  Heunsche  Ungleich- 
formigkeitsgrad  d"  jedenfalls  vermindert  wird,  welches  Yorzeichen 
auch  JcQ  besitzt.  Dagegen  kann  der  Unterschied  der  Extremwerte  der 
Geschwindigkeit,  also  d  und  d'  vergrossert  werden.  Zu  dem  vor- 
stehenden  Ansatz,  der  mit  (20)  seine  Erledigung  findet,  gelangt  man 
in  all  den  Fallen,  wo  eine  Kolbenmaschine  mit  einer  Turbine,  Kreisel- 
pumpe,  Wechselstrommaschine  usw.  auf  dieselbe  Welle  arbeitet.  Dass 
das  Auftreten  einer  ,,Schlupfung"  die  Ungleichformigkeit  der  Maschine 
wesentlich  beeinflusst,  ist  erst  in  neuerer  Zeit  in  der  technischen 
Litteratur  bekannt  geworden270). 

lid.    Das  Kraftfeld  ist  auch  explizite  von  der  Zeit  abhangig. 
Ein  Kraftfeld,  das  auch  von  der  Zeit  explizite  abhangt,  weisen  synchrone 


270)  Den  Einfluss  von  A'0  auf  die  Ungleichformigkeit  und  die  Schwungrad- 
grosse  behandeln  Ph.  Ehrlich,  Elektrot.  u.  Maschinenbau  1908,  p.  173;  L.  Kallir, 
ebenda,  p.  465;  ferner  J.  Havlicek,  Untersuchung  der  Leitungsschwankungen  bei 
elektrisch  angetriebenen  Kompressoren,  Diss.  Zurich  1908  und  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1909,  p.  561. 
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Wechselstrommaschinen  auf,  vgl.  Nr.  4b.  Besehrlinkt  man  sich  auf  die 
Untersuchung  kleiner  Schwingungen  um  einen  Zustand  gleichforrniger 
Rotation,  so  erhalt  man  fur  den  Fall  einer  einzelnen,  bei  konstanter 
Klemmenspannung  in  einen  Stromkreis  von  unveranderlicher  Phase 
arbeitenden  Maschine  (vgl.  (8)  in  Nr.  4): 

(21)  *-«.*  +  ,,    K^K^fj-Av-Brt,    F=Tl  +  F9(&mt}. 

Hierin  1st  A  der  Dampfungskoeffizient,  B  der  ,,Synchronfaktor"  oder 
die  ,,Direktionskraft".  Die  Differentialgleichung,  die  sich  fur  rj  aus 
Gl.  (1)  in  Nr.  10  ergiebt,  lautet: 

(22)  TJt  +  An  +  Sri  =  *i(o»mO  -  *<Dm«J>mO. 

Wenn  die  rechte  Seite,  der  Radingersche  ,,Tangentialdruck"  der  Kolben- 
maschine,  nach  omt  in  eine  Fouriersche  Reihe  mit  den  Koeffizienten 
ax,  &x  entwickelt  wird,  so  folgen  aus  (22)  die  Koeffizienten  der  Ent- 
wicklung  fiir  r\  zu: 


_ 
(B  -  H*  T,)2  +  **A*  (B  —  x4  Tt)s  +  »«^»"  ' 

Die  ;,Voreilung"  rj  wird  somit  durch  den  Einfluss  der  Dampfung  im 
Integralquadrat  sicher  vermindert;  und  dasselbe  gilt  fiir  die  Ge- 
schwindigkeitsschwankungen:  der  Heunsche  Ungleichformigkeitsgrad 
8"  (5)  wird  durch  die  Dampfung  verkleinert.  Aber  die  Schwankungen 
der  elektrischen  Energie,  die  dem  Ausdruck  Ai]  -f-  By  proportional 
sind,  konnen,  wie  Gorges211}  erkannt  hat,  durch  das,  Hinzutreten  des 
Dampfungsgliedes  Arj  ungilnstig  beeinflusst  werden.  Dazu  ist  hin- 
reichend  —  und  im  Falle,  dass  alle  ax,  bK  ausser  ai}  bt  verschwinden, 
auch  notwendig  —  ,  dass  Tt  grosser  als  2B  ist.  Damit  die  Eigen- 
schwingungen,  deren  das  System  fahig  ist,  allmahlich  abklingen,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dass  A  >  0  wird;  schliesslich  damit  Reso- 
nanz  verhiitet  werde,  dass  B  von  y?T  verschieden  ist,  fur  alle  Werte 
von  x,  fiir  die  nicht  ay  und  bx  zugleich  verschwinden. 

Das  allgemeine  Problem  des  Penddns  von  Wechselstrommaschinen*1*) 
liegt  dann  vor,  wenn  mehrere,  mechanisch  voneinander  unabhangige 
Maschinen,  auf  dasselbe  Stromnetz  parallel  geschaltet  sind.  Haben 
T1}  T2,  ...,  K1}  K2,  ...,  FI,  F2'}  ...,  r]1}  %,  ...,  Alf  A^,  ...,  B:,  B%,  ... 
fiir  die  erste,  zweite,  .  .  .  Maschine  die  Bedeutung,  die  oben  7\,  Ki} 


271)  Elektrot.  Zeitschr.  1903,   p.  379;    vgl.    auch   Bosenberg,   ebenda   1903, 
p.  857  und  F.  Emde,  Elektrotechnik  u.  Maschinenbau  1907,  p.  721. 

272)  Ausser  den  eben  genannten  Arbeiten  vgl.  tiber  das  Pendelungsproblem : 
A.  Sommerfeld,  Elektrot.  Zeitschr.  1904,  p.  273,   der  vorzugsweise  die  pkysikali- 
schen  Grundlagen  entwickelt.    Nahere  Angaben  iiber  die  sehr  umfangreiche  Litte- 
ratur  in  V  20,  F.  Emde,  Elektrotechnik. 
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F',  y,  A,  B  batten,  so  lauten  die  Bewegungsgleichungen278): 


(24) 


und  £,  das  die  Phasenschwankungen  im  Netz  angiebt,  ist  nacb  Gorges 
mit  Hilfe  der  Gleichung  274) 

(25)  B^  —  I)  +  J5,  (%  -  |)  +  •  •  •  =  0 

zu  eliminieren,  wofern  alle  Dampfungsglieder  vernachlassigt  werden 
diirfen.  Weitere  Ausfiibrungen  bierzu  iniissen  nacb  V  20,  Elektro- 
tecbnik  (F.  Emde)  verwiesen  werden. 

Eine  Pendelungserscbeinung,  die  der  eben  besprocbenen  ahnlich 
ist,  bat  man  bei  parallel  gescbalteten  Kompressoren™*)  beobacbtet, 
deren  Antrieb  durch  Kolbenmaschinen  erfolgte.  Eine  theoretiscbe 
Bebandlung  dieses  Problems  ist  nocb  nicbt  versucbt  worden. 

lie.  Experimentelle  Untersuchungen.  Experimentelle  Unter 
suchungen  iiber  den  Verlauf  der  Geschwindigkeitsscbwankungen  sta- 
tionar  laufender  Mascbinen  sind  vielfacb  in  Angriff  genommen,  aber 
nocb  nicbt  in  grosserem  Umfang  sachgemass  durcbgefubrt  worden. 
Das  Stimmgabelverfahren,  mit  dem  scbon  Radinger  gearbeitet  hat276), 
ist  von  Ransomem),  dann  von  F.  Gopel218}  (in  der  pbysikalisch- 
tecbniscben  Reicbsanstalt)  vervollkommnet  worden,  ohne  dass  es  bisher 
zu  irgendwelchen  Riickschliissen  fiir  die  Tbeorie  gefiihrt  hatte.  Das 
Stroboskop  von  G.  Wagner™}  weist  Feblerquellen  auf,  die  wohl  die 
aus  seiner  Anwendung  gezogenen  Folgerungen  28°)  binfallig  macben 
diirften.  Einen  einfachen  Apparat,  mit  dem  sich  die  Vor-  oder  Nacb- 
eilung  einer  rotierenden  Scbwungmasse  leicht  messen  lasst,  beschreibt 
A.  Aichele28i}.  Uber  Versuche,  welche  vorwiegend  dem  Einfluss  der 
Elastizitat  der  Triebwerkteile  gelten,  wird  in  Nr.  13  berichtet.  Unter- 


273)  W.  Sarfert,  Mitteil.  iiber  Forscliungsarb.,  herausg.  vom  Ver.  deutsch. 
Ing.,  Heft  61,  Berlin  1908,  p.  14. 

274)  Physik.  Zeitschr.  9  (1908),  p.  265. 

275)  H.  Bar  und  H.  Bonte,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  1  ff. 

276)  Dampfmaschinen,  p.  337. 

277)  Engineering  53  (1892),  p.  23;    ebenda  46  (1888),  p.  310. 

278)  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1900,  p.  1359  u.  1431. 

279)  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  1981   und  Mitteil.  iiber  For- 
schungsarb.,  herausg.  vom  Ver.  deutsch.  Ing.,  Heft  33. 

280)  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  1987. 

281)  Elektrot.  Zeitschr.  1900,  p.  263. 


242    IV 10.  R.v.Mises.  Dynamische  Probleme  d.  Maschinenlehre :  D.  einf.  Getriebe. 

suchungen  iiber  das  Pendeln  der  Wechselstrommaschinen282)  werden 
im  Artikel  V  20  behandelt. 

12.  Der  Massenausgleich  bei  mehrkurbeligen  Maschinen. 

Das  praktische  Bediirfnis  nach  Einschrankung  der  periodischen 
Erschiitterungen,  welche  die  Lagerung  einer  Maschine  -  -  das  Funda 
ment  im  Falle  der  ortsfesten,  der  Fahrzeugkorper  (Schiff  oder  Loko- 
motive)  in  dem  der  ortsbeweglichen  —  wiihrend  des  Betriebes  erleidet, 
fiihrt  zum  Problem  des  Massenausgleiches:  Eine  solche  Anordnung 
der  bewegten  Teile  einer  Maschine  zu  finden,  dass  der  ungiinstige 
Einfluss  der  Massenbeschleunigungen  auf  die  zwischen  Mascnine  und 
Lagerung  wirkenden  Reaktionen  tunlicnst  verringert  wird.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  sind  Lechatelicr™}  (1849)  und  Y.  Villarceau^}  (1852) 
bei  ihren  Untersucbungen  iiber  die  Stoning  der  Lokomotivbewegung 
ausgegangen  und  ahnlich  D.  W.  Taylor™}  (1891),  der  auf  Grund  ein- 
gehender  Forschungen  uber  die  Ursachen  der  Schiffsschwingungen 
zu  bestimmten  praktischen  Vorschlagen  fur  die  Anordnung  inehr- 
kurbeliger  Scbiffsrnaschinen  gelangte.  Kurz  darauf  haben  Yarrow™} 
(1892)  und  insbesondere  0.  Schlick*61)  (1893)  die  industrieUe  Ver- 
wertung  der  Idee  des  Massenausgleiches  gefordert,  der  letztere,  indeui 
er  die  Vorschlage  Taylors  durch  praktisch  brauchbarere  ersetzte 288). 


282)  Beispielsweise  W  Sarfert  in  der  Fussn.  273  angefiihrten  Arbeit. 

283)  Etudes  sur  la  stabilite  des  mach.  locomot.  en  mouvement,  Paris  1849. 

284)  Theorie  de  la  stability  des  mach.  locomot.  en  meuvement,  Paris  1852 

285)  Journ.  of  the  Americ.  Soc.  of  Naval  Eng.  1891,  p.  12.     Auszugsweise 
Ubersetzung  von  Jiiedler,  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1898,  p.  1231,  Berich- 
tignngen  und  Ergiinzungen  hierzu  von  Franzel,  ebenda  1899,  p.  249. 

286)  Engl.  Patentrichrift  Nr.  5321  vom  17.  Nov.  1892. 

287)  Deutsches  Eeichspatent  Nr.  80974  vom  10.  Nov.  1893;  nach  Urteil  des 
Reichsgerichtes  vom  20.  Juni  1898  lautet  der  Patentanspruch  (vgl.  auch  Zeitschr. 
des  Ver.  deutsch.  Ing.  1898,  p.  1053):    Schiifskraftmaschine,  mit  mehr  als  drei 
Kurbeln  an  einer  und  derselben  Betriebswelle,   deren  Betriebsteile  infolge  rich- 
tiger  Verhaltnisbestimmung  der  Kurbelwinkelstellungen  und  Armlangen,  der  Ent- 
fernungen  der  Zylindermittel  und   der  Gewichte  der  Betriebsteile  und  etwaiger 
sonstiger  Bewegungsmassen  derart  auf  die  Welle  einwirken,  dass  die  Resultierende 
der  in   irgend  einer   durch  das  Wellenmittel  gelegten  Ebene  in  der  einen  Rich- 
tung  wirkenden  Massendriicke  und  die  Resultierende  der  in  dieser  Ebene  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  auf  die  Welle  wirkenden  Massendriicke  bis  auf  eine 
durch  die  endliche  Lange  der  Betriebstangen  bedingte  Ungenauigkeit  ganz  oder 
nahezu  gleich  gross  sind  und  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

288)  tfber  die  Prioritiitsfrage   im   Zusammenhang   mit   einem    Patentstreit 
hat  sich  eine  umfangreiche  Diskussion  entwickelt.     Eiedler,  Zeitschr.  des  Ver. 
deutsch.   Ing.   1898,   p.  1313,    steht    vollkommen    auf   Seiten    Schlicks,    wiihrend 
Franzel,   ebenda  1898,   p.  907,   ferner   1899,   p.  234   und  Kohn  v.  Jaski,   ebenda 
1899,  p.  234  fiir  Taylor  Partei  ergreifen. 
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Die  Grundlagen  zur  Berechnung  der  nach  dem  Schlickschen  Patent 
,,ausgeglichenen"  Maschinen  entwickelten  in  umfassender  Weise 
H.  Lorenz™}  und  H.  Schubert™}. 

12  a.  Formulierung  des  Problems.  Unter  ,,Maschine"  wollen 
wir  im  folgenden  das  mechanische  System  verstehen,  das  ausser  den 
bewegten  Getriebeteilen  eine  sachgemass  abgegrenzte  Reihe  relativ 
mhender  Korper,  wie  Wellenlager,  Geradfiihrung,  Zylinder  usf.  um- 
fasst.  Die  auf  die  Maschine  wirkenden  ausseren  Krafte,  von  der 
Schwere  abgesehen,  fassen  wir  in  zwei  Gruppen  zusammen  und  redu- 
zieren  jede  der  beiden  auf  ihre  drei  Resultant-  und  drei  Moment- 
komponenten,  bezogen  auf  ein  mit  jenen  ruhenden  Korpern  starr 
verbundenes  Axensystem.  Die  Krafte  der  einen  Gruppe  (Resultante 
X,  Y,  Z\  Moment  L,  M,  N}  seien  diejenigen,  die  an  den  ruhenden 
Teilen  der  Maschine  und  zwar  in  jenen  Flachen  angreifen,  mit  denen 
die  Maschine  an  andere  feste  Korper,  das  Fundament,  das  Fahrzeug- 
gestell  usf.  grenzt.  Man  nennt  —  X,  —  Y,  —  Z-  --  L,  —  M,  —  N 
die  Komponenten  der  Gesamirealdion  der  Maschine.  Die  Krafte  der 
zweiten  Gruppe,  also  alle  iibrigen  mit  Ausnahme  der  Schwerkraft, 
(z.  B.  der  Wasserdruck  auf  den  Schiffspropeller  usw.)  seien  auf 
X',  Y',  Zr;  L',  M',  Ne  reduziert.  Die  Komponenten  der  Schwere  seien 
Gx,  Gy,  Gzy  die  Schwerpunktskoordinaten  der  Maschine  x*,  y*,  z*. 
Die  Maschinenwelle  sei  der  ^r-Axe  parallel.  Dann  lauten  Schwer- 
punkts-  und  Momentengleichung  unter  der  Voraussetzung,  dass  Fiih- 
rungs-  und  Coriolisbeschleunigung,  soweit  sie  tiberhaupt  vorhanden 
sind,  keine  wesentliche  Bedeutung  fur  das  Problem  erlangen42): 

(1)  *_£**- Z'-0.,     Y=^y*-Y'-Gy,     Z=Z'-a,. 

L  =  —fey  dm  -  L'  -  (#*G,  -  e*G,), 

(2)  M^fg'xdm  —  M'—  (z*Gx  —  x*G,), 

N  =j  (xy  —  yx)  dm  —  N'  -  -  (x*  Gy  —  y*G}. 

Man  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Grossen  X,  Y,  ...,  N  moglichst 
frei  von  periodischen  Scliwankungen  zu  erhalten.  Damit  wird  wohl 
nicht  jeder  periodische  Wechsel  in  den  Beanspruchungen  des  Funda- 
mentes  usw.  vermieden,  aber  man  erreicht  zweierlei.  Erstens  lehrt 


289)  Zeitschr.  des  Ver.  deutsch.  Ing.  1897,  p.  998,  1026,  1371;  ebenda  1899, 
p.  83;  ferner  Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  p.  Iff. 

290)  Mitteilung  der  math.  Ges.  Hamburg  3  (1897);  ferner:  Zur  Theorie  des 
Schlickschen  Massenausgleiches,  Hamburg  1907. 
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das  Saint-Venantsehe  Prinzip291)  der  Elastizitatslehre,  dass  wenigstens 
in  grosserer  Entfernung  von  den  Angriffspunkten  der  Reaktionen  die 
durch  sie  hervorgerufenen  Spannungen  im  Fundament  annahernd  kon- 
stant  bleiben  werden.  Zweitens  wird  bei  ortsbeweglichen  Maschinen 
verhindert,  dass  die  Reaktionen  dem  Fahrzeug  als  ganzem  Schwin- 
gungen  aufpragen 292). 

12  b.  Die  allgemeinen  Bedingungen  des  Massenausgleiches. 
Sieht  man  die  Abgrenzung  des  Systems  als  durch  praktische  Gesichts- 
punkte  gegeben  an,  so  hangen  die  X,  I7",  ...  in  erster  Linie  von  den 
X',  Y',  ...  ab.  Diese  letzteren  verschwinden  nur  in  den  seltenen  Fallen, 
wo  ein  aus  Motor  und  Generator  bestehendes  Aggregat  auf  einheit- 
lichem  Fundament  steht;  in  alien  anderen  pflegt  man  die  Kompo- 
nenten  X',  Y',  L'  und  M'  als  Constant  anzusehen.  Das  ist  eine  in 
der  Regel  mit  Annaherung  zutreffende  Annahme.  Es  bleiben  dann 
X,  Y,  L  und  M,  da  alle  Koordinaten  periodische  Funktionen  von  ft 
sind,  konstant,  wenn  und  nur  wenn 

(3)     x*'  =  0,     y*'  =  0;    D^fzydm  =  0,     Z>/=  —fzx'dm  =  0, 

wobei  die  Accente  Ableitungen  nach  &  bedeuten:  Die  relative  Lage 
des  Gesamtscliiverpunktes  sowie  das  Deviationsmoment  fur  irgend  ein 
Axenpaar,  dem  die  Wellenaxe  angetwrt,  darf  sich  nicht  andern.  Die 
Untersuchung  der  Bedingungen  (3),  deren  Erfullung  von  der  Grosse 
der  Winkelgeschwindigkeit  und  -beschleunigung  unabhangig  ist,  bildet 
das  Problem  des  Massenausgleichs  im  engeren  Sinne,  wie  es  von 
H.  Lorenz™}  und  H.  Schubert™0)  ins  Auge  gefasst  wird. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  fur  alle  m^>  der  Schwerpunkt- 
abstand  b*  verschwindet,  ist  zufolge  Nr.  9c  fur  die  Berechnung  der 
in  (3)  auftretenden  Grossen  die  Einfuhrung  der  Ersatzmassen  m' 
und  m"'  an  Stelle  der  Schubstangenmassen  exakt  zulassig.  Wir  denken 
uns  den  Ersatz  durchgefiihrt  und  hierauf  fur  die  rotierende  Masse 
m1  die  Schwerpunktskoordinaten  r0,  «0,  sowie  die  Deviationsmomente 
Dlt  DS  berechnet.  Ebenso  seien  el  die  Schwerpunktsabstande  der 
durch  die  m"'  erganzten  hin  und  hergehenden  Massen  w,111.  Man 
erhalt  aus  den  Formeln  (5)  und  (10)  in  Nr.  9,  wenn  g>t  =  -9-  +  7, 
eingesetzt  wird,  als  Bedingung  fur  das  identische  Verschwinden  der 


291)  ,,Prinzip  von  der  elastischen  Gleichwertigkeit  statisch  gleichwirkender 
Lastsysteme",   Paris  Mem.  pres.  par  div.   sav.  14   (1855);    vgl.  IV  25,  Nr.  15  b, 
p.  197  (0.  Tedone-A.  Timpe). 

292)  Vgl.  Nr.  23  b  und  c,  ferner  Nr.  25  a. 
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Ausdriicke  (3)  Folgendes.    Zunachst  mit  st  =  07  die  acht  Gleichungen: 

n 

(1  +  1)  m1  r0  cos  KO  +  2j  w,m  rt  cos  (yt  +  ft)  =  0, 


(1  +  1)  w1  r0  sin  «0  +         w£IU  r,  sin  (y,  +  ft)  =  0; 
(1  +  1)  D,  +       f'm™r<  8in  fr.  ±  A)  =  °' 

<m™r<  cos  fr*  ±  W  =  °5 

ferner,  wenn  auch  alle  Glieder,  die  st  enthalten,  bei  beliebigem  st  ver- 
schwinden  sollen,  die  acht  Gruppen  von  je  unendlich  viel  Gleichungen 


(5) 


Wenn  nicht  alle  m£in  Null  sind293),  ist  somit  vollstandiger  Ausgleich 
nur  mit  n  =  oo  moglich:  nur  in  diesem  Falle  gelingt  es,  die  ver- 
fugbaren  Amplituden  und  Phasen  der  ihrer  Gestalt  nach  (durch  die  fxt) 
gegebenen  n  Schwingungen  so  zu  bestimmen,  dass  sich  diese  bei 
IJbereinanderlagerung  vollig  aufheben. 

Der  aus  der  Fourierschen  Entwicklung  gewonnenen  Gleichungs- 
kette  (4)/(5)  entspricht  folgender  mechanische  Satz:  ,,Die  4  betrachteten 
Koinponenten  der  Massenwirkung  sind  in  jedem  Augenblick  aquivalent 
der  Beanspruchung  einer  Welle,  auf  welche  nachstehende  rotierende 
Massen  einwirkeii:  erstens  die  zu  m1  gehorigen  in  ihrer  wirklichen 
Verteilung  und  dazu  die  in  die  Kurbelzapfen  in  ihren  Schwerpunkts- 
ebenen  verlegten  ^in?11,  alle  mit  <o7  a)  rotierend;  zweitens  die  ^mtITL 
allein,  in  den  an  den  Schubrichtungen  gespiegelten  friiheren  Stellungen, 

im  entgegengesetzten  Sinne,  also   mit  —  a,  —  cb  rotierend;   drittens 

f 
die  -X(  m^1  in  den  Lagen,  die  durch  2x-fache  Vergrosserung   der  yt 


293)  m111  verschwindet,  wenn  die  uber  die  Kurbel  verlangerte  Schubstange 
ein  genfigend  grosses  Gegengewicht  tragt;  auf  die  Moglichkeit  eines  solchen 
Massenausgleiches,  die  insbesondere  fur  Lokomotiven  inbetracht  kame,  hat  neuer- 
dings  0.  Fischer  hingewiesen,  Theoret.  Grundlagen  e.  Mech.  lebender  Ko'rper, 
Leipzig  1906,  p.  394;  fruher  Y.  Villarceau,  Theorie  de  la  stabilite  des  machines 
locomotives  en  mouvement,  Paris  1852,  p.  77. 


246    IV  10.  R.v.Mises.  Dynamische  Probleme  d.  Maschinenlehre  :  D.  einf.  Getriebe. 

aus  den  beiden  ersten  entstehen,  rotierend  mit  +2xto,  +  2xcb.  Jedes 
dieser  2(2x  -f-  1)  Massensysteme  muss  fur  sich  dynamisch  frei  sein, 
damit  (4)  und  (5)  erfiillt  wird.  —  Geometrisch  liisst  sich  jedes  Paar  von 
Gleichungen  in  (5)  dahin  deuten,  dass  die  Strecken  von  der  Lange 
/X(w(m,  bzw.  2,/^w,111,  unter  den  Winkeln  xyt  +  /3,  aneinander- 
gefiigt,  fiir  jedes  x  je  ein  geschlossenes  Polygon  ergeben  miissen294). 
Beriicksichtigt  man  ausser  (4)  eine  endliche  Zahl  von  Gleichungen 
(5)  mit  x  =  1,  2  .  .  .,  k,  so  erreicht  man  damit,  dass  der  resultierende 
Massendruck  oder  sein  Moment  wahrend  einer  Umdrehung  mindestens 
27>;  -f-  2  mal  verschwindet295),  und  --  zufolge  der  Konvergenz  der  /'xt 
—  unter  einer  mit  wachsendem  k  abnehmenden  Grenze  bleibt.  Die 
vollstandige  Formulierung  eines  Minimumproblems,  die  fiir  jedes  n 
die  erforderliche  Anzahl  von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  ver- 
fiigbaren  Grossen  liefern  wiirde,  und  nicht  notwendig  von  der  Fourier- 
schen  Entwicklung  ausgehen  miisste,  ist  noch  nicht  gegeben  worden; 
eine  solche  hatte  auch  eine  gegenseitige  Abwagung  der  beiden  Forde- 
rungen,  Verschwinden  der  Resultierenden,  bzw.  des  Momentes,  zur 
Voraussetzung,  die  bei  Schiffsmaschinen,  wo  der  Schiffsschwerpunkt 
einen  natiirlichen  Bezugspunkt  bildet,  anders  ausfallen  wird  als  bei 
Stabilmaschinen. 

12c.  SpezieUe  Eesultate.  Fiir  parallele  Schubrichtungen  (alle 
ftt  =  0)  folgt  zunachst  aus  (4)  D1  =  D2=  0,  r0  =  0,  d.  h.  die  rotieren- 
den  Massen  miissen  fiir  sich  ausbalanciert  sein  und  in  der  Wellen- 
axe  eine  freie  Axe  haben.  Werden  ferner  alle  f,  einander  gleich  ge- 
setzt,  so  erhalt  man  aus  (4)  und  (5)  mit  K  =  I  als  Ansatz  fiir  den 
Massenausgleich  ,,erster"  und  ,,zweiter  Ordnung"296)  (der  Index111  ist 
hinfort  weggelassen): 


.     NT1  COSl  ,,    >TT  COSl 

a)  2j  m^  sin  «.  =  °'      b)  2*  m>r'  sin  }  2K<  =  °' 
t—i  1=1 

(6) 


cos}  ,v  o 

sin  \tt<=  °>      ^2j  ^m^  sin  J  2««  = 


294)  Die    geschlossenen   Polygone    zur    Darstellung    der   Bedingungen    des 
Massenausgleiches  verwendete  zuerst  Taylor,  B.  Fussn.  285. 

295)  Dies   ist   die   allgemeine   Eigenschaft   einer  stetigen  Funktion,    deren 
Fouriersche  Entwicklung  mit  den  Gliedern  vom  Index  2 A; +  2  beginnt;  A.  Hur- 
witz,  Math.  Ann.  57  (1903),  p.  444. 

296)  Diese  Bezeichnung  bei  H.  Lorenz-,  die  acht  Gleichungen  bringen  gleich- 
zeitig   H.  Lorenz  und  H.  Schubert.     Ausfiihrliche  Diskussion  fiir  n  =  4,  5,  6  bei 
letzterem.    Naherungsverfahren    zur  Auflosung  bei  C.  Frantzd,  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1898.  p.  907. 

I 
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Fiir  die  Diskussion  hat  man  zu  beachten,  dass  Losungen  mit  zwei 
gleichen  Werten  fur  ZL  wertlos,  solche  mit  lauter  gleichen  oder  um 
Yielfache  von  jt  verschiedenen  Werten  fiir  atj  endlich  solche  mit  zu 
sehr  verschiedenen  mt  oder  zu  sehr  verschiedenen  Zylinderabstanden 
zi  —  gk  ungiinstig  sind. 

Fiir  n  =  3  lasst  sich  (a)  und  eventuell  auch  (b)  erfiillen  (gleich- 
seitiges  Dreieck),  aber  (a)  und  (c)  sind  unvereinbar.  Fiir  n  =  4  kann 
man  (a)  und  (c)  befriedigen;  fiir  w  =  5  daneben  auch  (b)  und  (d). 
Fiir  n  =  4  haben  (a)  und  (b)  oo2  gemeinsame  Losungen,  und  zwar 
besteht  zwischen  den  4  Winkeln  a,  /3,  y,  8  des  mit  ml}  at  gebildeten 
Vierecks,  wenn  keine  zwei  Seiten  einander  parallel  sind,  die  Beziehung: 
2  cos  -"•  cos  ~£-  =  cos  —t  —  •  Die  Verhaltnisse  der  Seiten  sind  dabei 

A  Z  M 

durch  die  Winkel  eindeutig  bestimmt,  so  dass  (c)  und  (d)  nicht  beide 
neb  en  (a)  und  (b)  beriicksichtigt  werden  konnen.  Man  pflegt  gewohn- 
lich  (d)  ausser  acht  zu  lassen  und  insbesondere  die  oo1  symmetrischen 
Losungen  von  (a),  (b),  (c)  zu  verwenden,  bei  denen  mit  /J  =  d  die 
Kurbelwinkel  und  die  Verhaltnisse  der  mi  sich  aus  dem  Verhaltnis 
zwischen  dem  Abstande  der  beiden  ausseren  und  dem  der  beiden 
inneren  Zylinder  berechnen  lassen.  Die  Gleichungen  (a)  und  (c)  be- 
sagen,  wie  Schubert  gezeigt  hat,  bei  n  =  4,  class  das  Doppelverhaltnis 
von  vier  Strahlen  in  den  Kurbelrichtungen  dem  von  vier  Punkten  auf 
den  Zylinderaxen  gleich  ist.  Fiir  n  =  5  ist  die  allgemeinste  Losung 
von  (a)  bis  (d)  von  Schubert  angegeben: 
«i  =  0,  a2  =  ^3  =  120°,  a4  =  a5  =  2JO°;  mt  =  m2  -f  ms  =  m±  +  m^ 

m2(^2  —  ^)  +  m30?3  —  ^)  =  m4(4?4  —  ^)  -f  m&(05  —  ej. 
Schubert   bringt    auch   eine  Diskussion    der    symmetrischen    Losungen 
fiir  n  =  6. 

Bei  Lokomotiven  mit  zwei  oder  vier  Zylindern  ist  es  seit  langem 
iiblich,  nur  die  in  der  gemeinsamen  Schubrichtung  der  Zylinder,  d.  i. 
in  der  Regel  die  Horizontale,  wirkenden  Massendriicke  und  ev.  ihr 
Moment  um  die  Vertikale  auszugleichen.  (Vgl.  Nr.  23  b  u.  c.)  Man 
strebt  also  lediglich  die  Erfiillung  der  Bedingungen: 

(?)  z*'=o,    D;=O 

an  und  erhalt297)  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  £2: 

n 

(8)  m^TQ  cos  «0  -f  ^  mlrl  cos  at  =  0, 


297)  Radinger,  Dampfmaschinen  p.  241.  Augier,  Org.  f.  d.  Fortschr.  d. 
Eisenbahnwesens  1898;  v.  Borries  ebda.  1901  (graphische  Bestimmung)  ;  Dolby, 
Engineering  1901  u.  1902;  H.  Mehlis,  Dampfschnellbahnzug,  Diss.  Karlsruhe  1903. 
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n 
(9)  A  +  ^  et  mt  rt  cos  at  =  0, 


wo  D2  das  zur  Masse  m1  geborige  Deviationsmoment  fiir  das  Axen- 
paar  1,3  (vgl.  Nr.  9b)  bezeichnet.  Eine  Befriedigung  dieser  beiden 
Gleicbungen  1st  durch  geeignete  Anbringung  rotierender  Massen,  die 
mit  den  Radern  der  Lokomotive  oder  in  ahnlicher  Weise  verbunden 
werden,  (sog.  bob-weigbts)  moglicb. 

Zu  einer  vollstandigen  Diskussion  des  Ausgleicbsproblems  gebb'rt 
schliesslicb  auch  die  Untersucbung  des  Reaktionsmomentes  urn  eine  zur 
Bewegungsebene  senkrecUe  Axe.  Fallt  diese  mit  der  Wellenaxe  zu- 
sammen,  so  ist  der  kinematiscbe  Bestandteil  in  dem  Ausdruck  fur  N, 
wenn  die  Schwerpunktswege  sammtlicber  m,111  die  Axe  treffen,  gleich 
T1o)(ri=  Tragbeitsmoinent  aller  zu  m1  geborender  Massen),  bis  auf 
das  Kraftepaar  ((24)  Nr.  9): 


(10) 


(=1 


das  nacb  friiherem  (Nr.  9b)  vernachlassigbar  klein  ist.  Parallel- 
verscbiebung  der  Axe  andert  an  den  Verbaltnissen  nicbts,  wenn  die 
Eesultierende  der  Massendriicke  binreicbeiid  genau  zum  Verscbwinden 
gebracbt  wurde.  Bei  einer  SchiffsmascJiine  sind  die  Gesammt-Schwan- 
kungen,  die  N  erfahrt,  gleicb  denen  des  Ausdruckes  N'--^^,  wo 
N'  das  Moment  bedeutet,  das  vom  Wasserdruck  auf  den  Propeller 
berriibrt  und  das  wesentlicb  als  Funktion  von  o>  aufgefasst  werden 
kann.  Da  der  Bestandteil  F&  der  reduzierten  Masse  F  =  Tl  +  F9  bei 
einer  in  zweiter  Ordnung  beziiglicb  der  Massendriicke  ausgeglicbenen 
Maschine  bis  auf  Glieder  von  hoberem  als  erstem  Grade  in  £  ver- 
scbwindet297*),  so  ist  N' —  T^a  anniihernd  gleicb  dem  von  der  An- 
triebsmascbine  berriibrenden  Tangentialdruck.  Man  hat  also  diesen 
moglicbst  konstant  zu  erbalten  (vgl.  Nr.  lib)  und  gewinnt  damit 
gleicbzeitig  zweierlei:  Eine  Verminderung  der  Gescbwindigkeitsscbwan- 
kungen  der  Mascbine  und  einen  Ausgleicb  der  Scbwankungen  des 
Reaktionsmomentes  JV298). 


297 a)  Derm  nacb.  (12)  in  Nr.  11  ist  die  Ableitung  von  F9  gleich  dem  auf 
den  Kurbekadius  1  reduzierten  Massendruck  Q. 

298)  Eine  dahingebende  Bemerkung  bei  E.  Knoller,  Z.  d.  osterr.  Ing.-  u.  Arch.- 
Ver.  1897.  Eine  andere  Auffassung  bezuglich  der  Komponente  N  bei  H.  Lorenz, 
Zeitscbr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1897,  p.  1026,  1371. 
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13.  Kinetostatik.  Einfluss  der  Elastizittit  und  der  Ungenauig- 
keit  der  Gelenke. 

13  a.  Ermittlung  der  Gelenkreaktionen.  Zur  Bestimmung  der 
Gelenkreaktionen  eines  w-fachen  Schubkurbelgetriebes  stehen  12  w  -f-  5 
Gleichungen  zur  Verfiigung.  Man  erhalt  sie,  indem  man  aus  den 
Ginal  2n  +  1  Gleichungen  der  2n  +  1  starren  Korper  (je  n  Schub- 
stangen  uud  Kreuzkopfe  und  eine  Kurbelwelle)  die  eine  Koordinate 
(den  Kurbelwinkel)  eliminiert.  Als  Reaktionsgrossen  treten  zunachst 
15 w  -j-  5  Unbekannte  auf,  namlich  je  5  fur  die  Lagerung  der  Welle, 
fur  jeden  Kurbel-  und  Kreuzkopfzapfen  und  jede  Geradfiihrung.  Um 
das  Problem  zu  einem  kinetostatisch  bestimmten  zu  machen,  geniigt 
die  meist  zutreffende  Annahnie,  dass  jeder  der  n  Getriebeteile  eine 
Symmetrieebene  fiir  die  Kriifte-  und  Massenverteilung  besitzt.  Von  den 
fiinf  Reaktionskomponenten  in  den  Zapfen  und  den  Geradfiihrungen 
fallen  dann  jedesmal  drei  fort,  und  die  Zahl  der  Gleichungen  vermindert 
sich  in  jedem  Getriebeteil  um  sechs.  Somit  stehen  Qn  -f-  5  Glei 
chungen  ebensoviel  unbekannten  Reaktionsgrossen  gegenuber. 

Fiir  die  Untersuchung  eines  einzelnen,  aus  Kreuzkopf,  Schubstange 
und  Kurbel  bestehenden  Getriebeteiles  legen  wir  die  x-  und  ?/-Axe 
in  seine  Symmetrieebene,  und  zwar  die  #-Axe  in  die  Bahn  des  Kreuz- 
kopfzapfens.  Entsprechend  den  Bezeichnungen  in  Nr.  10  a  sollen  der 
Reihe  nach  die  Reaktionen  von  Schubstange  auf  die  Kurbel,  vom 
Kreuzkopf  auf  die  Schubstange,  von  der  Geradfiihrung  auf  den  Kreuz 
kopf  mit  den  oberen  Indices  W»  <3)  und  ^  bezeichnet  werden.  Jedes  N 
von  Nr.  10 a  ist  dann  Resultierende  der  entsprechenden  X  und  Y. 
Im  iibrigen  gelten  alle  bisher  gebrauchten,  namentlich  in  Nr.  9  ein- 
gefiihrten,  Bezeichnungen.  Mit  Weglassung  des  untern  Index  i  lauten 
die  Schwerpunktsgleichungen  fiir  den  Kreuzkopf  samt  Kolben  usw. 
(Masse  m^\  Gewicht  6r(3))  unter  Vernachldssigung  der  Eeibung: 

(1)  X&  =S+  G&  —  mVs,         FW  =  GW  +  Y&. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  auf  den  Kurbelzapfen  bezogene  Mo- 
mentengleichung  fiir  die  Schubstange  ein,  so  erhalt  man  zufolge  (24) 
in  Nr.  9b: 

(2)  Y(4)cos7?=-(S+^in-mIIIs)sin7?-GJIIcosr/-m(2)Z2^(A;'2+A;2-A;), 

wobei  6*  =  0  (Schubstangen-Schwerpunkt  auf  der  Verbindungsgeraden 
der  Zapfenmitten)  angenommen  und  6rm  fiir  das  Gewicht  der  in  (2) 
Nr.  10  a  definierten  Masse  mui  gesetzt  wurde.  Die  Wirkungslinie  von 
Y'"  ermittelt  man  aus  der  Momentengleichung  fiir  den  Kreuzkopf  und 
schliesslich  die  Reaktionen  X^\  F(2)  auf  die  Kurbel  aus  den  Schwer- 

Encyklop.  d.  math.  "Wissensch.     IV  1,  n.  17 
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punktsgleichungen  fiir  die  Schubstange: 

X<»>  =   X&  -f   G-W  —  W(2)[(l  _  tys  _  £r((02  cog  Q.  +  ^  gin  Q.^ 

Y(»)  =  r<3)  +  £/>  +  w^r  (<o2  sin  0-  —  c5  cos  «•)  . 
Die  Beziehungen  (1),  (2),  (3),  die  von  JF.  Wittenbauer™}  und 
.ZT.  fletw800)  ausfiihrlich  abgeleitet  wurden,  lassen  sich  graphisch  in  einen 
Krdfteplan  zusammenfassen,  wie  dies  in  Fig.  6  fiir  den  Fall  horizon- 
taler  Schubrichtung  dargestellt  ist.  Das  ,,Kraftepolygon"  1  2  3  ...  9 
enthalt  derReihe  nach  die  folgenden  gegebenen  Grossen:  S\  m^  g,  m^S] 
m"  g,  m""s;  m'g,  m'rco*  und  m'rco.  Vom  Punkte  6  aus  tragt  man  senk- 
recht  zur  Schubstangenrichtung  die  Grosse  6  —  W=m^lrj(Jc'2-{-Jcs  —  k 

auf  und  bringt  die  Vertikale  durch  1 
mit  der  zur  Schubstange  Parallelen 
durch  10  in  0  zum  Schnitt.  Dann 
stellen  09,  04;  01  die  drei  Reaktionen 
nach  Grosse  und  Richtung  dar.  Uber 
die  in  normalen  Fallen  zulassigen  Ver- 
nachlassigungen  vgl.  Nr.  9b. 
Fig.  6.  Will  man  die  in  den  Gelenken 

und    in    der   Geradfiihrung  auftretende 

Reibung  berficksichtigen,  so  kann  dies  im  Rahmen  des  graphischen 
Verfahrens  leicht  geschehen,  indem  man  statt  des  Punktes  0  einen 
andern  0'  aufsucht,  der  in  folgender  Weise  bestimmt  ist.  Die  Gerade 
1  —  0'  weicht  urn  den  Reibungswinkel  arctg  /'  von  der  Vertikalen 
ab,  (f  Reibungskoeffizient  der  Geradfiihrung),  und  der  Abstand  des 
Punktes  0'  von  der  Geraden  10  —  0  betrat 


wenn  f1}f2  und  Q1}Q2  Reibungskoeffizienten  und  Zapfenradien  fiir  die  Ge- 
lenkpunkte  A,  B  bezeichnen.  Ersetzt  man  in  diesem  Ausdruck,  was  hin- 
reichend  genau  ist,  0'9  und  0'4  durch  09  und  04,  so  ist  0'  sofort  gefunden. 
13  b.  Schnittreaktionen  der  Schubstange.  Mit  der  Ermittlung 
der  Gelenkreaktionen  sind  die  erforderlichen  Unterlagen  fiir  die  Festig- 
keitsberechnung  der  Kolbenstange,  des  Kreuzkopfes  und  der  Kurbel 
gewonnen.  Auch  konnen  die  Zap  fen  im  Hinblick  auf  die  Grosse  der  von 
ihnen  zu  leistenden  Reibungsarbeit  dimensioniert  werden.  Nur  die  Be- 
anspruchung  der  Schubstange  wird  durch  die  Bewegung  in  einer  Weise 
beeinflusst,  die  ein  Eingehen  auf  die  Schnittreaktionen  erforderlich  macht. 


299)  Zeitschr.  Math.  Phys.  53  (1906),  p.  274  und  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1906,  p.  951. 

300)  Zeitschr.  Math.  Phys.  56  (1908),  p.  38. 
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Wir  betrachten  die  Schubstange  als  einen  stabformigen  Korper, 
dessen  Axe  (a-  Axe)  die  Schwerpunkte  aller  Querschnitte  enthalt.  Die 
fe-Richtung  liege  senkrecht  zu  a  in  der  Bewegungsebene,  mit  \L  sei 
die  auf  die  Langeneinheit  entfallende  Masse,  mit  s  der  Tragheitsradius 
um  die  auf  a  und  b  senkrechte  Axe  und  mit  w  die  Beschleunigung  eines 
Punktes  der  Stabaxe  bezeichnet.  Dann  bestehen  fiir  die  Resultant-  Kom- 
ponenten  Ra,  Eb  und  das  Moment  M  der  Schnittreaktion  die  Gleichungen: 


Sind   die  Querschnitte,  also    auch  die  s,  klein   gegen   die   Lange,   so 
gilt  —  von  der  Sehwere  abgesehen  -  -  angenahert: 


und  dies  ist  die  Biegungsgleichung  fiir  eine  spezifiscbe  Belastung  ^wb 
(IV  27,  Nr.  2d,  Tin.  v.  Kdrmdn).  Aus  der  Kinematik  ist  bekannt 
(vgl.  die  Formem  (14)  und  (15)  in  Nr.  9b),  dass  wb  in  jedem  Augenblick 
eine  lineare  Funktion  von  a  ist.  Somit  ist  der  Verlauf  der  Belastung 
bei  gegebener  Massenverteilung  durch  die  Bescbleunigungswerte  in 
den  beiden  Stangenenden  (Kreuzkopf-  und  Kurbelzapfen)  bestimmt. 
Die  starkste  Beanspruchung  ist  annahernd  bei  vertikaler  Kurbelstellung 
erreicht,  und  man  erbalt,  bis  auf  Glieder  von  der  Grossenordnung  des 
Schubstangen-Verhaltnisses  £  genau,  fiir  wb  an  den  beiden  Enden  die 
Werte  0  und  rra2301). 

13  c.  Torsionssch-wingungen  der  Kurbelwelle.  Der  Einfluss  der 
Elastizitat  kommt  zunachst  bei  den  beiden  stabformigen  Korpern,  der 
Kolben-  und  Schubstange,  zur  Geltung.  Die  nach  Grosse  und  Vor- 
zeichen  wechselnde  Belastung  muss  Langsschwingungen,  bei  der  Schub 
stange  auch  Biegungsschwingungen,  auslosen.  Doch  sind  diese  Er- 
scheinungen  in  der  Regel  nicht  von  grosser  Bedeutung302).  Dagegen 
kann  bei  langen  Wellenleitungen,  wie  sie  namentlich  auf  Schiffen 
zwischen  Maschinenkurbel  und  Propeller  notwendig  werden,  das  Auf- 
treten  von  Torsionsschwingungen  die  Kraftiibertragung  und  die  Be 
anspruchung  in  hohem  Masse  beeinflussen303). 

301)  Ygl.   hierzu   die  Lehrbiicher  des  Maschinenbaus   oder  der  tecb.mscb.en 
Mecbanik,  z.  B.  C.  Bach,  Die  Mascbinenelemente,  8.  Aufl.,  Stuttgart  1901,  p.  616, 
Autenrietli,  Tecbn.  Mechan.,  Berlin  1900,  p.  545. 

302)  Theoretische   Untersucbungen    dieser    Scbwingungen   geben    H.  Eesal 
Annales  des  mines  9  (1856),  p.  233  und  E.  Philipps,  Journ.  des  matb.  9  (1864), 
p.  25.     Vgl.  a.  IV  27  Th.  v.  Kdrmdn  Nr.  12. 

303)  Theoretiscbe  Untersucbungen  fiber  Torsionsscbwingungen  von  Wellen 
s.  bei  S.  Timoschenko,  Zeitscbr.  Matb.  Pbys.  59  (1911),  p.  163. 

17* 
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Wir  betrachten  den  einfachsten  Fall,  in  dem  eine  von  einer 
Dampfmaschine  betatigte  Kurbel  mit  dem  Schiffspropeller  durch  eine 
gerade  kreiszylindrische  Welle  verbunden  ist.  Es  bezeichne  r  den 
Wellenradius,  p  die  spezifische  Masse,  z  die  laufende  Koordinate,  cp  den 
Umdrehungswinkel,  G  den  Schubelastizitatsmodul  (die  Lawesche  Kon- 
stante  JK-,  vgl.  IV  24,  Nr.  3;  0.  Tedone)  und  K  eine  die  Zahigkeit  des 
Materiales  charakterisierende  Konstante.  Dann  gilt  fiir  das  Torsions- 
moment  an  einer  beliebien  Stelle: 


(1)  iU  = 

Die  Bewegungsgleichung  lautet: 

fv\  ..™ 

P<p-- 

und  dazu  kommen  als  Randbedingungen  die  Werte  von  M  an  den 
beiden  Wellenenden.  Es  bezeichne  Mt  (9^)  das  Tangentialdruck-Moment 
der  Maschine,  schon  vermindert  um  das  Beschleunigungs-Moment  der 
Gestangemassen,  3f2(<p2)  das  Moment  des  Wasserdruckes  auf  den  Pro 
peller,  TI  und  T2  die  Tragheitsmomente  von  Kurbel  und  Schwungrad 
einerseits,  Propeller  andererseits.  Dann  lauten  die  Bedingungen: 

M=     -MM  +  T&  fur  ,  =  0     und 

Jf=  +  M2(^-T,ip,  fur  z  =  l. 

Man  erhtilt  einen  Einblick  in  den  wesentlichen,  Verlauf  der  Er- 
scheinung,  wenn  man  p  =  0  setzt,  also  den  Einfluss  der  Wellenmasse 
vernachliissigt.  Es  gilt  dann  M  =  konst.  fiir  alle  #;  und  wenn  fiir 
MI  eine  Fouriersche  Reihe,  fiir  M%  ein  linearer  Ansatz  angenommen, 
schlieBlich  tfi  durch  cot  bei  konstantem  «  ersetzt  wird: 

(4)      Ml  =  ^(ax  cos  %cot  -{-  &x  sin  xcot),     M2  —  —  «0  —  ky^, 


so    erhalt    (2)    die    typische    Form    der    Gleichungen    fiir    erzwungene 
Schwingungen  (vgl.  K.  Heun): 


(5) 


"7 

t*  \i 


Man  erkennt,  dass  auch  bei  vollkommen  elastischem  Material 
(K  =  0)  eine  Dampfung  der  Schwingungen  vorhanden  ist,  die  daher 
riihrt,  dass  der  Propellerwiderstand  mit  der  Geschwindigkeit  wachst. 
Die  weitere  Behandlung  des  Ansatzes  bietet  keinerlei  prinzipielle 
Schwierigkeiten.  Fiir  tpl  und  ^2  sind  Jbwn'er-Reihen  anzusetzen,  und 
die  Koeffizienten  sind  fiir  jedes  x  durch  vier  lineare  Gleichungen  be- 
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stimmt,  die  ohne  weiteres  aus  (5)  abgeleitet  werden  konnen.  A.  Sommer- 
feld30*)  hat  insbesondere  darauf  hingewiesen,  dass  unter  Umstanden 
die  Ungleichformigkeit  der  Bewegung  (d.  i.  die  Amplitude  von  <jD2) 
auch  bei  Vergrosserung  des  Schwungrades  zunehmen  kann. 

Uber  Beobachtung  von  Wellenschwingungen  an  Schiffsmaschinen 
berichten  in  eingehender  Weise  Berling30b\  G.  Bauer™}  und  -FraAm307). 
Mangelhafte  Erklarungsversuche  f Qhrten  eiue  Diskussion  herbei,  schliefi- 
lich  wurde  eine  in  den  Hauptzugen  mit  der  voranstehenden  uberein- 
stimmende  Tbeorie  von  H.  Lorenz308},  Giimbel3™'),  Frahm301)  und 
.Bawer310)  entwickelt.  Nachdem  man  so  erkannt  hatte,  dass  zwischen 
dem  von  der  Maschine  gelieferten  und  dem  gleicbzeitig  vom  Propeller- 
Widerstand  verbrauchten  Moment  ein  sehr  bedeutender  Unterschied 
bestehen  kann,  suchte  man  nach  Mitteln  zur  Messung  des  ,,effektiven 
Drehmomentes",  d.  i.  des  Wertes  von  M2  in  der  obigen  Bezeichnung. 
Nach  einer  von  G.  Him  herriihrenden  Idee  wird  mit  dem  sog.  Torsions- 
Dynamometer  aus  der  Verwindung  der  Welle,  also  aus  der  Grosse 
9s — <Pi>  die  mit  Jf=konst.  und  K=0,  dem  M  proportional  wird, 
auf  die  Grosse  von  M2  geschlossen.  Ausfiihrliche  Untersuchungen 
dariiber  sind  von  Frahm301}  und  Fb'Uinger311)  gegeben  worden. 

13d.  Stosse  in  den  Gelenken  des  Kurbelgetriebes.  Da  die  Ge- 
lenkreaktionen  im  Kreuzkopf-  oder  Kurbelzapfen  periodisch  ihr  Vor- 
zeichen  andern,  so  veranlasst  der  unvermeidliche  Spielraum  zwischen 
Zap  fen  und  Lagerschale  wiederholte  Stosse  und  Erschutterungen. 
Radinger312^)  erkaunte  in  diesem  Umstand  die  ,,Grenzen  der  Kolben- 
geschwindigkeit".  Denn  je  grosser  die  Geschwindigkeiten,  also  auch 
die  Massendriicke  werden,  urn  so  weiter  ruckt  der  Ort  des  Druck- 
wechsels  aus  der  Totlage  fort,  Radinger  aber  hielt  die  Stosse  nur 
moglichst  nahe  an  der  Totlage  fur  zulassig.  Zu  dem  entgegengesetzten 
Ergebnis  gelangte  R.  StribecU  auf  Grund  folgender  Uberlegungen.  Im 
Augenblick  des  Druckwechsels ,  in  dem  infolge  des  Spielraumes  im 
Kurbelzapfen  die  zwanglaunge  Verbindung  zwischen  Kurbel  und  Schub- 
stange  unterbrochen  wird,  wird  sich  die  Kurbel  wegen  der  grossen 


304)  Physik.  Zeitschr.  3  (1901),  p.  266,  288. 

305)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  p.  981. 

306)  Jahrb.  d.  Schiffbautechn.  Gesellsch.  1900,  p.  311. 

307)  Mitt.  iib.  Forschungsarb.,  H.  6,  Berlin  1902. 

308)  Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1901,  p.  133. 

309)  Engineering  73  (1902),  p.  472. 

310)  Konstraktion  nnd  Berechnung  der  Schiffsmaschinen,  2.  Aufl.  1904,  p.  73. 
811)  Mitt.  ub.  Forschungsarb.  her.  v.  Ver.  deutsch.  Ing.    H.  25,    Berlin  1905. 
312)  Dampfrnaschinen,  p.  45  ff. 
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Tragheit  der  Schwungmassen  mit  ilirer  momentanen  Geschwindigkeit 
fortzubewegen  suchen.  Der  Kolben,  der  von  aller  Arbeitsabgabe  an 
die  Kurbel  befreit  ist,  wird  etwas  voreilen,  bis  der  Spielraum  iiber- 
wunden  ist.  Der  Kolbenweg,  der  in  dieser  Weise  einem  Spielraum 
von  bestirnmter  Grosse  entspricht,  ist  nun  um  so  grosser,  je  entfernter 
von  der  Totlage  der  ganze  Vorgang  stattfindet.  Nach  Stribecks  An- 
schauung  ist  die  ,,Verteilung  der  Stossarbeit  auf  einen  grosseren  Weg" 
giinstig,  sie  vermindert  die  Stosskraft,  also  auch  die  schadlichen 
Nebenwirkuugen  des  Stosses.  Stribeck  versucht  auch  quantitative 
Angaben  fiber  die  Deformationserscbeinung  usf.  zu  inachen.  Eine 
Ubersicht  fiber  die  in  den  verschiedenen  Gelenkpunkten  des  Getriebes 
auftretenden  Stosse  gibt  J.  Meifort31*). 

B.  Regulierung  des  Maschinenganges. 

14.    ALLgemeine  Orientierung. 

Unter  (automatiscber)  Regulierung  einer  Maschine  verstebt  man 
jede  Einrichtung,  die  dazu  dient,  bei  Eintritt  irgend  welcher  Ver- 
anderungen  in  den  stationaren  Betriebsverhaltnissen  der  Mascbine  einen 
neuen  Beharrungszustand  unter  gewissen  vorgescbriebenen  Bedingungen 
herbeizufiibren.  Wir  beschranken  uns  im  folgenden  auf  den  Fall,  dass 
sowobl  die  anfiingliche  Stoning  als  aucb  die  Wirksamkeit  der  Regu 
lierung  lediglicb  in  der  Beeinflussuug  des  Kraftfeldes  der  Maschine  be- 
steht.  Man  unterscheidet  hier,  nach  der  durch  J.  Litclers,  F.  Reuleaux 
und  F.  Gmsliof  ausgebildeten  Nomenklatur315),  zwischen  der  (selten 
angewendeten)  dynamometrisclten  und  der  tachometrischen  Regulierung. 
Bei  ersterer  stehen  die  verschiedenen  Teile  des  Kraftfeldes,  etwa 
Antriebskrafte  und  Betriebswiderstlinde  (vgl.  Nr.  Ib)  uumittelbar  in 
Beziehung  miteinander,  so  dass  das  resultierende  Kraftfeld  iiberhaupt 
ungeandert  bleibt;  beispielsweise  kann  das  Ausschalten  einer  Arbeits- 
maschine  zwauglaufig  mit  einer  Verminderung  der  Fiillung  der  Dampf- 
maschine  verbunden  sein.  Das  mechanische  ,,Regulatorproblem"  liegt 
aber  nur  im  zweiten  Falle  vor;  wo  die  einseitige  Anderung  des  Kraft 
feldes  zunachst  eine  Gesclnvindigkcitsanderung  der  Maschine  herbeifiihrt 
and  dieser  kitietische  Vorgang  erst  auf  eiue  die  Storung  kompensierende 


313)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1893,  p.  10. 

314)  Ebda.  1899,  p.  83. 

315)  Vgl.  insbesondere  F.  Grashof,  Theoret.  Maschinenlebre  2,  p.  401 ;  ferner 
F.  Reuleaux,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutscb.  Ing.  1859,  p.  165  und  /.  Luders,  ebenda, 
1861,  p.  60.    Doch  ist  die  Bezeichnungsweise  in  der  Littcratur  keine  einheitliche. 
Die  Begriffe   der   tachometrischen  und   der  Geschwindigkeitsregulierung  werden 
selten  auseinandergehalten. 
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Kraftanderung  hinwirkt.  Je  nachdem  von  dem  neuen  Beharrungs- 
zustand  gefordert  wird,  dass  die  Geschwindigkeit  oder  dass  der  Arbeits- 
umsatz  der  Maschine  moglichst  den  alten  Wert  beibehalte,  spricht 
man  von  Geschivindigkeits-  oder  Leistungsregidierung™}.  Unsere  Dar- 
stellung  hat  vor  allem  die  erstere  im  Auge,  iiber  die  Verhaltnisse  der 
letzteren  vgl.  die  Bemerkung  in  Nr.  15b.  J.  Cl.  Maxwell™}  unter- 
scheidet  zwischen  governor  und  moderator,  je  nachdem  die  Unverander- 
lichkeit  der  Umlaufszahl  in  hoherem  oder  geringerem  Masse  erreicht 
ist.  Beeinflusst  die  Reguliereinrichtung  eines  Motors  nicht,  wie  es 
gewohnlich  der  Fall  ist,  die  Grosse  der  Antriebskraft,  sondern  die 
der  Widerstande,  so  verwendet  man  fiir  sie  die  Bezeichnung  Brems- 
regulierung*18). 

14  a.  Der  Regler.  Der  wesentlichste  Bestandteil  jeder  tachome- 
trischen  Regulierung  ist  der  Regulator  oder  Regler  im  engeren  Sinne 
(auch  Tachometer,  Tachoskop).  Es  ist  dies  ein  Mechanismus,  dessen 
jeweilige  Konfiguration  einerseits  von  dem  Geschwindigkeits-  und  Be- 
schleunigungszustand  der  Maschine  abhangt  und  andererseits  die  Stel- 
lung  (oder  periodische  Bewegung)  eines  das  Kraftfeld  beein|ussenden 
Schaltorganes  (Schiebers,  Ventiles  oder  dgl.)  bestimrnt.  Wir  unter- 
scheiden  mit  F.  Grashof  vier  Arten  von  Reglern,  die  fiir  tachoinetrische 
Regulierung  in  Betracht  kommen: 

1.  Inter ferenzregler.    Ein  vollig  isochron  bewegter  Korper  (Chro 
nometer)    wird    einem    von  der  Maschinenwelle   angetriebenen  Organ 
gegeniibergestellt.     Die  relative  Verschiebung   der  beiden  bewirkt  die 
gewunschte  Verstellung  des  Schaltorganes  fur  das  Kraftfeld329).    (Vgl. 
auch  VI  4,  Nr.  12,  C.  Ed.  Caspari.) 

2.  Der  Regler  besteht  aus   einer  kleinen,  von  der  Maschine  an 
getriebenen  Pumpe,  die  Fliissigkeit  oder  Luft  in  ein  eigenes  Reservoir 
fordert.     Aus    diesem   findet   konstanter   gleichformiger  Abfluss    statt. 
Der  mit  der  Geschwindigkeit  der  Maschine  veranderliche  Fliissigkeits- 

316)  Der  Begriff  der  Leistungsregulierung,   wie  auch  die  erste  praktische 
Durchfiihrung  einer  solchen,  riihrt  von  F.  I.  Weiss  her,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1891,  p.  1065ff. 

317)  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  16  (1868)  =  Scientific  Papers  2,  Cambridge  1890, 
p.  105. 

318)  Die  von  Maxwell  a.  a.  0.   erwahnte,  in  VI  4  Nr.  12   (E.  Caspari}    be- 
sprochene  Regulierung  von  Uhren  mit  Hilfe  eines  Wattschen  Pendels  geho'rt  zu 
den  dynamometrischen  Bremsregulierungen ,   scheidet  also  fur  unsere  kinetische 
Untersuchung  aus. 

319)  F.  Grashof,  a.  a.  0.  p.  416.    Einen  Entwurf  fur  einen  modernen  Inter- 
ferenz-Regler  und  theoretische  Untersuchungen  hierzu:  J  PirTd,  Elektrotechn.  u. 
Maschinenbau,  1906,  p.  631. 
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spiegel,  bzw.  hydrostatische  Druck  im  Reservoir  beeinflusst  das  Schalt- 
organ.320) 

3.  Der  Regler  besteht  aus   einem  Flilgel-   oder  Schaufelrad,   das 
auf  einer   von   der  Maschine   angetriebenen  Welle  lose   drehbar,   nur 
durch    eine   elastische  Feder  mit   der  Welle   verbunden,   sich  bewegt. 
Andert  sicli  die  Umdrehungszahl  der  Maschine,   so  tritt  eine  relative 
Verdrehung  zwischen  Welle  und  Rad  deshalb  ein,  weil  der  Bewegungs- 
widerstand,   den  die  Fliigel  im   uuigebenden  Medium  finden,   von  der 
Geschwindigkeit  abhangt.    Diese  Relativverschiebung  wird  wieder  zur 
Kraftschaltung  ausgeniitzt.     Die  Theorie   einer  derartige  Regulierung 
hat  F.  Grashof  entwickelt 321). 

4.  Der  weitaus  am  haufigsten  verwendete  Regulator  ist  der  Zen- 
trifugal-  oder  Flieliliraftregler.     Es  ist   dies   ein    aus   starren   Korpern 
und  elastischen  Federn  zusammengesetzter,  meist  ebener,  zwanglaufiger 
Meehanismus822),  von  dem  ein  starres  Glied,  das  mit  der  sog.  Regler- 
welle   fest   verbunden    ist,   durch   die  Maschine   dauernd   in  Rotation 
versetzt  wird.     Im   stationaren   Zustand   bestimmt   das   Gleichgewicht 
zwischei%  der  auf  die  einzelnen  Teile  wirkenden  ,,Fliehkraft"  und  den 
eingepragten    Kraften   die   von   der  Grosse   der  Fliehkraft,    also   auch 
von  der  Umlaufszahl   der  Maschine  abhangige  Konfiguration  des  Me- 
chanismus  (Nr.  15).    Jede    Anderung  dieser  Konfiguration  wirkt  auf 
das  Schaltorgan  der  Betriebskraft  (s.  Fig.  7).    Man  unterscheidet  Kcgd- 
oder  Muffenregler  mid  Axen-  oder  Flacliregler ,  je  nachdem   die  Be- 
wegungsebene  des  Getriebes,  bzw.  seiner  wesentlichsten  Teile,  der  Dreh- 
axe  parallel  oder  zu  ihr  normal  ist  (vgl.  K.  Heun).    Der  Muffenregler 
ist  ferner  dadurch  gekennzeichnet,  daB  er  in  der  ,,Muffe"  (^  in  Fig.  7) 
ein  Glied    besitzt,    das    relativ  gegeniiber  der  rotierenden  Reglerwelle 
reine  Translationsbewegung   parallel  zur  Axe  vollfiihrt   und    an    dem 
das  weitere  Reguliergestange  angreift.     Sein  Urbild  ist  der  Wattsche 
Regulator  (TFa^sches  Pendel,  s.  Fig.  28  in  IV  6,  P.  Staecket),  der  im 
Laufe  der  Zeit  mannigfache  konstruktive  Abanderungen  erfahren  hat. 


320)  F.  Grashof,  a.  a.  0.  p.  420.    Die  von  Grashof  verwendete  BezeicHnung 
,,hydraulischer"  Regler  ist  heute  fur  indirekte  Reguliereinrichtungen  (s.  Nr.  14  b) 
mit  hydraulischem  Hilfsmotor  in  Gebrauch. 

321)  A.  a.  0.  p.  423.   Neue  Ausfuhrungen  zur  Regelung  von  SchiiFsmaschinen 
sind  beschrieben:    Engineering  49  (1890),  p.  715  und  62  (1891),  p.  38.     Vgl.  a. 
Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1892,  p.  184. 

322)  Die  Anwendung  des  Begriffes  ,,zwanglaufig"  auf  ein  System,  das  auch 
elastische  Korper  umfaBt,  ist  nur  unter  gewissen  Voraussetzungen  moglich.    Vgl. 
Nr.  15  c.     In    den   meisten  Fallen    bleibt  jedoch  der  Regler  ein  zwangliiufiger 
Mechanismus,  wenn  man  die  Federn  iiberhaupt  nicht  zum  System  rechnet. 
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Die  Bezeichnungen  Federregler  oder  reiner  Gewiditsregler  werden  an- 
gewendet,  je  nachdem  als  eingepragte  Krafte  am  Regulator  Federkrafte 
angreifen  oder  nicht323). 

Die  iiblichen  Formen  von  Beharrungs-  oder  Inertiereglern  sind 
unter  den  Fliehkraftregulatoren  mit  eingeschlossen324).  Worin  die 
Eigentiimlichkeit  der  Beharrungs wirkung  liegt,  wird  bei  Besprechung 
des  kinetischen  Ansatzes  (Nr.  16b)  gezeigt  werden. 

14 b.  Die  Arten  der  Regulierung  mittels  Fliehkraftreglers  und 
die  Kiclitungen  der  theoretischen  Untersuchung.  Die  verschiedenen 
Formen,  in  denen  ein  Fliehkraftregler  zur  Regulierung  Verwendung 
finden  kann,  lassen  sich  nach  drei  Gesichtspunkten  einteilen. 

1.  Direkte   und  indirekte   Regulierung.     Eine    Reguliereinrichtung 
heisst  direlct  oder   unmittelbar,  wenn    keinem    ihrer  Teile,   abgesehen 
von  der  Reglerwelle,  von  aussen  Energie  zugefuhrt  wird.    Der  gesamte 
Arbeitsaufwand  zur  Uberwindung  der  Widerstande   der  Verstellbewe- 
gung  wird  somit  von   der  Maschine   durch   die  Reglerwelle   und   die 
Teile  des  Reglers  geleitet.    Der  dadurch  oft  bedingte  Nachteil  grosser 
,,Unempfindlichkeit"  der  Regulierung   (s.  Nr.  15b)   wird    bei    der  in- 
direkten   oder   mittelbaren   Regulierung    umgangen:    Hier    ist    an    den 
Regler  ein  Steuerorgan  angeschlossen,   durch   dessen  Bewegung    erst 
eine  Hilfskraft  zur  Herbeifiihrung  der  eigentlichen  Verstellbewegung 
ausgelost  wird.    Als  Energiequelle  fiir  die  Uberwindung  der  Regulier- 
widerstande  kann   dabei   ein  von  der  Maschine   angetriebener    Trans- 
missionsteil  oder  ein  eigener  Hilfsmotor  (Servomotor)   dienen.     Diese 
Zwischenschaltung  einer  Hilfskraft  wird    mitunter    mehrfach  wieder- 
holt;  jedesmalige  Krafteinschaltung  vermehrt   die  Zahl  der  Freiheits- 
grade  des  aus  Maschine  und  Regulierung  bestehenden  Systems  um  einen. 

2.  Stetige  und  intermittierende  Regulierung.     Steht   das   Kraftfeld 
der  Maschine  unausgesetzt  unter  dem  Einfluss   des  Reglers,  so  nennt 
man   die  Regulierung   eine   stetige.     Der   entgegengesetzte   Fall   inter- 
mittierender  Einwirkung  liegt  stets  bei  Kolbenmaschmen  mit  verander- 
licher  Fiillung  (vgl.  Nr.  2c)  vor.     Hier  andert  sich  mit  der  Stellung 
des  Reglers  die  periodische  Bewegung  eines  Schiebers  oder  Ventiles, 
das  den  Dampf-  oder  Gaseintritt  in  den  Zylinder  vermittelt.    Wahrend 
jenes  Teiles  einer  Maschinenumdrehung,  in  welchem  die  Einlassoffnung 


323)  J.  Cl   Maxwell  a.  a.  0.  nennt  3  Arten  von  Reglern,  namlich  die  unter 
2)  und  4)   besprochenen ,  ferner  eine  von  Jerikin  herriihrende  Konstruktion ,   die 
eine  Erweiterung  des  in  Fussnote  318  erwahnten  Prinzipes  darstellt. 

324)  Beharrungsregler,  die   keinerlei   ,,Fliehkraftwirkungu    aufweisen,    sind 
kaum  praktisch  anwendbar.     Vgl.  Nr.  16b  und  Fussn.  353. 
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des  Zylinders  geschlossen  1st,  hangt  die  Kolbenkraft  nicht  von  der 
augenblicklichen  Stellung  des  Reglers  ab.  -  -  Eine  andere  Form  inter- 
mittierender  Regulierung  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dafi  der  Regler 
nicht  dauernd,  sondern  nur  wahrend  eines  Teiles  seines  Hubes  oder 
nur  in  seinen  aussersten  Stelluugen  mit  dem  Reguliergestange  in  Em- 
griff  steht. 

3.  Einfache  und  Isodrom-Rcgulierung.  Wir  nennen  eine  Regulie 
rung  einfach  oder  Regulierung  mit  starrem  Gestdnge,  wenn  die  Zahl 
der  Freiheitsgrade  des  aus  Maschine  und  Reguliereinriehtung  bestehen- 
den  mechanischen  Systems  gleich  2  -J-  n  ist,  unter  n  die  Zahl  der 
Krafteinschaltungen  bei  indirekter  (n  =  0  bei  direkter)  Wirkung  ver- 
standen.  Bei  Regulierungen  mit  nachgicbigem  Gestdnge,  die  wegen  des 
angestrebten  Zweckes  moglichst  geringer  Ungleichformigkeit  auch  Iso- 
drom-Regulierungen  heissen,  wird  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  durch 
Einschaltung  eines  Organes  vermehrt,  das  fiir  den  stationaren  Betriebs- 
zustand  durch  Federkrafte  oder  dgl.  in  eine  bestimmte  Lage  gebracht 
wird.  (Vgl.  Nr.  He,  Fig.  12.) 

Unter  den  Fallen,  die  sich  aus  der  Kombination  der  vorstehenden 
Einteilungen  ergeben,  greifen  wir  als  die  praktisch  oder  theoretisch 
wichtigsten  zur  naheren  Besprechung  heraus:  Die  direkte,  stetige  und 
einfache  Regulierung  (Nr.  16),  die  direkte,  intermittierende  und  ein- 
fache  Regulierung  (Fall  der  Kolbenkraftmaschinen,  Nr.  17),  schliess- 
lich  die  indirekte,  stetige  oder  intermittierende  (Turbinen-)Regulierung 
ohne  oder  mit  Isodrom-Einrichtung  (Nr.  18). 

Die  wichtigsten  Aufgaben,  die  eine  theoretische  Untersuchung 
der  Maschinenregulierung  zu  behandeln  hat,  sind  folgende. 

1.  Untersuchung  der  stationaren  Bewegung.    (Statisches  Regulator- 
problem,  Nr.  15.)     Fur  die  verschiedenen   bei   stationarem    Gang  der 
Maschine  moglichen  Zustande  wird  der  Zusammenhang  zwischen  der 
Umlaufszahl,  der  Konfiguratiou  des  Reglers,  den  Gelenkreaktionen  usf. 
untersucht.      An    dieser    alteren    statischen    Betrachtungsweise    haben 
sich  die  Begriffe  entwickelt,  die  fiir  die  Beurteilung  einer  Regulierung 
auch  heute  noch  grossenteils  herangezogen  werden. 

2.  Untersuchung  der  Stabilitdt  der  Begulierung.    Zur  Entscheidung 
der  Frage,  ob  eine  Reguliereinriehtung  bei  Eintritt  einer  Belastungs- 
anderung  richtig  funktioniert,  kann   zunachst  die  Meihode  der  Ueinen 
Schwingungen  herangezogen  werden  (Nr.  16c,  d,  Nr.  18).    Diese  liefert 
aber  nur  dann  in  dem  bekannten  Stabilitiitskriterium  eine  brauchbare 
Losung,  wenn  von  aUen  Irregularitiiten  des  Kraftfeldes,  die  gerade  fiir 
manche  Regulierungen   das   charakteristische   sind,   abgesehen  werden 
darf.     Die  Beriicksichtigung  der  Reibung  bei  direkter,  stetiger  Regu- 
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lierung  (Nr.  16  c),  die  Behandlung  der  intermittierenden  (Nr.  17)  und 
gewisser  Arten  der  indirekten  Regulierung  (Nr.  18  a)  fiibrt  auf  Pro- 
bleme,  die  von  der  theoretischen  Mechanik  nicht  vorausgeseben  wurden 
und  ein  gewisses  mathematisches  Interesse  beanspruchen  diirfen. 

3.  Explizite  Verfolgung  des  Bewegungsverlaufes.  Hier  wird  eine 
praktische  Integration  der  kinetischen  Grleichungen  verlangt.  Diese 
liegen  dabei  entweder  in  ibrer  vollstandigen  Form  oder  in  der  ent- 
sprecliend  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  vereinfacbten  vor. 
Tm  letzteren  Fall  ist  die  Integration  oft  nur  ein  Notbehelf,  zu  dem 
gegriffen  wird,  wenn  sicb  die  Ableitung  braucbbarer  Stabilitats- 
bedingungen  als  zu  scbwierig  erweist. 

14  c.  Die  ReguliermedLamsmen.  Die  gebrauchlichsten  Formen 
der  Reguliermecbanismen  sollen  bier  nur  so  weit  besprochen  werden, 
als  es  fur  das  Verstandnis  des  kinetiscben  Ansatzes  uuerlasslicb  ist. 
Fur  diesen  wie  fur  die  ganze  Regulatortbeorie  ist  eben  wesentlicb, 
dass  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  einzelne 
Glieder  uberwiegen,  andere  ganz  verschwinden,  oder  die  auftretenden 
Funktionen  der  Koordinaten  ganz  spezielle  Formen  annebmen. 

In  den  Figuren  7 — 12  sind  mit  a  solcbe  Teile  des  mecbaniscben 
Systems  bezeichnet,  deren  jeweilige  Lage  im  Raum  durcb  Angabe  des 
Drehwinkels  cp  der  Regulatorwelle  bestimmt  ist.  Wir  nennen  diese 
Teile  kurzweg  die  Maschine,  den  Winkel  q)  die  Mascbinenkoordinate 
und  die  zugeborige  Systemkomponente  K  der  Krafte  (s.  die  Vorbe- 
merkung  p.  219)  die  Mascbinenkraft.  Das  Zeicben 
&  tragen  die  Teile  des  Reglers,  deren  relative  Lage 
gegeniiber  der  Regulatorwelle  durch  eine  Regler- 
koordinate  x,  deren  absolute  Lage  somit  durcb  cp 
und  x  gegeben  ist.  Ausserdem  bemerkt  man  in 
Fig.  7,  welche  die  Verwendung  eines  Kegelreglers3^) 
bei  direkter  einfacber  Regulierung  darstellt,  die  mit 
c  bezeicbneten  Teile  des  Stettzeuges,  deren  absolute 
Lage  sicb  allein  durch  x  bestimmt. 

Ist  die  Reglerwirkung  eine  stetige,  so  ist  mit 
den  Teilen  a,  b,  c  das  ganze  System  erschopft. 
Handelt  es  sich  jedocb  um  die  Fiillungsregulierung  Fir.  7. 

einer  Kolbenmascbine,  so  miissen  nocb  Organe  da 
sein  —  die  veranderlichen  Steuerungsteile  d  — ,  deren  Lage  irgendwie 
von  <JP  und  x  abbangt.   Sie  sind  in  Fig.  8  ersicbtlicb,  welcbe  zwei  Scbnitte 


325)  Gewichtsregler  von  E.  Proll.     Vgl.  z.  B.  M.  Tolle,  Eegelung  der  Kraft- 
maschinen,  Berlin  1909,  p.  290. 
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senkrecht  zur  Reglerwelle  einer  init  Flacliregler  ausgestatteten  Dampf- 
maschinen-Regulierung  wiedergibt.  Man  erkeunt  in  dem  links  ge- 
zeichneten  Schnitt  in  6X  ein  Sckwungpendel,  das  seinen  mit  der  Regler 
welle  ai  fest  verbundenen  Drelipunkt  in  A  besitzt,  ferner  in  &2  einen 
sog.  Beharrungsring,  der  wahrend  der  Verstellbewegung,  also  zugleich 
mit  dem  Ausschlag  des  Pendels  eine  Relativverdrehung  <iK  gegeniiber 


Fig.  8. 

der  Welle  «t  erfahrt.  Er  nimmt  dabei  mittelst  eines  Zapfens  &s 
die  dahinter  liegende,  in  dem  rechts  gezeichneten  Schuitt  ersichtliche, 
Scheibe  dt  mit,  die  sich  dabei  geradlinig  lungs  des  Steines  «/  ver- 
schiebt326).  Der  Stein  a/  bildet  mit  der  Welle  ax  ein  Stuck,  und  so- 
lange  x  konstant  bleibt,  rotiert  auch  die  Exzenterscheibe  d±  mit  at 
und  a/  einfach  mit.  Der  dl  umgreifende  Exzenterring  dz,  der  mit  den 
an  ihn  anschliessenden  Teilen  ds,  .  .  .  (Schieberstange  und  Schieber) 
die  praponderierende  Masse  der  veriinderlichen  Steuerungsteile  darstellt, 
macbt  somit  der  Hauptsache  nach  eine  Schwingung  (sinusversus-Be- 
wegung  mit  der  unabhangig  Veranderlichen  <p),  deren  Amplitude  Funk- 
tion  von  x  ist.  Stellzeugteile  sind  hier  nicht  vorhanden. 

Ausserst  mannigfaltig  sind  die  Mechanismen,  die  bei  indirclden 
Eegulierungen  zur  Anwendung  gebracht  wurden,  und  erst  in  neuerer 
Zeit  hat  A.  Budau™}  eine  kritische  Sichtung  derselben  in  Angriff 
genommen.  Bezeichnen  wir  mit  e  diejenigen  Teile,  von  deren  Lage 
die  Maschinenkraft  K  unmittelbar  abhangt,  also  in  erster  Linie  das 
Absperrorgan  selbst  (e6  in  Fig.  9),  mit  y  und  Y  die  zugehorige  Ko- 


326)  Dies  ist  der  Grundgedanke  eines  von  H.  Lentz  herriihrenden  Flachreglers, 
F.  Freytag,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1902.  p.  1925. 

327)  Beitrage  zur  Frage   der  Regulierung  hydraulischer  Motoren,  3  Hefte, 
Wien  1906/9,  vgl.  insbesondere  3,  p.  39ft".    Kurzere  Zusammenstellung:  A.  Budau, 
Elektrot.  u.  Maschinenbau,  1908,  p.  Iff. 
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ordinate  und  Kraftkomponente,  so  lasst  sich  die  wesentlichste  Bedingung 

fiir  das  Funktionieren  der  Regulierung  dahin  aussprechen:  Es  darf  Y 

nicht  nur  von  x  abhangen,   sondern  muss 

im  allgemeinen  Funktion  von  x  und  y  sein. 

Denn  nur  dann  ergibt  die  fiir  den  stationaren 

Zustand  geltende  Bedingung  Y=0  eine  Be- 

ziehung  zwischen  x  und  y,  d.  h.  eine  Zuord- 

nung  zwischen  den  Gleichgewichtsstellungen 

des  Reglers  und   denen  des   Schaltorganes. 

Man   bezeichnet  die  Einrichtung,   die  dazu 

dient,    Y  von  y  abhangig  zu   machen,   als 

Riickfuhrung328^.     In  Fig.  9  sind  mit  c  die 

Stellzeugteile   bezeichnet,   deren   Lage  hier 

von  x  und  y  abhangt.    Insbesondere  ist  q 

das   Steuerorgan  des   Hilfsmotors,    das   die 

Zufiihrung  von  Druckflussigkeit  nach  dem 

hydraulischen  Zylinder  H  desselben  regelt. 

Der  Kolben  ez  dieses  Motors  steht  mit  dem 

Absperrschieber  e6  der  Maschine  in  Verbin- 

dung.     Man  erkennt,  dass  durch  Einschal- 

tung    der  ,,Ruckfiihrstange"  el   der  oben   ausgesprochenen  Bedingung 

Geniige  geleistet  wird;  denn  die  Lage  des  Steuerventils  c^  und  somit 

die  Kraft  Y  wird  nunmehr  sowohl   von   der  Reglerstellung  als  auch 

von  der  Stellung  des  Schiebers  e6  beeinflusst. 

Eine  Modification  muss  die  ,,Ruckfuhrungs-Bedingung"  in  den 
Fallen  erfahren,  wo  nur  bei  einem  einzigen  Wert  von  x  stationare 
Bewegung  moglich  ist  (Fig.  10  und  11;  die  an  e2  bzw.  ^  anschliessen- 
den  Teile  sind  dieselben  wie  in  Fig.  9).  In  beiden  Beispielen  ist  die 
Stellung  des  Steuerorganes  C1?  also  auch  Y,  durch  x  allein  bestimmt. 
Im  ersten329)  bewirkt  jedoch  die  in  die  Riickfuhrung  eingebaute  ela- 
stische  Feder  F,  dass  X  von  y  abhangig  wird,  und  dadurch  entsteht 
(vgl.  Nr.  18b)  eine  Zuordnung  zwischen  den  Gleichgewichtsgeschwindig- 
keiten  des  Reglers  und  den  Werten  von  y.  Im  zweiten  Falle330) 
wird  durch  Verschiebung  des  Riemens  E  auf  den  Riemenkonusen  Kt 


Fig.  9. 


328)  Die  erste  Anwendung  der  Riickfuhrung  wird  Farcot,  Le  servo-moteur 
ou  moteur  asservi,  Paris   1873,    zugeschrieben.     Vgl.   Lincke,  Das  mechanische 
Relais,  Berlin  1880  =  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1879  p.  510  und  W.  Bauers- 
feld,  tiber  die  automat.  Regul.  der  Turbinen,  Diss.  Berlin  1905,  p.  14. 

329)  Proll,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1884  p.  458. 

330)  A.  Budau,  Elektrot.  u.  Maschinenbau,  1908  p.  5.  Vgl.  a.  D.  R.  P.  146.484 
der  Sturgess    Governor  Comp. 
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und  Kz  das  Ubersetzungsverhaltnis  zwischen  Maschinen-  und  Regulator- 
welle  geandert,  also  wieder  eine  Zuordnung  der  y-Werte  und  der 
Masckinen-GeschwmAigkeit  im  stationaren  Zustand  bewirkt  (Nr.  18  b). 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


Fig.  12  zeigt  endlich  eine  indirekte  Regulierung  mit  eingebauter 
Isorfrow-Vorrichtung331).  Hier  ist  die  Stange  e2  nicht  bis  an  den 
Stellzeughebel  c3  gefiihrt,  sondern  endet  in  einem  durchlocherten 

Kolben  eaf,  iiber  den  der  Zylinder  f\  gestulpt 
ist.  Der  Zylinder  (Positionskoordinate  e, 
Kraftkomponente  Z]  ist  mit  01  gefiillt,  das 
einer  Relativbewegung  zwischen  Kolben  und 
Zylinder  einen  von  den  Geschwindigkeiten 
y  und  z  abhiingigen  Widerstand  entgegen- 
setzt.  Die  in  dem  unbeweglichen  Gehause 
Gr  gelagerten  Federn  F^  und  F2  suchen  den 
Zylinder  stets  in  einer  bestimmten  Mittel- 
lage  zu  erhalten,  so  dass  in  Z  auch  ein 
von  e  abhangiges  Glied  auftritt.  Man  er- 
kennt,  dass  ein  stationarer  Zustand  nur 


Fig.  12. 


moglich  ist,  wenn  f{  sich  in  dieser  Mittel- 
lage  befindet  und  die  Federn  spannungslos 
sind,  also  eine  ganz  bestimmte  Tourenzahl  herrscht.    Uber  die  Wirksam- 
keit'der  Einrichtung  wahrend  eines  Regulierungsvorganges  s.  Nr.  18d. 
15.  Das  statische  Regulatorproblem. 

15a.  Der  aUgemeine  Ansatz.  Nach  den  Definitionen  der  voran- 
gehenden  Nr.,  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  x,  %  X  und  mit 
I  =  co  lautet  der  Ausdruck  fur  die  lebendige  Kraft  des  1 
reglers  (Stellzeug,  Maschine  usf.  nicht  inbegriffen) : 

m  E  = 


331)  A.  Budau,  a.  a.  0.  p.  8. 
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(vgl.  K.  Heun  u.  Vorbem.  p.  219),  wobei  A,  B  und  C  Funktionen  von 
x  allein  sind.  Fiir  den  Zustand  gleichformiger  Sewegung  x  =  0,  d>  =  0 
erhalt  somit  die  Lagrangesche  Gleichung  (vgl.  Vorbemerkung  p.  219) 
die  Form: 


-~- 

2  dx 


d.  h.  es  muss  die  negativ  genommene  Systemkomponente  der  Flieh- 
kraft  der  entsprechenden  Komponente  X  der  eingepriigten  Kraft  gleich 
sein.  Sobald  X  als  Funktion  von  x  und  &  bekannt  ist,  folgt  aus 

(2)  der  Zusammenhang  zwischen  der  Gleichgewichtsgeschwindigkeit  a 
und  der  zugehorigen  Reglerstellung  re332). 

Jeder  Fliehkraftregler  besitzt  in  den  Schwungkorpern  symmetrisch 
urn  die  Axe  angeordnete  Teile  von  bedeutender  Masse.  Wir  wahlen 
far  die  folgende  Darstellung  den  SctiwerpunUsabstand  eines  solchen 
Schwungkorpers  von  der  Axe  als  Beglerkoordinate  x.  Bezeichnet  man 
zunachst  mit  m^  die  Gesamtmasse  aller  Schwungkorper,  und  ist  es  ge- 
stattet,  m±  als  im  Schwerpunkt  konzentriert  zu  betrachten,  alle  weiteren 
Massen  aber  zu  vernachlassigen,  so  gilt^^-m^2.  Somit  lautet  (2): 

(3)  — m^xo2  =  X. 

Auf  diese  Form  kann  man  (2)  immer  bringen,  wenn  man  mt  durch 
die  Gleichung 

(A\  1  dA        Id 

v  /  1n*»  —  r  -,- -  =  -  -5— 


definiert;  unter  r  den  Axabstand  eines  beliebigen  Masseteilchens  dm 
verstanden  und  das  Integral  fiber  siimtliche  Reglerteile  erstreckt.  Man 
nennt  die  durch  (4)  definierte  Funktion  mt  von  x  ;;die  hinsichtlick  der 
Fliekkraft  reduzierte  Masse  des  Iteglers".  Ein  beliebiger  dem  Regler 
angehorender  starrer  Korper  von  der  Masse  m  und  dem  Schwerpunkts- 
abstand  r  hat  die  reduzierte  Masse: 


wobei  bedeuten:  D^,  D1>3  die  Deviationsmomente,  d&lt  d&a  die 
Drehungskomponenten  des  Korpers,  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges 
durch  seinen  Schwerpunkt  gelegtes  Axenkreuz,  dessen  erste  Axe  die 
Drehaxe  des  Reglers  senkrecht  schneidet  und  dessen  dritte  Axe  ihr 
parallel  ist.  Beim  Flachregler  vereinfacht  sich  wegen  d^  =  d&z  =  0 

332)  Ob  bei  jeder  so  berechneten  Winkelgeschwindigkeit  statiomire  Be- 
wegung  des  ganzen  Systems  moglich  ist,  hangt  natiirlich  noch  vom  Kraftfeld 
der  Maschine  ab.  Ist  dieses  Funktion  von  o>,  so  ist  im  allgemeinen  nur  bei 
einem  bestimmten  Wert  von  eo  stationarer  Betrieb  moglich  (vgl.  Nr.  10  und  lie). 
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der  Ausdruck  (5)  stets  auf  das  erste  Glied,  d.  h.  hier  lasst  sich  jeder 
starre  Korper  hinsichtlich  der  Fliehkraft  durch  seine  im  Schwerpunkt 
konzentrierte  Masse  ersetzen.  Beim  Kegelreyler  ist  dies  nur  dann  der 
Pall,  wenn  der  Korper  entweder  inuerhalb  des  Reglermechanismus  ledig- 
lichTranslationsbeweglichkeit  besitzt,  oder  wenn  sein  Deviationsmoment 
D1  3  in  jeder  seiner  Stellungen  verschwindet,  wie  z.  B.  bei  einer  homo- 
genen  Kugel  usf. 

Hinsicbtlich  der  Krafte,  die  zu  X  beitragen,  sind  drei  Gruppen 
in  Betracht  zu  zieben:  die  Gewichte  aller  Teile,  etwaige  Federkrafte 
und  der  vom  Stellzeug  bzw.  den  veriinderlichen  Steuerteilen  (s.  Nr.  14c) 
auf  den  Regler  ausgeiibte  Druck.  Der  Einfluss  der  Schtcere  lasst  sich 
ohne  weiteres  in  seiner  Abhangigkeit  von  x  darstellen.  Als  Feder- 
lirdfte  hat  man,  wofern  die  Federn  nicht  als  Teile  des  Systems  be- 
trachtet  werden,  ausschliesslich  die  in  den  Befestigungsstellen  aus- 
geiibten  Drucke  anzusehen.  Diese  sind  in  erster  Linie  von  der  Kon- 
figuration  des  Reglers,  weiter  aber,  wenn  die  Masse  der  Federn  nicht 
vernachlassigt  wird,  auch  von  eo  abhangig.  (Vgl.  Nr.  15c,  wo  auch  der 
Fall,  dass  die  Federn  zum  System  gerechnet  werden,  erledigt  wird.) 
Da  aber  die  Federmasse  jedenfalls  geringfugig  ist,  und  03  fur  eine 
bestimmte  Untersuchung  nur  in  engen  Grenzen  schwankt,  so  kann 
man  bei  Ermittlung  der  Federkrafte  a?  mit  einem  konstanten  mitt- 
leren  Wert  in  Rechnung  stellen,  so  dass  auch  dieser  Teil  von  X  als 
Funktion  von  x  allein  erscheint.  Eine  eingepragte  Kraft,  ausgeiibt 
auf  Teile  des  Reglers  (z.  B.  die  Muffe)  von  anderen  zur  Regulierung 
gehorigen  Korpern  (z  B.  dem  Stellhebel)  kann  entweder  zur  Beein- 
flussung  der  Beziehung  zwischen  x  und  o  beabsichtigt  sein,  wie  bei 
der  Fig.  10  skizzierten  Anordnung;  hier  lasst  sich  der  Einfluss  auf 
X  sofort  als  Funktion  von  x  anschreiben.  Oder  eine  solche  Kraft 
riihrt  von  ,,nicht  ausbalanciertenu  Teilen  des  Gestanges  her  und  h'angt 
gegebenenfalls  ausser  von  x  und  co  auch  vom  Kurbelwinkel  •&•  ab; 
hierzu  ist  zu  bemerken  dass  eine  Abhangigkeit  des  X  von  #  den 
Voraussetzungen  x  =  0,  w  =  0  widerspricht,  daher  erst  spater  be- 
handelt  werden  kann  (Nr.  16  a).  Sieht  man  von  diesem  Falle  ab,  so 
bietet  mithin  die  Ermittlung  der  Beziehung  zwischen  Regler-Konfigu- 
ration  und  Gleichgewichts-Umlaufzahl  nach  Gl.  (3)  keinerlei  Schwierig- 
keiten. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  an  Stelle  der  Gl.  (3)  zwei  Un- 
gleichungen  treten,  wenn  auf  die  Haftreibung  (Definition  in  Nr.  6  a) 
Riicksicht  genommen  wird,  die  einerseits  in  den  Gelenken  und  Fiihrungen 
des  Reglers  selbst,  andrerseits  im  ausseren  Reguliergestange  auftritt. 
Nennt  man  E  den  grossten  Absolutwert  der  auf  die  Koordinate  x 
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reduzierten  gesamten  Reibungskraft,  so  lauten  die  Ungleichungen: 

/ ""  \  ~Y7"  "7">     J^x>  9,     ^s*  ~\7~        I          T) 

(o)  —  X  —  E  s  w&i#w  <L  —  X  -\-  E. 

Man  hat  in  J2  zwei  Bestandteile  von  wesentlich  verschiedener  Bedeu- 
tung  auseinander  zu  halten.  Der  erste,  E',  herriihrend  vom  Wider- 
stand  gegen  den  Eintritt  einer  Bewegung  des  Schaltorganes  (Absper- 
rungsschiebers)  usf. ,  ist  gewissermassen  die  Nwtskraft,  zu  deren 
Uberwindung  der  Regler  vorgesehen  wird.  Man  nennt  E'  die  Stell- 
Ttraft,  die  z.  B.  beim  Kegelregler  durch  die  Muffe  auf  das  Stellzeug 
iibertragen  wird.  Der  zweite,  meist  viel  kleinere  Bestandteil  li"  hat 
seinen  Ursprung  in  den  Reibungseigenschaften  des  Reglers  selbst,  er 
hat  wesentlich  den  Charakter  eines  passiven  Widerstandes  und  heisst 
die  Eigenreibung  des  Reglers.  Nach  den  Methoden  der  Kinetostatik 
kann  man  die  Grosse  E"  zugleich  mit  der  Grosse  der  einzelnen  Ge- 
lenkreaktionen  ermitteln. 

15b.  Grundbegriffe  der  elementaren  Regulatortheorie.  Mit 
der  numerischen  oder  graphischen  Durchfiihrung  der  vorstehend  skiz- 
zierten  Untersuchung  fiir  spezielle  Reglerkonstruktionen  beschaftigt  sich 
seit  Poncelet  eine  grosse  Zahl  von  Arbeiten,  in  denen  nur  zumeist  an 
Stelle  des  der  Gl.  (2)  zugrunde  liegenden  Systemauffassung  (Prinzip  der 
virtuellen  Arbeiten)  elementare  Gleichgewichtssatze  benutzt  werden333). 
Einen  Hauptgesichtspunkt  fiir  die  Beurteilung  des  Reglers  erblicken 
die  meisten  Autoren  in  dem  Werte  des  sog.  Ungleickformigkeitsgrades 
des  Eeglers: 
fa\  A  _  wi  —  m* 

~~^T' 

wobei  <o1;  eo2  und  com  die  aus  (2)  sich  ergebenden  Werte  von  «  fiir 
den  grossten,  kleinsten  und  einen  mittleren  Wert  von  x  bedeuten. 
Diese  Definition  arbeitet  mit  der  Vorstellung,  dass  03  in  dem  betrach- 
teten  Gebiet  monoton  verlauft,  also  das  Vorzeichen  von  d  mit  dem  von 
^  iibereinstimmt.  Nach  F.  Eeuleaux™4*)  nennt  man  einen  Regler 
statisch,  astatisch  oder  labil,  je  nachdem  d  grosser,  gleich  oder  kleiner 


333)  Lehrbuchmassige  Darstellungen :    /.  F.  Poncelet,   Cours   de   mecanique 
appl.  aux  machines,  t.  1,  Paris  1874,  p.  82.    Resal,  Traite  de  mdcanique  generale, 
t.  3,  Paris  1875,  p.  193.    H.  Laskus  u.  H.  Lang,  Schwungrader  und  Zentrifugal- 
pendel-Regulatoren,  Leipzig  1882;    G.  Herrmann,  Die  graphische  Untersuchung 
der  Zentrifugal-Regulatoren,  Berlin  1886;  W.  Lynen,  Die  Berechnung  der  Zentri- 
fugal-Regulatoren ,  Berlin  1895;  J.  Bartl,  Die  Berechnung  der  Zentrifugal-Regu 
latoren,  Leipzig  1900.    M.  Tolle,  Regelung  der  Kraftmaschinen,  Berlin  1910.   Vgl. 
auch  die  historischen  Angaben  bei  W,  Hort,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  50  (1904), 
p.  233  und  IV  6  Nr.  43  a  P.  StcicM. 

334)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1859,  p.  165. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  ir.  18 
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als  Null  ist,  femer  pseudastatisch,  wenn  d  nur  wenig  grosser  als  Null 
ist  und  -,—  zwischen  x±  und  xs  einmal  verschwindet.  Wahrend  ur- 

spriinglich  der  astatische  Regler  als  ein  anzustrebendes  Ideal  er- 
schien335),  verschaffte  sich  allmahlich  der  von  Kargl336)  allgemein  for- 
inulierte  Standpunkt  Geltung,  es  sei  die  Bedingung  d  >  0  das  mass- 
gebende  Kriterium  fur  die  Brauclibarkeit  ernes  Reglcrs.  Dieser  Satz 
gehort  in  das  Gebiet  der  ,,statischen  StabiUtatsJcriterien".  Man  stellt 
sich  vor,  dass  der  Regler  auf  jede  Entlastung,  also  Beschleunigung 
der  Maschine,  durch  Vergrosserung  von  x  reagiert.  Wenn  aber  in  der 
Gleichgewichts-Beziehung  (3)  grosseren  Werten  von  to  kleinere  x  ent- 
sprechen,  so  konne  ein  neuer  stationarer  Zustand  nicht  erreicht  werden. 
Die  kinetische  Untersuchung  (s.  Nr.  16  ff.)  ergiebt  hingegen  in  Uber- 
einstimmung  mit  der  Erfahrung,  dass  die  Bedingung  d  >  0  niemals 
eiue  hinreichende,  und  in  vielen  Fallen,  wie  z.  B.  beim  Flachregler, 
keine  notwendige  ist.  —  In  den  Fallen,  wo  o  oder  X  durch  Teile,  die 
nicht  dem  Regler  angehoren,  beeinflusst  werden  (Fig.  10  und  11),  hat 
man  den  Ungleichformigkeitsgrad  des  Reglers  und  den  der  Regulierung 
auseinanderzuhalten337).  Ausserdem  hangt  es  noch  von  dem  Kraft feld 
der  Maschine  ab,  ob  tiberhaupt  bei  verschiedenen  Werten  von  eo  statio 
narer  Betrieb  moglich  ist. 

Bezeichnet  man  mit  comax  bzw.  o>min  den  grossten  und  kleinsten 
Wert,  der  fiir  o  an  einer  bestimmten  Stelle  x  aus  (5)  folgt,  ferner  mit 
&p  den  zu  demselben  x  gehorigen  Wert  aus  (2),  so  lieisst 


der   Unempfindlichkeitsgrad  der  Iteguliemng.     Zugleich  gilt,    da  f  ein 
kleiner  Bruch  ist: 

/ON  _  -B -B'  +  -B" 

*  —  X  ~      ~~X~~> 

und   man  kann  s   in  einen   durch  Stellkraft  und   einen  durch  Eigen- 
reibung  bedingten  Unempfindlichkeitsgrad  zerlegen: 

(Q\  f'  —  E-       f"  —  ^ . 

W  £     -  x  >    £      '  x 


335)  Zivilingenieur  1873,  p.  421. 

336)  Verschiedene  Arbeiten  von  wesentlich  geometrisch-kinematischer  Rich- 
tung    beschiiftigen    sich    mit    der  Frage   der  Verwirklichung  der  Astasie  durch 
geeignete  Anordnung  der  Massen  usf.    Z.  B.  R.  Proll,  Zivilingenieur  1872,  p.  323, 
P.  L.  Tschebycheff ,  Les  Mondes  31   (1873),  p.  27,  H.  Leaute,  Journal  de  Tecole 
polytechnique  cah.  47  (1880),  p.  139. 

337)  A.  Budau,  Beitrage,  H.  1,  p.  11  u.  H.  3,  p.  5. 
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Nur  E",  aber  nicht  s  misst  eine  Eigenschaffc  des  Eeglers,  da  E'  wesent- 
lich  durch  das  Schaltorgan,  das  vom  Regler  verstellt  werden  soil, 
bestimmt  wird. 

Unter  Energie  oder  besser  Muffendruck  M  eines  Kegelreglers 
versteht  man  die  auf  den  Muffenliul)  als  Reglerkoordinate  bezogene, 
negativ  genommene  Systemkomponente  der  eingepragten  Kraf'te.  Wenn 
dh  die  einem  dx  entsprechende  Muffenverschiebung  bedeutet,  hat  man : 

/  j  /-v\  ~mjr  ~\r  &  fa  a  (til 

(10)  Jf=-X^-mia!0)>^. 

Dieselbe  Gleichung  gilt  als  Definition  der  ,,Energie"  fiir  einen  Flach- 
regler,  wenn  darin  dh  die  dem  Pendelausschlag  dx  entsprechende 
Eelativverdrehung  des  dusseren  Binges  (b2  in  Fig.  8)  auf  der  Welle 
bedeutet.  In  jedem  Falle  ist  e'M  gleich  der  auf  die  betreffende 
Koordinate,  den  Muffenhub  bzw.  den  Verdrehwinkel,  reduzierten  Stell- 
kraft.  Als  Arbeitsvermogen  eines  Reglers  definiert  man: 

(11)  A  = 

die  Integrate  genommen  zwischen  den  aussersten  Stellungen  des  Reg 
lers.  In  den  Grossen  M  und  A  erblickt  man  ein  Mass  fiir  die  Yer- 
wendbarkeit  eines  Regulators  zu  verschiedenen  Regulierzweckeu.  Die 
Praxis  verwendet  Kegelregler  mit  Muffendriicken  etwa  zwischen  20  und 
1000  kg  und  einem  Arbeitsvermogen  von  ca.  0,5  bis  100  mkg.  Der 
Unempfindlichkeitsgrad  s  erreicht  dabei  den  Wert  einiger  Hundertstel. 
Einen  einfachen  Uberblick  iiber  die  statischen  Verhaltnisse  ver- 
schiedener  Reglerkonstruktionen  bietet  das  graphisdie  Verfahren,  das 
namentlich  von  M.  Tolle358}  ausgebildet  wurde.  Wird  fiir  einen  Kegel 
regler  X  als  Funktion  von  x  aufgetragen,  so  entsteht  die  sog.  C-Kurve 
(C-Kraft  ==  Centrifugalkraft).  Soweit  es  gestattet  ist;  mt  als  konstant 
anzusehen,  giebt  der  Richtungskoeffizient  eines  vom  Ursprung  nach 
einem  Kurvenpunkt  gezogenen  Strahles  den  zugehorigen  Wert  von 
ra2,  so  dass  man  der  Figur  leicht  die  Grosse  von  d  entnimmt  usf. 
Werden  auch  die  Kurven  X  -{-  E  und  X  —  E  eingetragen,  so  kann 
man  auch  s  ablesen.  Beim  Flachregler  verwendet  man  die  M-Kurven, 
die  in  analoger  Weise  entstehen,  sobald  der  Winkelausschlag  eines 
Pendels  als  Systemkoordinate  gewahlt  wird.  Der  Hauptwert  des 
graphischen  Verfahrens  liegt  darin,  dass  man  leicht  den  Einfluss  iiber- 
sieht,  den  eine  Anderung  der  verschiedenen  Abmessungen,  der  Ge- 
wichte,  Federspannungen  usw.  auf  com  und  d  ausiibt. 


338)  M.  Tone,  Die  Regelung  der  Kraftmaschinen,  Berlin  1905,  2.  Aufl.  1909; 
ferner  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1895  u.  1896. 

18* 
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Dem  Zwecke  der  Geschwindigkeitsregulierung  entspricht  es,  dass 
6  ein  kleiner  Bruch  1st,  im  Durchschnitt  etwa  0,01  bis  0,03.  Zur 
Leistungsregulierung  (s.  Nr.  14  a)  verwendet  man  Fliehkraftregler  mit 
grossem  8  (etwa  0,20  und  dariiber),  und  man  wahrt  sich  hier  noch 
die  Moglichkeit,  durch  Anpassen  der  Federspannungen,  Belastungen  usw. 
o  auch  in  noch  weiteren  Grenzen  andern  zu  konnen339). 

15c.  Wirkung  rotierender  Federn.  Bei  den  meisten  Konstruk- 
tionen  von  Fliehkraftreglern  beeinflussen  die  elastischen  Federn  nur 
die  dynamischen,  nicht  aber  die  kinematischen  Verhaltnisse  des  Mecha- 
nismus:  Das  System  andert  seine  kinematische  Konstitution  nicht, 
wenn  man  die  Federn  fortlasst.  In  diesem  Falle  bestimmt  die  Regler- 
koordinate  x  und  die  Winkelgeschwindigkeit  co  den  Deformationszustand 
der  Feder  und  damit  ihre,  an  den  Befestigungsstellen  ausgeiibte  Krafb- 
wirkung.  Man  hat  im  Sinne  der  Elastizitatstheorie  fur  den  freien 
Teil  der  Oberflache  der  Feder  die  Spannungen  -  -  und  zwar  durch- 
wegs  gleich  Null  —  fur  den  restlichen  Teil,  (die  Befestigungsstellen) 
die  Verschiebungen,  und  fur  das  ganze  Innere  die  Massenkraft  (gleich 
der  Fliehkraft)  als  gegeben  anzusehen.  Dabei  sind  die  Ansatze  zu 
beniitzen,  die  fur  Stabe  von  geringem  Querschnitt  gelten.  (Vgl.  IV  27, 
Nr.  4  —  6,  Th.  v.  Kdrmdn.} 

In  Ubereinstimmung  mit  den  Ergebnissen  der  Elastizitatstheorie 
stehen  die  von  A.  Stodola  fur  eine  zylindrische  Schraubenfeder  von 
massiger  Steigung  aufgestellten  Satze340).  Danach  karin  man  eine  solche 
Feder  stets  naherungsweise  durch  einen  diinnen  Stab  ersetzt  denken, 
der  mit  ihrer  Axe  zusammenfallt  und,  je  nachdem  er  auf  Zug  (Druck), 
Biegung  oder  Drehung  beansprucht  werden  soil,  andere  Abmessungen 
erhalt.  Wird  die  Feder  beispielsweise  in  rein  axialer  Richtung  gedehnt 
oder  gedruckt,  so  ist  der  Querschnitt  des  auf  Zug  bzw.  Druck  be- 
anspruchten  Ersatzstabes  von  der  Lange  I: 

(12)  ^0  = 


worin  bedeuten:  E  und  G  die  Elastizitatsmoduln  fiir  Dehnung  und 
Schub,  I  die  wahre  Lange,  r  den  Windungsradius  der  Feder,  schliess- 
lich  I  eine  durch  den  Federquerschnitt  bestimmte  Grosse,  die  fur  den 
Kreisquerschnitt  gleich  dem  polaren  Tragheitsmornent  ist,  und  deren 
allgemeine  Bedeutung  aus  der  Theorie  der  Torsion341)  hervorgeht 

339)  M.  Tolle,  a.  a.  0.,  2.  Aufl.,  p.  499. 

340)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  p.  675. 

341)  Vgl.  IV  27,  Nr.  2c,  Th.  v.  Kdrmdn.     Das  Produkt  GI  wird  hier  als 
Torsionssteifigkeit  bezeichnet.    Gl.  (12)  des  Textes  geht  aus  der  ersten  der  Gl.  (26) 
bei  Th.  v.  Kdrmdn  hervor,  wenn  man  M=0  und  sin  a  ==  a  usf.  setzt. 
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Auf  Grund  der  Stodolaseben  Satze  berechnet  M.  TolleU2~)  die  Wirkung 
einer  zylindrischen  Schraubenfeder  von  kreisformigem  Querschnitt, 
deren  Axe  die  Drehaxe  des  Reglers  senkrecht  schneidet,  so  dass  die 
Fliehkraft  lediglich  Zug-  oder  Druckbeanspruchung  fiir  den  Ersatzstab 
bedeutet.  Um  die  Feder  in  den  beiden  Endpimkten  mit  den  Ab- 
standen  xi  und  xa  von  der  Axe  festzuhalten,  sind  zur  Uberwindung 
der  Fliehkraft  die  Kr'afte  erforderlich  : 

Gdt(axi  +  flag        p      _  Gd 
ri  ~  64wrs  a 


64wrs 
mit 

2ft 


<p  (f  1 

K=     -tgV    0  =  i5ir  x>  v 

wobei  d  den  Durchmesser  des  Federquerschnittes,  p  die  spezifische 
Masse  der  Feder  und  n  die  Windungszahl  bedeutet.  Mit  derselben 
Aufgabe  beschaftigen  sich  I.  Liittmannus\  I.  Zvoniceksu)  und  A.  Ebver'^. 

Der  Fall,  dass  das  Vorhandensein  der  Feder  fur  den  kinematisehen 
Zusammenhang  des  Regulatorgetriebes  unentbehrlich  ist  (z.  B.  bei 
dem  Regler  der  Lombard  Governor  Co.346),  wo  die  Schwunggewichte 
mit  den  ubrigen  Teilen  nur  durch  diinne  Blattfedern  verbunden  sind, 
b  in  Fig.  12),  1'asst  sich  auf  den  friiheren  zuriickfiihren.  Man  erhalt 
zunachst  bei  gegebenem  co  aus  der  Elastizitatstheorie  eine  Beziehung 
zwischen  den  Verschiebungen  der  Federenden  und  den  in  ihnen  wirk- 
samen  Kraften.  Diese  sind  aber  andererseits  durch  X  die  Lagen  der 
Federendpunkte  durch  x  bestimmt:  So  erhalt  man  neben  (3)  eine 
zweite  Gleichung  zwischen  #,  X  und  co.  Man  kann  das  System  in 
dem  Sinne  ein  ,,zwanglaufiges"  nennen,  als  es  nur  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Gleichgewichtskonfigurationen  besitzt.  Die  sta 
tische  Berechnung  des  hier  erwahnten  Regulators  ist  von  E.  Loivy*^} 
durchgefiihrt  worden. 

16.  Direkte,  stetige  und  einfache  Regulierung. 

16  a.    Der  vollstandige  kinetische  Ansatz.     Die  in  Nr.  14  c  auf- 
gezahlten,  mit  a)  bis  d)  bezeichneten  Bestandteile  einer  direkten  ein- 
fachen  Regulierung   ergeben   zusaminen  einen  Ausdruck  fiir  die  kine 
tische  Energie  von  der  Form  (vgl.  K.  Heun  u.  Vorbem.  p.  219). 
(1)  E  =  %  [Atf  +  2Bux  + 


342)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  1994. 

343)  ebda.  1907,  p.  1788 

344)  ebda.  1908,  p.  303. 

345)  ebda.  1909,  p.  1272. 

346)  A.  Budau,  Beitrage,  H.  3  p.  151. 

347)  Dinglers  polytechn.  Journ.  324  (1909),  p.  470  f. 
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worin  A,  B,  C  im  allgemeinen  von  cp  und  x  abhangen.  Jm  einzelnen 
verteilen  sich  die  Betrage  wie  folgt.  a)  Die  Maschine.  Bezeichnet 
man  mit  a  das  Ubersetzungsverhaltnis  von  der  Reglerwelle  zur  Ma- 
schinenwelle,  so  ist: 

(2)  Ea=±lT+F(«<p)]*>a>>',  Aa=(T+F}u\  Ba=0,  Ca  =  0, 

wobei  T  das  Tragheitsmoment  der  rotierenden  Maschinenteile  (Schwung- 
rad),  F  die  ,,reduzierte  Gestangemasse"  bedeutet  (F9  in  Nr.  9c;  an  Stelle 
von  #  ist  jetzt  a  (p  gesetzt).  b)  Der  Regler.  Die  Geschwindigkeit  jedes 
Massenteilchens  setzt  sich  aus  der  x  proportionalen  Relativgeschwindig- 
keit  und  der  w  proportionalen  Fiihrungsgeschwindigkeit  zusammen. 
Beim  Kegelregler  stehen  die  beiden  Komponenten  mit  grosser  An- 
naherung  senkrecbt  aufeinander,  somit  fiillt  das  bilineare  Glied  im 
Ausdruck  fiir  Eb  fort  (vgl.  K.  Heun).  Wird  nur  eine  punktformig  kon- 
zentrierte  Schwungmasse  von  der  Grosse  %  beriicksichtigt,  deren  Re- 
lativverschiebung  den  Winkel  y  mit  der  Axe  einschliesst,  so  gilt: 

(3)  Eb  =  ^m.x'ttf  +  -.^-  xz~\  •    Ab  =  m^x*    Bb  =  0.    Cb  = 

1  *  ' 


sin   y  am   y 

Im  allgemeinen  ist  die  Ableitung  von  Ab  nach  x  (und  nur  diese  tritt 

in  der  kinetischen  Gleichung  auf)   durch  Gl.  (4)  in  Nr.  15  a  und  Cb, 
die  ,,reduzierte  Reglermasse"  ,  durch 


definiert,  unter  ds  die  einem  dx  entsprechende  Relativverschiebung 
des  Teilchens  dm  verstanden  und  das  Integral  iiber  samtliche  Regler- 
massen  erstreckt.  Beim  Flachregler  hat  man  gegebenenfalls  neben 
den  Schwungkorpern  (&x  in  Fig.  8)  den  sog.  Beharrungs-  oder  Trag- 
heitsring  (62  in  Fig.  8)  zu  beachten.  Sei  mit  m±  wieder  die  Ge- 
samtmasse  der  Schwungkorper,  mit  T^  ihr  Schwerpunkts-Tragheits- 
moment,  mit  r  bzw.  s  der  Abstand  des  Drehpunktes  A  (Fig.  8)  von 
der  Reglerwelle  bzw.  dem  Pendelschwerpunkt,  schliesslich  mit  T'  das 
Tragheitsmoment  des  Beharrungsringes  bezeichnet,  so  gilt  fiir  den 
Flachregler  an  Stelle  von  (3): 

m  m  /i  f>  Ifl  -j4.  / 

A  =  2\  +  T  +mt  x"-,         -j-  -dx"  =  !»,»; 

(5)         Bt  -  r  %  +  Tl  %  -  a-  (^  -,-  ,«)  7; 


Darin  bedeuten   d^   bzw.    d&  die   Relativverdrehungen    des    Pendels 
bzw.  des  ausseren  Ringes  gegeniiber  der  Reglerwelle,  positiv  gerechnet 
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im  Sinne  von  co.  c)  das  Stellzeug.  Fur  dieses  gilt  nach  den  Er- 
klarungen  in  Nr.  14  c: 

(6)  A,-0,    Bc  =  0,     0. -/(£)'*•, 

wobei  das  Integral  analog  wie  das  in  (4)  zu  verstehen  ist.  Wir  setzen 
zur  Abkiirzung 

(7)  Cb  +  Cc  =  m 

und  nennen  m(x)  die  reduzierte  Masse  von  Eegler  und  Stellzeug. 
d}  Die  veranderlichen  Steuerungsteile.  Diese  besitzen,  solange  x  kon- 
stant  ist,  eine  von  o  abhangige  Geschwindigkeit,  die  iiberdies  im  all- 
gemeinen  eine  periodische  Funktion  von  a  cp  ist.  Wirkt  der  Regler 
in  cler  Weise  auf  die  Steuerung,  dass  er  etwa  den  Exzenterradius  fur 
den  Antrieb  eines  Schiebers  von  der  Masse  m'  andert  (s.  Fig.  8, 
Nr.  14c),  so  kann  mit  hinreichender  Annaherung  gesetzt  werden: 

(8)  Ad  =  mf(x)$m*a<p,     Bd  =  0,     Cd=0. 

Bei  anderen  Steuerungen  beeinflusst  der  Regler  nicht  die  Geschwindig 
keit  der  veranderliehen  Steuerungsteile.  sondern  nur  die  absolute  Lage 

dA 
ihrer  Bahn  oder  dgl.348).    In  diesem  Falle  kann  -^-=  =  0   gesetzt  und 

ein  etwa  auftretendes  Bd  oder  Cd,  da  es  wesentlich  Funktion  von  x 
allein  ist,  zu  Bb  bzw.  m  hinzugefiigt  werden.  Wenden  wir  die  Be- 
zeichnung  B  (=  Bb  +  B^  und  m  (=  Cb  +  Cc  +  Cd)  in  diesem  Sinne 
an,  so  erhalten  wir  schliesslich  als  Ausdruck  fur  die  lebendige  Kraft 
des  ganzen  aus  Maschine  und  Regulierung  bestehenden  Systems  von 
zwei  Freiheitsgraden: 

(9)  E  =  \  [a*T  +  a*F(a<p)  +  Ab(x)  +  Ad(xt  a^o.2 

-f  B(x)cox  -}-  ^  m(%)x* 
mit 

(90  y£-*W'- 

Die  der  Koordinate  y  entsprechende  Kraffkomponente  K  (d.  i.  das 
a-facne  des  auf  die  Maschinenwelle  wirkenden  Momentes)  enthalt  zu- 
nachst  einen  von  x  unabhangigen  Bestandteil,  der  im  allgemeinen 
Funktion  von  ay,  co  und  t  ist  (Nr.  10 a).  Dazu  kommt  ein  vom 
Regler  beeinflusster  Teil,  so  dass  im  ganzen: 

(10)  K=  K(cc<p,  CD,  t,x). 


348)  Bei  der  JBider-Steuerung,  deren  Verhalten  gegeniiber  der  Regulierung 
von  Camerer,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  p.  1449  experimental!  untersucht 
wurde,  verdreht  der  Regler  den  Schieber,  der  auf  einem  kreiszylindrischen 
Schieberspiegel  bin  und  herlauft,  um  die  Axe  des  Zylinders,  die  zugleich  die 
Richtung  der  bin  und  bergebenden  Bewegung  ist. 
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Die  Kraftkomponente  X,  die  der  Reglerkoordinate  x  entspricht,  be- 
steht  aus  der  in  Nr.  15  behandelten  ,,statischen"  Kraft,  die  wir  jetzt 
mit  Xl  (x,  a,  w)  bezeichnen,  da  die  Federkrafte  auch  von  cb  abhangen 
konnen.  Ferner  aus  einem  mit  a  y  periodisch  veranderlichen  Glied 
X2(x,  ay),  das  von  dem  Gewicht  etwaiger  nicht  ausbalancierter 
Steuerungsteile  herruhrt,  schliesslich  aus  den  durch  die  Geschwindig- 
keit  der  Stellbewegung  geweckten  Kraften.  Diese  zerfallen  in  die  mit 
x  stetig  veranderliche  Ddmpfung  D(x)  (Wirkung  einer  Olbremse,  eines 
Kataraktes,  s.  Nr.  8)  und  die  mit  x  ihr  Vorzeichen  wechselnde  Reibung, 
fiir  die  wir  das  Zeichen  +  R  einfiihren.  Somit  ist  im  ganzen: 

(11)  X  ==  X^x,  w,  <b)  +  Xt(x,  ay)  -f-  D(x)  ±  R. 

Die  beiden  Lagrangeschen  Gleichungen  lauten  nunmehr,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  Massen  des  Reglers  und  Reguliergestanges  gegen- 
iiber  denen  der  Maschine  sehr  klein  sind:349) 

(12) 


&*  +  *W  A  +  4-  ~  **  ~  V^  ~  |  ^p}  »•  = 

Xi  (x,  co,  cb)  +  X.2  (x,  ay~)  +D(x)±R. 

Ist  ein  Anfangszustand  durch  die  Werte  von  ago,  x,  K>  und  x  gegeben, 
so  gestatten  diese  Gleichungen,  die  Bewegung  von  Maschine  und  Regler 
von  Augenblick  zu  Augenblick  zu  verfolgen.  Wahrend  des  stationaren 
Ganges  der  Maschine,  bei  welchem  to  eine  periodische  Funktion  von 
acp  ist  und  der  uber  eine  voile  Periode  erstreckte  Mittelwert  von  K 
verschwindet  (Nr.  10  und  11),  vollfuhrt  der  Regler  im  allgemeinen 
eine  periodische  Bewegung.  Dieses  Tanzen  des  Reglers™}  hat  seine 
Ursache  teils  in  dem  periodischen  Wechsel  der  Kraftfelder  und  der 
Massenkonfiguration  der  Maschine  (Einfluss  der  Glieder  K  und  .F'to2), 
teils  in  der  sog.  Riickwirkung  der  Steucrung  auf  den  Regler.  die  in 

O        A 

den  Gliedern  X2  und  -~  co2  zum  Ausdruck  kommt.  Die  Gl.  (12) 
und  (13)  gestatten  den  Wert  von  R  zu  berechnen,  der  erforderlich 
ist,  urn  das  -  -  nur  in  manchen  Fallen  erwiinschte 351)  -  -  Tanzen  des 
Reglers  zu  verhindern. 

349)  tjber  die  Ableitung   dieser  Gleichungen  in  geringerer  Vollstandigkeit 
vgl.  G.  B.  Airy.     Mem.    of  the  Astron.   Soc.   London  11    (1840),    p.  249   und   20 
(1851),  p.  115;  Kargl,  Zivilingenieur  1871,  p.  266;  C.  Wisclmegradsky,  Zivilingenieur 
1877,  p.  95  und  Paris  C.  E.,  83  (1876),  p.  318;  ferner  die  Lehrbiicher  von  A.  Foppl 
VI,  p.  293  und  H.  Lorenz,  p.  526. 

350)  /.  Isaachsen,  Die  Bedingungen  fur  eine  gute  Regulierung,  Berlin  1899, 
p.  3  giebt  eine  ausfuhrliche  Beschreibung  dieser  Erscheinung. 
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16b.  Begriff  des  Beharrungsreglers.  An  (13)  1st  erne  Bemerkung 
anzukniipfen,  die  zu  der  oben  aufgeschobenen  Definition  des  Beharrungs 
reglers  fiihrt.  Soil  eine  Verstellbewegung  bei  ruhendem  Regler  in 
einem  Augenblick  beginnen,  in  dem  die  Gleidhgewichtsbedingungen  (5) 
in  Nr.  15  erfiillt  sind,  so  folgen  aus  (13),  bei  Vernachlassigung  von 
Ad  und  X2,  fiir  die  Anfangswerte  der  Beschleunigungen  x  und  co  die 
Ungleichungen : 

—  2R<mx-\-  BK><0        fiir  x  >  0 

0  <;  wtf  +  J5ra  <;  2E  fur  x  <,  0. 
1st  somit  J3  =  0,  so  beginnt  die  Verstellbeweguug  immer  mit  der  An- 
fangsbeschleunigung  x  —  Q,  und  zwar  erst  dann,  wenn  die  Winkel- 
geschwindigkeit  der  Maschine  den  einen  der  beiden  Extremwerte  er- 
reicht  hat,  der  vermoge  (5)  in  Nr.  15  an  der  betreffenden  Stelle  mog- 
lich  ist.  Hat  hingegen  B  einen  hinreichend  grossen  (negativen)  Wert, 
so  beginnt  die  Verstellbewegung  des  Reglers  sofort,  wenn  infolge  einer 
Belastungsanderung  der  Maschine  oder  infolge  der  Ungleichformigkeit 
des  Ganges  eine  Winkelbeschleunigung  oder  Verzogerung  eintritt.  Man 
spricht  im  ersten  Falle,  wo  die  Tatigkeit  des  Reglers  lediglich  durch 
die  Differenz  der  Werte  von  X.  +  R  und  Wj^eo2  ausgelost  wird;  von 
reiner  Flielikraftwirlmng ,  im  zweiten  Falle,  soweit  es  auf  das  Glied 
Ba  ankommt,  von  Trdgheits-  oder  Beharrungswirkung.  Jeder  Regler, 
dessen  Beharrungswirkung  durch  Einfugung  eigener,  zu  mi  nicht  bei- 
tragender,  aber  |  B  vergrossernder  Massen  gesteigert  wird,  heisst 
Beharrungs-(Inertie-JRegler.  Nur  der  gewohnliche  Kegehegler,  fiir  den 
(3)  gilt,  ist  ein  reiner  Fliehkraftregler.  Aus  (5)  geht  hervor,  dass  der 
beim  .FZac/iregler  verwendete  aussere  Ring  12  (Fig.  8)  die  Beharrungs- 

d&' 
wirkung    fordert,   wofern    ^—  <  0    ist.      Die    Pendelmasse    wird    am 

7    f\, 

gunstigsten     ausgeniitzt,    wenn  -—-  <  0    (nacheilendSs    Pendel)    und 

a;2+s2>r2  (Pendel-Schwerpunkt  ausserhalb  des  iiber  OA  als  Durch- 
messer  errichteten  Kreises),  weniger  giinstig,  wenn  bei  voreilendem 
Pendel  der  Pendel-Schwerpunkt  innerhalb  dieses  Kreises  liegt352).  Die 
erste  Idee  zur  Anwendung  der  Beharrungswirkung  fiir  die  Maschinen- 
Regulierung  stammt  von  Werner  und  Wilhelm  Siemens5'03),  die  Auf- 

351)  Durch  das  Tanzen  des  Reglers  werden  die  Nachteile  der  ,,Unempfind- 
lichkeit"  aufgehoben,  vgl.  Nr.  16  e,  Schluss. 

352)  A.  Stodola,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1889,  p.  509. 

353)  Dinglers  polytecbn.  Journ.  98  (1845),  p.  81.    Der  urspriingliche  Siemens- 
sche  Regulator  stellte   den  Versuch  eines  Beharrungsreglers  ohne  Fliehkraftwir- 
kung  dar.     tJber  die  ersten  Ausfuhrungen  rich  tiger  Inertie  -  Regler ,  vgl.  Stodola 
a.  a.  0.  p.  507. 
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klarung  der  hier  dargelegten  kinetischen  Verhaltnisse  verdankt  man 
A.  Stodola^}. 

16  c.  Ansatz  fur  kleine  Schwingungen  bei  Vernachlassigung  der 
Reibnng  und  SteUkraft.  Die  Schwankungen,  welche  die  Winkel- 
geschwindigkeit  GO  der  Reglerwelle  und  die  Reglerkoordinate  x  im 
stationaren  Betrieb  erfahren,  sind  von  derselben  Grossenordnung  wie 
die  (im  stationaren  Zustand  rein  periodischen)  Schwankungen  der  Aus- 

driicke: 

ft  K\  ^         r^        a*  dF     o  i      r          vi1    dAd     2 

(15)  f=*--T^*2    und    fi«^+T-8F 

Urn  zu  untersuchen,  ob  bei  einer  Anderung  von  K}  die  selbst  wieder 
von  dieser  Grossenordnung  ist,  die  Schwankungen  von  a?  und  x  nicht 
wesentlich  grosser  werden,  fiihrt  man  in  (12)  und  (13) 

(16)  x  =  XQ  +  x,     <p  =  (o0t  +  <p' 

ein  und  vernachlassigt  alle  Glieder,  die  in  #',  cp'  deren  Ableitungen 
nach  der  Zeit,  schliesslich  in  den  mit  9  veranderlichen  Teilen  der 
Ausdriicke  (15)  von  hoherer  als  erster  Ordnung  sind.  Wird  die  (stets 
nur  geringe)  Veranderlichkeit  des  X  mit  o  und  cb  ausser  acht  gelassen, 
so  erhalt  man  fiir  R  =  0: 

..,       dK  .  ,        8K  * 

(17)          '' 


I  .    dX.\     ,         dD  .  , 

Bip  —  2m,x0a)ocp  +  mx  -  -  Kto02  +  -^J  x      -  dx  x 

1  9  A* 
=  Xl  +  w^oCOo2  -f  X2  +  2  ~3x   co02. 

Hierbei  sind  in  sammtlichen  Gliedern,  soweit  sie  Funktionen  von  <p, 
x,  03,  x  sind,  fiir  diese  Argumente  die  Werte  a0t,  x0,  <OQ,  0  einzu- 

O     TvT 

setzen  und  in  den  Produkten  ,      •  q>'  usf.  die  von  9?  abhangigen  Be- 

(/  (O 

standteile  als  Grossen  zweiter  Ordnung  wegzulassen.  Es  stehen  dann 
links  lauter  in  <p',  a;'  ...  lineare  Glieder  mit  konstanten  Koeffizienten, 
rechts  Funktionen  von  t.  Wahlt  man  x0,  co0  so,  dass  sie  einem  Gleich- 
gewichtszustand  (Gl.  (3)  in  Nr.  15)  entsprechen,  so  fallen  die  ersten 
beiden  Glieder  rechts  in  (18)  fort.  Erfiillt  auch  K  in  (17)  die  Be- 
dino-ung  des  stationaren  Ganges,  dass  sein  iiber  eine  voile  Periode  er- 
streckter  Mittelwert  verschwindet,  so  stellen  die  Gleichungen  (17)  und 
(18)  den  typischen  Fall  der  erzwunyenen  Schwingung  eines  Systems 

364)  A.  a.  0.  p.  506  f.  Stodola  berechnet  die  Systemkomponente  der  Beschleu- 
nigung  (die  ,,Tragheitskrafte")  unrnittelbar  durch  Integration  der  einzelnen  Punkt- 
beschleunigungen. 
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von  zwei  Freiheitsgraden  dar.  Bine  Schwingung  wird  dem  System 
durch  die  periodische  Veriinderliehkeit  des  ,,Radingerschen  Tangential- 
druckes"  f  (s.  Nr.  11  a),  eine  zweite  durch  die  Periodizitat  der  Steue- 
rungs-Riickwirkung  /^  aufgepragt  (die  beiden  Ausdriicke  (15)).  Ein 
partikulares  Integral  von  (17),  (18)  gibt  die  stationare  (periodische) 
Bewegung;  das  allgemeine,  das  der  Verstellbewegung  nach  Eintritt 
einer  beliebigen  Stoning  entspricht,  wird  erhalten,  in  dem  man  zu 
ersterem  eine  freie  Schwingung  des  Systems  hinzufiigt.  Um  die  em- 
gangs  aufgeworfene  Frage  zu  beantworten,  hat  man  somit  alle  Grlieder 
rechts  fortzulassen  und  nur  die  durch  die  restlichen  Gleichungen  be- 
stimmten  Funktionen  &(£)  und  x(f)  zu  untersucheu. 

Bezeichnet  G>(X)  die  der  Stellung  x  zugehorige  Gleichgewichts- 
Umlaufzahl  (also  mixS)2  =  -  —  Xt),  so  kann  fur  den  Klammerausdruck 
auf  der  linken  Seite  von  (18) 


geschrieben  werden.     In  der  Gestalt 

/i  o     \  ••'  o  /  •  '  deb       ,\  -rt"  '     i      dD    . 

(18a)  mx  -.  =  2m^xQcoQ    q>  —       x     —  By  +        x 


gestattet  die  Gleichung  folgende  elementare  Deutung355):  Die  Massen- 
beschleunigung  des  Reglers  mx'  wird  bestimmt  erstens  durch  die 
Fliehkraftwirliung  ,  und  zwar  durch  ,,Triebkraft  infolge  Abweichung 
der  Tourenzahlu  gleich  2mixQ(o0q)f  und  durch  ;;Triebkraft  infolge  ab- 
weichender  Stellung"  =  —  2m1a?0o0  ~  x'  ,  zweitens  durch  die  Behar- 
rungswirJcung  —  B  <pr  ,  drittens  durch  die  Dampfung. 

Bedeutet  a  den  Reglerhub,  d.  i.  das  Interval!  von  x,  auf  das  sich 
die  Definition  von  d  in  (6)  Nr.  15  b  bezieht,  so  kann  geniigend  genau 

C19)  —  =  d  -° 

dx  a 

gesetzt  werden.  Sei  Ka  ferner  die  Differenz  der  Werte  von  K  bei  innerster 
und  ausserster  Regulatorstellung,  dann  schreibt  man  analog: 

(20)  **       _^« 

ox  a 

und   da   Ka    zumeist    der   Maximalleistung    der   Maschine   entspricht, 


355)  Eine  unmittelbare  Aufstellung  der  Gl.  (18  a)  im  Sinne  dieser  elementaren 
Deutung  findet  man  beispielsweise  bei  M.  Tolle,  Regelung  der  Kraftmaschinen, 
Berlin  1905,  p.  264ff.  B.  Riilf,  Der  Reguliervorgang  bei  Dampfmaschinen,  Ber 
lin  1902,  verwendet  die  Anschauung,  dass  der  ,,Regulatorpunkt"  mit  der  Ko- 

ordinate  x'  vom  ,,Motorpunkt"  mit  der  Koordinate    ,     x'  mit  einer  der  Entfer- 

ax 

nung  proportionalen  Kraft  angezogen  wird. 
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nennt  man 


die  Anlaufztit  der  Maschine  (Gl.  (11)  in  Nr.  10  b).  Fiihrt  man  noch 
die  Koeffizienten  A  der  ,,Dampfung",  {i  der  ,,Schliipfung"  und  v2  der 
,,Direktionskraft"  oder  ,,Selbsthemmung  bei  Voreilung"  (Nr.  lib)  durch 
die  Gleichungen: 


m  dx  > 

i   d 


(22) 


ferner  die  ,,Fallzeit  des  Reglers"  —  durch356) 

2_2mLav»oi 
(23)  9         -ma      » 

schliesslich  den  ,,Grad  der  Bebarrungswirkung"  857)  ^  durch 

(24)  ^  =  -^T2W;ib? 

ein,  so  lauten  die  Gl.  (17)  und  (18): 

(17')  ?'+!»*'+  ^9'+^*'-°. 


16  d.    Stabilitatsbedingungen.     Die   Koeffizienten    der    zu   (17'), 
(18')  gehorigen  charakteristischen  Gleichung  (vgl.  Vorbem.  p.  219) 


(25)  a-^        <  <** 

sind: 


(26) 


Die  Bedingungen    dafur,   dass   die  Wurzeln   von  (25)  keine  positiven 
reellen  Teile  haben,  also  die  Stdbilitatskritericn  der  Eouthschen  Theorie*0*) 

356)  A.  Stodola,  a.  a.  0.  p.  506. 

357)  E.  v.  Mises,  Elektrot.  u.  Maschinenbau,  1908,  p.  784. 

358)  Vgl    K.  Heun  und  die  Vorbem.  p.  219.     ttber   die  hier   in    Betracht 
kommenden  Satze  der  Theorie  s.  z.  B.  M.  Talk,   Regelung  der  Kraftmaschinen, 
2.  Aufl.,  Berlin  1909,  p.  625. 
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lauten: 

(27)  A-f-ji^O,     lv*+(>z 

9 

V 

x-f-(5>  —  ft -3 


Fur  den  Fall  des  reinen  Fliehkraftreglers  (<&•  =  0)  ohne  Schliipfung  oder 
Selbsthemmung  der  Maschine  (/*  =  0,  v2  =  0)  hat  Wischnegradskyy>y) 
das  in  (27)  enthaltene  Resultat: 

/OCA  i  >>  n        /*  >>  x 

U8J  ^  ^  °  ?     °  ^  y 

abgeleitet,  das  besagt:  JVw  ew  statischer  Regulator  (tf>0),  efer  wt'£ 
emer  Bremse  (A  >  0)  versehen  ist,  ist  brauchbar.  A.  Stodola  dehnte 
die  Untersuchung  auf  den  Fall  des  Beharrungsreglers  aus  und  fand  die 
Bedingungen :  86°) 

(29)  A;>O,    #  +  <?;>y, 

die  mit  ^  =  0,  v2  =  0  aus  (27)  folgen.  Sie  besagen:  Eine  Bremse 
ist  auch  liier  noch  erforderlich,  aber  der  Ungleichfo'rmigkeitsgrad  d  darf 
bei  Einschaltung  von  Beharrungsmasse  beliebig  weit,  auch  unter  Null 
erniedrigt  werden.  Der  Einfluss  von  /*,  d.  i.  der  Veranderung  des 
Drehmomentes  mit  der  Umlaufzahl  (z.  B.  bei  Turbinen,  vgl.  Nr.  3) 
die  sog.  ,,Selbstregulierung  der  Maschine"  ist  vielfach  erortert  361);  aber 
noch  nicht  rechnerisch  untersucht  worden.  Aus  (27)  ergiebt  sich  fur 
v2=0: 

Man  entnimmt  daraus,  dass  das  Vorhandensein  von  Schlupfung  die 
Grosse  der  erforderlichen  Dampfung  vermindert.  Ein  Beharrungs- 

359)  Civilingenieur  1877,  p.  95. 

360)  A.  Stodola,   Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,    p.  512,    gewinnt  das 
Eesultat  in  der  Weise,  daB  er  zunachst  aus  (17')  und  (18')  die  Grleichung 

g 

'x  +e2 (*  +  *)  x  -\-  Ix  —     p-9'  =  0 

herleitet.  Er  bemitzt  dann  den  Satz,  daB  an  der  Grenze  der  Stabilitat  die 
ersten  beiden  Glieder  fiir  sich  verschwinden  mussen.  Damit  die  Gleichungen 

x  ~\~  Q*($  ~\~  &)x'  =  0,         tp'  -j x'  =  0       und       d5'  —  /L  — —  x'  —  0 

a  ap2 

eine  gemeinsame  rein  periodische  Losung  besitzen,  muss  gerade  (d  -f-  &)  I  =  v.  sein. 

361)  I.  Isaachsen,  a.  a.  0.  p.  15 ;   W.  Gensecke,  Mitt.  u'b.  Forschungsarb.  her. 
v.  Ver.  deutsch.  Ing.  Berlin  1908,  H.  53,  p.  3. 
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regler  kann  ohne  Bremse  stabil  sein,  wenn  nur  die  Bedingungen 
(30')  p>0,     fr^ 

erfiillt  sind.  Schliesslich  zeigt  (27)  den  Einfluss,  den  der  bei  Wechsel- 
strommaschinen  auftretende  ,,synchronisierende  Faktor"  vz  (vgl.  Nr.  4b) 
auf  die  Stabilitatsbedingungen  ausiibt.  Man  erkennt,  daB  Selbsthem- 
mung  allein  (p  =  0  ,  A  =  0  ,  v*  4=  0)  zur  Stabilisierung  nicht  aus- 
reicht.  Den  sehr  allgemeinen  Fall 

A4=0,     ^  +  0,     vf4=0,     #  =  0 

hat  E.  Arnold™*)  vom  Gesichtspunkte  des  Pendelns  von  Wechselstrom- 
maschinen  aus  behandelt  und  im  wesentlichen  das  durch  (27)  darge- 
stellte  Resultat  gefunden. 

Die  Stabilitatsuntersuchung  lasst  sich  ohne  weiteres  auch  auf 
Systeme  ausdehnen,  bei  denen  mehrere  Maschinen  einander  gegenseitig 
beeinflwssen  usf.  Ausser  dem  Problem  des  Pendelns  von  Wechsel- 
strommaschinen  ist  der  Fall  behandelt  worden368),  dass  zwischen  die 
voin  Regler  beeinflusste  Kraftmaschine  und  die  von  ihr  angetriebene 
Arbeitsmaschine  ein  elastisches  Zivisclienglied  eingeschaltet  wird.  Je 
nachdem  dabei  der  Regler  von  der  Kraftmaschine  (Tragheitsmonient 
TJ  oder  von  der  Arbeitsmaschine  (Tragheitsmoment  T2)  unmittelbar 
angetrieben  wird,  findet  man  mit  ^  =  0,  &  =  0,  A  >  0  die  Bedin 
gungen  : 


x1  ^ 

19  <          ~  89*~T~i>        18 


bzw. 


*_  /  1         ?*  ^i^ 
i'8  '  T\         c 


wobei  c  die  elastische  Konstante  bedeutet.  Die  ersten  beiden  Unglei- 
chungen  gehen  mit  T2  =  oo  in  die  aus  (27)  fiir  p  =  0  ,  ^  =  0  fol- 
gende:  ^  ^ 

i$  <     ~  V 
iiber. 

16  e.  Einfluss  der  Reibung  (Stellkraft).  Im  Widerspruch  zu 
den  vorstehend  angefiihrten  Ergebnissen  kennt  die  Praxis  zahlreiche 
Ausfiihrungen  von  Regulierungen,  die  brauchbar  sind,  ohne  dass  Dam- 
pfung  des  Reglers,  Selbstregulierung  der  Maschine  oder  Direktionskraft 
vorlage.  Dies  ruhrt  daher,  dass  unter  dem  Einfluss  der  in  Nr.  16  b—  d 

362)  E.  Arnold  und  J.  L.  la  Cour,  Die  synchronen  Wechselstrommaschinen, 
Berlin  1904  (Die  Wechselstromtechnik,  Bd.  IV)  p.  600. 

363)  Ph.  Ehrlich,  Zeitschr.  d.  Osterr.  Ing.  u.  Arch.  Ver.  1906,  p.  152. 
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vernachlassigten  Eeibung  sich  ein  Regulator  bei  K  =  p  =  v2  =  0  stabil 
verhalten  kann,  wenn  auch  nicht  gegeniiber  beliebigen  Storungen,  so 
doch  gegeniiber  den  im  Betriebe  durch  Belastungsanderungen  der 
Maschine  herbeigefiihrten. 

BeschrJinkt  man  sich  auf  den  Fall364),  dass  dem  System  keine  er- 
zwungenen  Schwingungen  aufgepragt  werden,  und  gestattet  sich  die 
Vereinfachungen,  wie  sie  in  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen 
iiblich  sind,  so  treten  jetzt  an  Stelle  von  (17),  (18)  bzw.  (17'),  (18') 
mit  /I  =  ft  =  v2=  0  die  Gleichungen: 

*'4 

(31) 


Hierin   ist  E   eine  Konstante   (Wert   der  Funktion  E(x,  at)    an    der 
Stelle  a?0,  w0)365);  und  das  Vorzeichen  rechts  bleibt  so  lange  ungeandert, 
als  x'  nicht    durch  Null   geht.     Innerhalb   ernes   solchen  Zeitraunies 
gilt  daher: 
(32)  "£'  +  p»d  +  &  x'  +  x'  _  0_ 


Wird  die  Maschine  plotzlich  urn  if>Ka  entlastet  (,,Entlastungsgrad  ^"\ 
so  beginnt  eine  Yerstellbewegung,  bei  der  zufolge  (20),  (14)  und  (19) 
mit  den  Anfangswerten  : 


zu  rechnen  ist.  Das  Integral  von  (32),  das  den  Bedingungen  (33)  ge- 
niigt,  stellt  die  Bewegung  bis  zu  dem  Augenblick  dar,  in  dem  x'  zum 
erstenmal  wieder  verschwindet.  Von  hier  an  gilt  wieder  ein  Integral 
von  (32)  aber  mit  den  veranderten  Anfangsbedingungen:  x'  gleich 
dem  Endwert  von  x'  bei  der  ersten  Schwingung,  x'  =  0  ,  schliesslich 
x'  entweder  gleich  dem  (negativen)  Endwert  von  x  vermehrt  um 

2  7? 

—  oder  gleich  Null,  falls  jene  Summe  positiv  wiirde.  Um  die  Brauch- 
barkeit  des  Reglers  zu  beurteilen,  muss  man  die  -  -  im  allgemeinen 
abzahlbar  unendliche  -  -  Reihe  einzelner  Schwingungsbogen  unter- 
suchen,  die  in  dieserWeise  aneinander  anschliessen,  und  hat  die  Frage 
zu  entscheiden,  ob  die  Folge  der  Amplituden  gegen  null  konvergiert 
oder  nicht. 


364)  Die  folgenden  Ausfuhrungen  sowie  Fig.  13  nach  B.v.Mises,  Elektro- 
technik  und  Maschinenbau,  1908,  p.  783. 

365)  tiber  den  Fall  einer  Abhangigkeit  des   E  von   y   siehe   den   Schluss 
dieser  Nr.  sowie  Nr.  17c. 
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Durch  die  Substitution 

(34)  z'  =  (x92r^,        t  =  (xf)~**t' 
geht  (33)  iiber  in: 

(32')  3r  +  (d  +  4 

wenn  die  iiber  x  gesetzten  Punkte  jetzt  Differentiationen  nach  i'  be- 
zeicbnen.  Aus  (33)  ergiebt  sich  das  ,7Beschleunigungverhaltnis"  yl  fur 
die  erste  Scbwingung: 

(35)  „ 

Kennt  man  ausser  dem  Koeffizienteu  in  (32')  den  Wert  von  yif  so 
1st  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  das  dem  ersten  Scbwingungsbogen 
entsprechende  Integral  von  (32')  bestimmt.  Daraus  lafit  sich  das  Ver 
haltnis  —  fc,  der  End-  Amplitude  xi  zur  Anfangs-Amplitude  X0,  ferner  das 
Verhaltnis  —  y\  der  End-Beschleunigung  zu  xt  berechnen.  1st  drittens 
noch  der  Sprung,  den  x  an  der  Nullstelle  von  x  erfahren  kann,  in 
seinem  Verhaltnis  zu  x0  gegeben,  namlich  der  Wert: 


(36)  A-so-f- 

so   kann   man   die    Werte   ft,    y    fiir    die   zweite   Schwingung   finden, 


Ein  Regler  ist  daim  brauchbar,   wenn  in   der  Folge   der  Wertepaare 

ninaus  wachst  und  sicher  dann 


i»       t        7 
unbrauchbar,  wenn  ft  gegen  Null  geht.    Giebt  es  in  der  /3-y-Ebene  eine 

Grenzlinie,  welche  die  Punkte  der  einen  Klasse  von  denen  der  anderen 
scheidet,  so  muss  sie  bei  der  Transformation  (37),  die  einen  Punkt 
(Pi,  7i)  in  (ft*>  Y*)  iiberfiihrt,  ungeandert  bleiben.  Diese  Eigenschaft 
zusammen  mit  der  Kenntnis  eines  bei  der  Transformation  sich  selbst 
entsprechenden  Punktes  ermoglicht  es,  die  Koeffizienten  der  Taylor- 
schen  Entwicklung  fiir  die  Grenzlinie  an  dieser  ausgezeichneten  Stelle 
zu  berechnen.  Uberdies  findet  bei  der  Ermittlung  der  Grenzlinie  der 
Satz  Anwendung,  dass  alle  Punktfolgen,  die  auf  der  Grenzlinie  liegen, 
gegen  den  selbstentsprechenden  Punkt  konvergieren  366).  Da  jeder  Punkt 

366)  Die  vollstandige  mathematische  Erledigung  des  Problems  wvirde  noch 
den  Beweis  dieses  Satzes,  sowie  den  der  Existenz  der  Grenzifnte  (es  konnte  auch 
eine  Grenzschichte  von  endlicher  Breite  geben)  fordern. 
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der  /3-y-Ebene  als  Abbild  der  ersten  Schwingung  eines  Reglers  mit 
entspreehenden  Werten  von  -9-  und  e  angesehen  werden  kann,  so  stellt 
die  gefundene  Grenzlinie  nichts  anderes  dar  als  die  Beziehung,  die 
zwischen  den  Werten  von 


und         = 


bei  gegebenem  Wert  von 


*     r  = 


?v 


bestelien  muss,  damit  der  Eegler  gerade  noch  brauchbar  ist.  Die  fur 
verschiedene  a  -|-  y  durchgefiihrte  Ermittlung  ergiebt  die  Beziehung 
zwischen  a,  ft,  y,  die  der  Grenze  der  Stabilitat  entspricht.  Die  Fig.  13 367) 


zeigt  die  Schnitte  der  Grenzflache  fiir  y  =  konst.  Sie  gestattet  fiir 
alle  Verhaltnisse  zu  gegebener  Stellkraft  das  hoclist  zulassige  Maass  von 
,,Energie"  des  Regulators  zu  bestimmen. 


367)  In  der  Figur  ist  a?,  y,  z  fur  a,  (3,  y  geschrieben,  ferner  K 

£ 

s  =  —  gesetzt. 


-n 


und 
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Unter  den  Ergebnissen  1st  hervorzuheben,  dass  es  einen  Mindest- 
wert  von  a  -}-  y  giebt,  bei  dessen  Untersclireitung  Stabilitat  iiberhaupt 
nicht  mehr  moglich  ist368).  Er  liegt  bei  1,254,  sodass  Astasie  erst 
zulassig  wird,  wenn  der  Grad  der  Beharrungswirkung  #  mindestens 

3  /~2 

1,254  I/    „  betragt.      Der  dabei   erforderliche   Unempfindlichkeitsgrad 

ist,  wofern  Wirksamkeit  des  Reglers  bei  volliger  Entlastung  (^  =  1) 

*/~~i 
verlangt  wird,  gleich  3,03  \  —*•    Er  nimmt  ab,  wenn  bei  d  =  0  der 

Beharrungsgrad  &  gesteigert  wird.  -  -  Die  rait  M  bezeicbnete  Linie 
in  Fig.  13  giebt  die  a-/3-Werte  fur  Regler,  die  gerade  noch  ihre  Gleich- 
gewichtslage  aperiodisck  erreichen.  Die  zugehorigen  8  bezeichnet  man 
mitunter  als  ,,giinstigste  Ungleichformigkeitsgrade"369). 

Der  stabilisierende  Einfluss  der  Reibung  (Stellkraft)  hat  gegen- 
iiber  dem  der  Dampfung  (Olkatarakt)  den  Nachteil,  dass  ersterer  die 
moglichen  Abweichungen  der  Winkelgeschwindigkeit,  also  das  prak- 
tische  Maass  der  Ungleichformigkeit,  urn  (  vergrossert.  A.  Stodola™) 
zeigt  durch  eine  qualitative  Uberlegung,  dass  beim  ,,tanzenden"  Reg- 
ler,  der  im  stationaren  Betrieb  Schwingungen  vollfiilirt,  sich  die  Wir- 
kung  der  Reibung  der  einer  Dampfung  nahert. 

Bei  Dampfmaschinen-Steuerungen  ist  R  vielfach  mit  dem  Kurbel- 
winkel  &  =  a<p  derart  veranderlich,  dass  es  wahrend  eines  Teiles  jeder 
Maschinen-Umdrehung  einen  sehr  geringen  Wert,  im  restlichen  Teil 
einen  sehr  bedeutenden  besitzt.  Dieser  Fall  wird  im'  Zusammenhang 
mit  den  Fragen  der  intermittierend  wirkenden  Regulierung  zu  be- 
sprechen  sein,  s.  Nr.  17c. 

17.    Direkt  und  intermittierend  wirkende  Regulierung. 

17  a.  Allgemeine  Problemstellung.  Das  Drehmoment,  das  eine 
einzylindrige  mit  Fullungsregulierung  ausgestattete  Dampfmaschine 
(vgl.  Nr.  2c  und  Nr.  14c)  bei  verschiedenen  Reglerstellungen  wahrend 
eines  Kolbenhubes  an  die  Kurbelwelle  abgiebt,  ist  in  Fig.  14  als 
Funktion  des  Kurbelwinkels  #  dargestellt.  Der  aufsteigende,  sammtlichen 
Kurven  gemeinsame  Ast  K^(9)  entspricht  der  Fullunysperiode;  daran 

368)  Dies  Resultat  bei  A.  Stodola,  a.  a.  0.,  p.  514.    Der  von  Stodola  approxi- 
mativ  berechnete  Zahlenwert  ist  0,85.    Fiir  den  reinen  Fliehkraftregler  gab  triiher 
I.  E.  Begtrup,    American    Machinist   1894,    den  Wert   1,20    und    M.  Tolle,    Die 
Regelung  der  Kraftmaschinen,  Berlin  1905,  p.  286  (vgl.  a.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1895,  p.  1496)  schatzt  ibn  zu  1,0. 

369)  Fur  den  reinen  Fliehkraftregler  giebt  M.  Tolle,  a.  a.  0.  p.  286  als  giin- 
stigste  Werte:  or=  2,54,(3  =  0,927  gegenuber  2,623  und  0,9680  der  Figur 

370)  A.  a.  0.  p.  673.     Vgl.  auch  I.  Isaachsen,  Die  Bedingung  fiir  eine  gute 
Regulierung,  Berlin  1899,  p.  33  u.  Stodola,  Dampfturbinen,  p.  340. 
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schliesst,  und  zwar  friiher  oder  spater,  je  nach  der  Reglerstellung  im 

massgebendea  Augenblick,    der    von    dieser  Reglerstellung  abhangige 

Teil  der  Linie,  welcher  der  Expansion 

des  im  Zylinder  eingeschlossenen  Damp- 

fes  entspricht.  Durch  die  Art,  der  Steue- 

rung  ist   der  Zusammenhang  zwischen 

dem  Kurbelwinkel  &,  bei  welchem  der 

Abschluss  der  Fiillung  erfolgt,  und  dem 

gleichzeitigen  Wert  der  Reglerkoordinate 

x  gegeben   (Steuerungsgleichung).     Es 

seien  frn  und  xn  die  zusammengehorigen 

Werte  fur  den  wten  Hub.    Dann  tritt  auf  die  rechte  Seite  der  Gl.  (12) 

in  Nr.  16  fur  die  durch  den  Dampfdruck  bestimmte  Kraft:  (a  =  Uber- 

setzungsverhaltnis) 

aKtf  fiir       0<»<» 


Die  Gleichungen  (12)  und  (13)  in  Nr.  16  bestimmen  jetzt  die  Be- 
wegung  von  Maschine  und  Regler  in  folgender  Weise. 

Fiir  <p  =  0 ,  t  =  0  seien  die  Werte  der  Winkelgeschwindigkeit 
ct>0,  die  der  Reglerkoordinate  X0  und  der  Reglergeschwindigkeit  XQ  be- 
kannt.  Man  setzt  zunachst  ccK±  rechts  in  (12)  und  bildet  das  dem 
gegebenen  Anfangswert  eo0  entsprechende  Integral  dieser  Gleichung, 
die  (rnit  &  =  acp)  nur  eine  abhangige  Variable,  cp,  enthalt.  Diese 
Funktion  fiihrt  man  in  (13)  ein,  das  dadurch  Differentialgleichung 
fiir  x  allein  wird,  und  integriert  mit  den  gegebenen  Anfangswerten 
X0  und  XQ.  Die  beiden  so  gefundenen  Funktionen  qp(£)  und  x(f)  stellen 
die  Bewegung  bis  zu  jenem  Zeitpunkte  dar,  fiir  welchen  ihre  Werte 
zum  ersten  Mai  der  gegebenen  Steuerungsgleichung  geniigen.  Ist  xi 
der  betreffende  Wert  von  x,  so  setzt  man  jetzt  in  (12)  K2(&,  x^)  ein, 
erhalt  damit  die  Losung  fiir  den  zweiten  Teil  des  ersten  Hubes  und 
kann  nunmehr  in  gleicher  Weise  fiir  den  zweiten  Hub  verfahren  usf. 

Wendet  man  die  Methode  der  Meinen  Schwingungen  auf  den  vor- 
liegenden  Ansatz  an,  so  ergiebt  sich,  wenn  von  Selbstregulierung  der 
Maschine  (Schliipfung)  und  von  Direktionskraft  abgesehen  wird,  fiir  den 
ersten  Hub:  (Vgl.  (17')  und  (18')  in  Nr.  16) 


"  '  rf        ±\  x<Bo       '         £•• 

/o\  op    =  /  (cont) —      -   x  *     tur 

(*)  a 


'  • '  I  f  I    +\^E 

—  CP    H—  fi(G)nt)  —f-  — 
}     1  1  V      0    /   m 
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Dabei  bedeutet  f(co0f)  bis  auf  den  Faktor  aTden  ,,Radingersehen  Tau- 
gentialdruck"  (Nr.  11  a)  fur  den  stationaren  Zustand  und  /^(c-V)  den 
Steuerungs-Riickdruck,  also  beides  gegebene  rein  periodische  Funktionen 
von  co0£  ((15)  in  Nr.  1  6).  Die  Bewegung  des  Systems  lasst  sich  in  der  oben 
beschriebenen  Weise  explizit  verfolgen,  da  die  allgemeinen  Integrale 
von  (2)  bekannt  sind.  Man  darf  iiberdies  annehmen,  dass  den  Glie- 
dern  f  und  f\  hier  eine  ahnliche  Rolle  zufallt  wie  beim  gewohnlichen 
Schwingungsproblem  (s.  Nr.  16  c),  und  wird  somit  fiir  die  Unter- 
suchung  der  Stabilitdt  f=fl  =  0  setzen.  Dann  lauten  die  Integrale 
fiir  den  ersten  Teil  des  wten  Hubes: 
<p'  =  konst.  =  y'n  , 

W  r'  -•  A'  e^'-i-  B'  ea*'-\  ___  —  w'  -\  --  ^-= 

~  ^n&  r  S(0o  9>»  _T  mgQs 

und    bei    eutsprechender    Verlegung    des    Zeitanfangpunktes    fur    den 
zweiten  Teil: 


*<*><> 
a 


(4)         •f-^v+n,«v-« 

i    JL     "  -4-      B— 
""  dffl'o  V"  —  *w*p1; 

wobei  at,  «2  die  Wurzeln  von 

(5)  a2+Aa  +  dp2  =  0 

bedeuten  und  die  ^4n>  J?w,  J.',,,  K  aus  den  Anfangsbedingungen  x'n, 
x  fiir  die  Totlage  bzw.  x'n)  xn  fiir  den  Augenblick  des  Fiillungsab- 
schlusses  zu  berechnen  sind.  1st  noch  die  Steuerungsgleicbung  ge- 
geben,  so  kann  man  unter  Anwendung  einer  ahnlichen  wie  der  in 
Nr.  16  c  dargelegten  Methode  die  Stabilitatsbedingungen  ermitteln. 

17b.  Vereinfachter  Ansatz.  Einen  bedeutend  einfacheren  Ansatz 
verwendet  W.  Hort™*),  indem  er  Gl.  (4)  fur  den  gcmzen  Zeitraum 
zwisclien  zwei  aufeinander  folgenden  Steuerungsabschlussen  als  giiltig 
ansieht,  also  den  Fall  supponiert,  das  Drehmoment  der  Maschine  sei 
daucrnd  von  der  Regulatorstellung  beim  letzten  Fullungsabschluss  ab- 
hiingig.  Fiir  die  rechnerische  Durcbfiihrung  ninarnt  er  iiberdies  an, 
dass  der  Abschluss  stets  bei  gleicher  Kurbelstellung,  also  nach  Verlauf 
eines  konstanten  Zeitraumes  t0  erfolgt372).  Wird  auch  noch  R  ==  0 

371)  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  264. 

372)  Dieselben  beiden  Annahmen  liegen  auch  folgenden  Theorien  der  Dampf- 
inaschinen-  Eegulierung  zugrunde,   deren  Ergebnisse   nicht  iiber  die  Aufstellung 
und   graphische  oder  numerische  Durchrechnung  von  (4')  hinausreichen:   Kargl, 
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gesetzt,  so  treten  zu  (4)  die  Gleicbungen: 

(4-)  <+1-^.««'-  +  l^-T^ 

;re      —  f,   A  actito    I    u  T?  ptxito  -- 

•&n  +  l  —     K\-n-nc  \      a2-^ne 


die    nach     Einsetzen     der    Werte   von     An   und    Bn   die    Form    an- 
nebmen: 

<  +  !  =  «!<  +   &A  +  Cl^«> 

(6)  ^  +  I==tt2<  +  Mn  +   C89»> 

^1  +  1=  «3<  +  &3^1  +  C89>J., 

mit 

x  r       e«^o_e«1*on     ,       ^      xi 

ai=     -*-"  ~-=~-   "1  "T"-d 


/     ^^-«ie^n 
V1      "^^^    /* 


(7) 


Da  =    —  .Co   "S ) 

CCS  Kl  0(O0  a,  Kl 

Y.G)n      .  7  f\  -i 

"     r  n     I  I  f>     1 

q  &A  .          Ifn  \J  ,         t/q  X  . 

O  ft  v  /  o  f  O 

Man  kann  (6)  als  die  Gleicbungen  einer  allgemeinen  Affmitdt  an- 
seben7  die  den  Raumpunkt  mit  den  Koordinaten  x'n,  x'n,  y'n  in  den 
mit  den  Koordinaten  x'n  +  i,  xn  +  1,  ^P^  +  1  uberfubrt.  Soil  der  Regulator 
stdbil  sein,  so  muss  die  wiederbolte  Anwendung  der  Transformation  (6) 
auf  einen  beliebigen  Punkt  cliesen  scbliesslicb  in  den  Anfangspunkt 
des  Koordinatensystems  fiberfiibren,  es  mtissen  also  die  Wurzeln  von; 


(8)      A3-PA2-  Ql  —  E=,        a,,        6,-A,          c.2,        =0 

i 

«3,  08,  C3          A,    I 

Zivilingenieur  1871,  p.  266.  F.  Graslwf,  Theor.  Maschinenlehre  2,  p.  470.  B.  Rulf, 
Der  Reguliervorgang  bei  Dampfmaschinen,  Berlin  1902.  A.  Koob,  Das  Regulier- 
problem  in  vorwiegend  graphischer  Behandlung,  Dissert.  Berlin  1903  =  Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1904,  p.  296  ff.  Eiilf  zeigt  auch,  dass  die  zweite  Annahme 
(Konstanz  des  Intervalles  i0)  den  Reguliervorgang  ungunstiger  erscheinen  lasst, 
als  er  wirklich  ist. 
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ihrem  Absolutwert  nach  Jdeiner  als  eins  sein.  W.  Hort  leitet  diesen 
Satz  aus  den  von  D.  Bernoulli  herriihrenden  Satzen  iiber  rekurrierende 
Reihen373)  her  und  schlieBt  seine  Arbeit  mit  der  expliziten  Aufstellung 
der  Koeffizienten  P,  Q}  R.  Die  Bedingungen  dafiir,  dass  die  Wurzeln 
von  (8)  nicht  ausserhalb  des  Einheitskreises  liegen,  lauten  aber874): 


P—      — 


Entwickelt  man  die  Exponentialfunktionen  in  (7)  nach  Potenzen  von 
tQ  und  behalt  mit  Riicksicht  auf  die  Kleinheit  von  t0  im  Schluss- 
resultat  nur  die  Glieder  der  niedrigsten  Ordnung  bei,  so  findet  sich: 


-P+Q-R=      -7 
E(R  -  P]  -  Q  = 
P—  Q  —  3R  =  3 

Die  erste  der  Bedingungen  (9)  ist  also  stets  erfiillt,  die  dritte  und 
vierte  sind  mit  den  fur  stetige  Regulierung  gegebenen  Gl.  (29)  in  Nr.  16 
identisch,  und  die  zweite  schrankt  dieStdrke  der  Dampfung  auf  folgendes 
hochst  zulassige  Maass  ein:  es  muss  ^£05C  2  sein,  d.  h.  es  darf  die  Ge- 
schwindigkeit  des  unter  alleiniger  Wirkung  der  Bremse'sich  bewegenden 
Reglers  in  der  halben  Hubzeit  hochstens  auf  den  eten  Teil,  d.  i.  das 
0,368-fache  des  Anfangswertes  herabsinken.  Die  ganze  Untersuchung 
zeigt  also  in  tJbereinstimmung  mit  der  Erfahrung375),  dass  sich  die 
inter  mitt  ierend  tvirJcende  Regulierung  bei  nicht  zu  grossen  Hubzeiten  t0 
gerade  so  verhalt  wie  die  stetige. 

17c.  "Weitere  Fragen.  Von  wesentlichem  Einfluss  auf  die  Stabi- 
litat  vieler  Dampfmaschinen-Regulierungen  ist  der  von  /.  Isaachsen3™} 
besprochene  Umstand,  dass  wahrend  ernes  Teiles  jeder  Maschinen- 
umdrehung  die  Reibungskraft  R  einen  ausserordentlich  hohen  Wert  besitzt. 
Man  kann  bei  den  meisten  Ventilsteuerungen  annehmen,  dass  der 


373)  Vgl.  II  C  1,  Nr.  4,  A.  PringsJieim  und  G.  Faber. 

374)  Sie  gehen    aus   den  Hurwitzschen.  Bedingungen  fiir  Wurzeln  von  nur 

*   i    i 
negativ  reellen  Teilen  (Vorbem.  p.  219)  hervor,  wennmanin(S)  ^,  = substituiert. 

2  —  1 

375)  W.  Gensecke,   Mitt.  iib.  Forschungsarb. ,   herausg.  v.  Ver.  deutsch.  Ing. 
H.  53,  1908. 

376)  J.  Isaachsen,  a.  a.  0.  p.  45.     C.  Camerer,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing. 
1899,  p.  1449. 
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Regler  wahrend  der  Fiillungsperiode  oder  wenigstens  wahrend  der 
Offnungsbewegung  des  Ventiles  iiberhaupt  in  Ruhe  ist,  und  hat  dem- 
gernass  den  Ansatz  (3),  (4)  entsprechend  zu  modifizieren.  Ahnlich 
yerhalt  sich  die  jR?^er-Steuerung348),  bei  der  ein  Schieber  mit  kreis- 
zylindrischer  Laufflache  in  der  Richtung  der  Zylinderaxe  durch  ein 
Exzenter  dauernd  bin-  und  herbewegt  wird.  Der  Regler  muss,  urn 
die  Fiillung  zu  andern,  den  Scbieber  um  seine  Axe  verdrehen.  Dies 
gescbieht  fast  ohne  Widerstand,  so  lange  der  Scbieber  in  Bewegung 
ist,  aber  in  den  Totpunkten  der  Schieberbahn  miisste  der  Regler  die 
ganze  Reibung  zwiscben  Scbieberspiegel  und  Scbieber  iiberwinden. 
Man  kann  das  Problem  dabin  vereinfachen,  dass  man  annimmt,  der 
Regulator  werde  in  bestimmten  Zeitabstanden  t0  in  seiner  Stellung  einen 
Augenblick  festgebalten.  Die  Stabilitatsuntersuchung  erledigt  sicb, 
wenn  man  die  Integrationskonstanten  in  (4)  durch  x'n=Q  (fur  den 
Hubanfang)  bestimmt  und  in  (6)  die  zweite  der  Gleichungen  fortlasst. 
Es  ergiebt  sich,  dass  das  periodische  Festhalten  des  Regulators  einen 
ahnlichen  Erfolg  wie  die  Dampfung  besitzt.  Es  muss,  wenn  I  =  0, 

(11)  » 


gelten,  damit  der  Regler  stabil  ist. 

Eine  viel  kompliziertere  Beeinflussung  des  Kraftfeldes  durch  den 
Regler  liegt  bei  Mehrzylindermaschinen  vor,  bei  denen  nur  der  Fiillungs- 
grad  des  Hochdruck  -  Zylinders  unmittelbar  Funktion  der  Regulator- 
stellung  ist.  Je  nach  der  Grosse  des  sog.  Eeceivers  oder  Aufnehmers 
(in  dem  sich  der  Dampf  bei  seinem  Ubergang  aus  einem  Zylinder  in 
den  nachsten  sammelt)  und  nach  den  anderweitigen  Einrichtungen 
pflanzt  sich  die  Reglerwirkung  mehr  oder  weniger  langsam  nach  den 
weiteren  Zylindern  fort.  Eine  theoretische  Untersucbung  dieser  Vor- 
gange  ist  noch  nicht  in  Angriif  genommen  worden. 

18.  Indirekte  Regulierung. 

18  a.  Ansatz  fiir  die  indirekte,  einfache  Regulierung.  Fiir  die 
in  Fig.  9,  Nr.  14  c,  skizzierte  Anordnung  eines  Systems  von  drei  Freiheits- 
graden  tritt  zu  dem  bisher  betrachteten  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft, 
Gl.  (9)  in  Nr.  16,  im  wesentlichen  ein  Glied  yon  der  Form: 


hinzu.  Dabei  bedeutet  y,  wie  in  Nr.  14  c,  eine  die  Stellung  des  Ab- 
sperrorganes  e6,  des  Kolbens  e%  usf.  bestimmende  Koordinate,  und  m3 
die  ,,auf  y  reduzierte"  Masse  aller  dieser  Teile.  Die  linken  Seiten  der 
Lagrangeschen  Gleichungen  (12)  und  (13)  in  Nr.  16  andern  sich  so- 
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mit  nicht,  und  in  der  neu  hinzukommenden  steht  links: 

1  dm*  . 

(2) 


wobei  das  zweite  Glied  fast  immer  gegen  das  erste  vernachlassigt 
werden  darf. 

Auf  der  dynamischen  Seite  der  Gleichungen  ist  zunachst  in  (12), 
Nr.  16  x  durch  y  zu  ersetzen.  In  (13)  giebt  es  jedenfalls  einen  als 
Funktion  von  x  allein  darstellbaren  ,,statischen"  Kraftanteil  Xr  Denn 
nach  den  Erklarungen  in  Nr.  14  c  gilt  fur  den  stationaren  Zustand 
eine  Beziehung 

(3)  f(x,  y}  -  0, 

die  gestatten  wiirde,  y  aus  dem  Ausdruck  fur  die  ,,statische"  Kraft  X 
zu  eliminieren.  X2,  das  von  der  Steuerungs  -  Riickwirkung  herriihrt, 
bleibt  ungeandert,  die  Dampfung  D  ist  in  der  Regel  Funktion  von  x 
und  y,  und  E  hat  einen  auBerordentlich  geringen  Wert,  da  die  eigent- 
liche  Stellkraft  jetzt  auf  Y  entfallt.  Diese  Kraftkomponente  Y  ist  im 
allgemeinen  eine  derartige  Funktion  von  x,  y,  x,  y,  dass 

(4)  Y=0     fur    f(x,y}  =  0,     x  =  y  =  0 

wird.  In  dem  durch  Fig.  9  dargestellten  Fall  der  Regulierung  mittelst 
hydraulischen  Kolbenmotors  (Servomotor)  setzt  sich  Y  aus  dem  (wesent- 
lich  auf  e6  wirkenden)  Stellwiderstand  E'  und  der  resultierenden  Kolben- 
kraft  (Nr.  2)  zusamrnen.  Bezeichnet  P  jene  Kolbenkraft,  die  der  kon- 
stanten  Druckdifferenz  zwischen  dem  hydraulischen  Akkumulator  und 
dem  Leerlauf  des  Servomotor-Zylinders  entsprechen  wiirde,  so  ist  die 
wirksame  Kolbenkraft  um  den  Druckverlust  in  den  Leitungen  kleiner 
als  P.  Da  es  sich  hier  meist  um  kleine  Geschwindigkeiten  und  um 
zahere  Fliissigkeit  (01)  handelt,  darf  der  Druckverlust  der  Durchfluss- 
geschwindigkeit  proportional378)  gesetzt  werden  (Nr.  8).  In  der  Rohr- 
leitung  ist  die  Geschwindigkeit  proportional  y,  in  den  Kanalen  der 
Steuerung  aber  proportional  dem  Quotienten  aus  y  durch  die  von  x,  y 
abhangige  Kanaleroffnung.  Man  kann  zufolge  (4)  unmittelbar  die  Funk 
tion  f(x,  y)  zur  Darstellung  der  Kanaleroffnung  beniitzen  und  erhiilt 
mit  Rucksicht  auf  die  an  (2)  gekniipfte  Bemerkung  als  dritte  zu  (12} 
und  (13)  in  Nr.  16  hintuJcommende  Systemgleichungi 

(5)  m2'y  =  +  E'  +  P  —  konst.  y  +  konst.  j^-^.  • 

Alle   Zeichenwechsel   treten  gleichzeitig  ein,   wiihrend    y  und  f(x,  y) 

378)  Experimentelle  Untersuchungen  dariiber:  E.  Camerer,  Zeitschr.  f.  d. 
ges.  Turbinenwesen  1907,  p.  461.  Vgl.  a.  Nr.  8. 
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versehwinden.  Vernachlassigt  man  die  stets  nur  kleine  Massen- 
beschleunigung  m^'y  und  beachtet,  daB  auch  der  hydraulische  Wider- 
stand  in  der  Rohrleitung  dem  im  Steuerventil  gegeniiber  gering  ist, 
so  gelangt  man  zu  dem  von  A.  Stodola™)  durchgefiihrten  Ansatz: 

(6)  ij  =  konst.  f(x,  y] , 

d.  h.  die  Geschwindigkett  des  Scrvomotorskolbens  ist  der  augenblicklichen 
Kanalerb'ffnung  im  Steuerorgan  direld  proportional.  Dieser  Ansatz,  der 
mit  der  Erfahrung  gut  ubereinzustimmen  scheint,  beseitigt  die  groBen 
Schwierigkeiten,  die  durch  die  Unstetigkeit  der  einzelnen  Glieder  in 
(5)  bedingt  werden,  und  gestattet  eine  unmittelbare  Aufstellung  der 
Stabilitatsbedingungen  auf  Grund  der  Methode  der  kleinen  Schwin- 
gungen.  Weit  schwieriger  zu  behandeln  ist  die  von  P/arr880)  und 
A.  Budau™1)  bevorzugte  Annahme,  es  sei  y  fur  jeden  Kolbenliub  Con 
stant  und  andere  sein  Vorzeichen  in  der  Totlage,  eine  Annahme,  die 
aus  (5)  hervorgeht,  wenn  man  die  Widerstande  in  der  Rohrleitung 
gegeniiber  denen  irn  Steuerventil  als  iiberwiegend  ansieht  und  wieder 
die  Massenbeschleunigung  vernachlassigt.  Die  Grosse  der  Servomotor- 
geschwindigkeit  setzt  A.  Budau  proportional  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Ausdruck  yn  —  y0,  wenn  yQ  die  Stelluug  des  Kolbens  im  Gleich- 
gewicbtszustand;  yn  die  bei  Beginn  des  betreffenden  Kolbennubes 
bezeichnet. 

18b.  Stabilitatsbedingungen.  Beschrankt  man  sich  auf  die  Be- 
trachtung  kleiner  Schwingungen  um  einen  stationaren  Zustand,  so 
kann  mit  y  =  y0  -f-  y  bei  geeigneter  Normierung  von  y  die  Ventil- 
eroffnung  f(x,  y)  durch  x' — y'  dargestellt  werden.  Die  drei  Be- 
weguiigsgleichungen  lauten  dann  mit  dem  Stodolaschen  Ansats  (6), 
ohne  Berucksichtigung  etwaiger  erzwungener  Schwingungen: 


/rr\  ••  e      \        i       *   '       i        i"'i         v\      9       '  *-\     ^P        *•  '  &Q         •   /  /^ 

(  « )  #  +  x,,ic  +  A9w  4-  op"ic  —  -91 w —  cp   — U 

X£D0     Y  £00     ^ 

2/'  4~  &(y'  —  x'}  —  o. 

Die  charakteristische  Gleichung  fiinften  Grades 

/o\  5     i  j      i  31  oi  i  f\ 

\<JJ  ^0        "I      *T.*     "i      ^Z        ~T~  ^Z^    "l      ^4^     l"  ^5  ===  ^ 


379)  Schweizer  Bauzeitung,  22  (1893),  p.  113. 

380)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1899,  p.  1553;  ferner:  Die  Turbinen  fur 
Wasserkraftbetrieb,  Berlin  1908. 

381)  Zeitschr.  osterr.  Ing.-  u.  Archit.-Ver.  1905,  p.  622;  ferner:  Beitrage  zur 
Frage  der  Regulierung  hydraulischer  Motoren,  Heft  1.     Wien  1906. 
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hat  die  Koeffizienten: 
a0  =  I, 

ai  =  *i  +  /*  +  tf> 

a,  =  8?  +  Aj.u  +  <?(!,  +  A2  +  ,u)  +  V2, 

(9)       a3  —  <VO*  +  <?)  +  #02tf  +  P<*(*i  +  **)  +  "*(*i  +  *), 


aus   denen  die  Stabilitatsbedingungen  in  der  bekannten  Weise  folgen 
(vgl.  K.  Heun  und  die  Vorbera.  p.  219).     Fiir  den  besonderen  Fall 

#=0,     A2=0,     u  =  0,     v*  =  0 
hat  Kdrner3SZ)  das  Resultat  angegeben: 


das  bei  positivem  At ,  d  und  <?  die  hinreichende  Stabilitatsbedingung  dar- 
stellt.  Eine  eingehende  Diskussion  desselben  Falles  liefert  H. Kroner383). 
Er  zeigt,  dass  die  Regulierung  um  so  giinstiger  wirkt,  je  grosser  bei 
gegebenem  Schwungrad  (x  ==  konst.)  <5  und  Q  werden. 

Mit  der  Annahme  lonstanter  Servomotorgeschwindigkeit  haiPh.Ehr- 
licli^  fiir  eine  Reihe  von  Beispielen  mit  /*  =  0,  v*  =  0,  &  =  0  die 
Integrate  von  (7)  berechnet  (wobei  nur  in  der  letzten  Gleichung  +  c 
an  Stelle  von  x'  —  y'  tritt)  und  an  diesen  den  Einfluss  der  einzelnen 
Glieder  auf  die  Stabilisierung  nachgewiesen.  Die  Ergebnisse  sind  im 
wesentlichen  dieselben  wie  die  eben  genannten. 

Die  Stabilitatsuntersuchung  abweichender  Anordnungen,  wie  der 
in  Fig.  10  und  11,  Nr.  14  c,  skizzierten,  bietet  keine  Schwierigkeiten. 
Fiir  den  Fall  der  Fig.  10  tritt  ein  Glied  konst.  y'  in  der  zweiten  der 
Gleichungen  (7)  hinzu,  wahrend  in  der  dritten  6y'  wegfallt.  Bei  der 
Regulierung  Fig.  11  hat  man  zu  beachten,  dass  das  Ubersetzungsver- 
haltnis  a  hier  eine  Funktion  von  y  ist.  Also  ist  an  Stelle  von  <£'  in 
der  ersten  der  Gleichungen  (7)  zu  setzen: 

.. ,     ,  da   .  / 

und  in  der  dritten  Gleichung  y'  zu  streichen.     Reichhaltiges  Material 
iiber  diese  und   ahnliche  Regulierungeu  findet  man   in   den  Arbeiten 

382)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing  .1908,  p.  1288. 

383)  Zur  Kritik  der  Turbinen-Regulatoren,  Diss.  Karlsruhe  1910.    Vgl.  auch 
M.  Tolle,  Regelung  der  Kraftmaschinen,  2.  Aufl.,  p.  621  ff. 

384)  Elektrotechnik  und  Maschinenbau,  Wien  1907,  p.  25. 
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von  A.  Budaum),  eine  Zusammenstellung  von  theoretischen  Ansatzen 
bei  W.  Bauersfeld385')  und  W.Hort^1),  Angaben  iiber  eine  experimentelle 
Untersuchung  bei  W.  Genseckezss).  Eine  Weiterfuhrung  der  Tbeorie 
miisste  jedenfalls  an  eine  genauere  Analyse  des  Servomotor-Kraftfeldes 
anschliessen. 

Zu    der    Klasse    der   intermittierend   wirkenden    indirekten   Regu- 
lierungeu  gehoren  die  von  Leaute3BQ)  behaudelten  })mechaniscJtcn  Eegu- 
lierungen",  bei  denen  der  Regler  in  seinen  aussersten  Stellungen  eine 
Transmission  einschaltet,   die  das  Absperr- 
organ  in  Bewegung  versetzt.    Vernachlassigt 
man  dieMasse  des  Reglers  (p2  =  oo;  &  =  0), 
beriicksichtigt  aber  seine  Unempfindlichkeit 
£,    so    folgt    aus    der    zweiten    der   Gl.  (7), 
dass  in  den  Zeitpunkten  des  Ein-  und  Aus- 


£^± 


Fkr.  15. 


schaltens  <p'  einen  der  vier  Werte  +  — ^~— 

besitzen    muss.     Der    Regulierungsvorgang 

zerfallt  in  vierteilige  Cyklen,  in  denen  y 

die  Werte  0,  —  c,  0,  -\-  c  anninimt.     Der 

Zusammenhang  zwischen  y  und  <p'}  den  die 

Fig.  15  veranschaulicht,   wird  durch  die  erste   der  Gl.  (7)   beherrscht. 

Die  Integration   ergiebt   init  v2  =  0  als   Gleichung   der  Schliessungs- 

linie  (y  =  —  c): 

(11)  (YI  -\~  £)e~'i  =  konst., 
wenn  zur  Abktirzung 

/-t  -\  '\  „/  f4         c.        i          , ,   a(i" 

(ill  TJ  =  y  — ,     L  =  1  —  w  - 

C  K(00C 

gesetzt  wird.  Die  Stabilitat  erfordert,  dass  j  y'  am  Ende  eines  Cyklus 
kleiner  sei  als  zu  Beginn.  Le'aute  begniigt  sich  damit,  diese  Forderung 
bei  jenen  Bewegungen  erfiillt  zu  sehen,  die  von  einer  Gleichgewichts- 
lage  (ipf  =  0,  also  £  -f-  17  =  1)  ausgehen.  Aus  (7)  ergiebt  sich  dann 
die  Bedingung: 

(12)  d  +  s  <  —  - 

Oili 

oder  angenahert: 

(12')  d2 


385)  Beitrage  zur  Frage  der  Regulierung  hydraulischer  Motoren,   3  Hefte, 
Wien  1906—1909. 

386)  Uber  die   automatische  Regulierung  der  Turbinen,  Diss.  Berlin  1905. 

387)  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  233. 

388)  Mitt.  lib.  Forschungsarb.,  herausg.  v.  Ver.  deutsch.  Ing.  H.  53,  Berlin  1908. 

389)  Journal  de  1'ecole  polytecbn.  cahier  55  (1885),  p.  1. 
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Leaute,  der  (11)  durch  eine  Parabelgleichung  approximiert,  findet  eine 
nur  wenig  von  (12')  verschiedene  Bedingung390). 

18  c.  Einfluss  langer  Ronrleitungen  auf  die  Regulierung  hy- 
draulischer  Motoren.  Das  Drehmoment  eines  Wasserrades  oder  einer 
hydraulischen  Turbine  1st  von  der  Geschwindigkeit  des  zufliessenden 
Arbeitswassers  abhangig  (Nr.  3).  Dieser  Urnstand  zwingt  zu  einer 
Erweiterung  des  Ansatzes  (7),  da  die  Veranderlichkeit  der  Wasser- 
gescliwindigkeit  wieder  durch  die  mechanischen  Vorgange  in  der  Rohr- 
leitung  bestimmt  wird.  Ein  in  den  Anwendungen  haufig  vorkominen- 
der  Fall,  dessen  Theorie  von  A.Stodola  vollstandig  entwickelt  wurde891), 
ist  in  Fig.  16  schematisch  angedeutet.  Das  Wasser  fliesst  der  Tur- 


Fig.  16. 

bine  T  mit  der  veriinderlichen  Geschwindigkeit  u  aus  einer  Diise  D 
zu,  deren  Offnung  f  vom  Regulator  beeinflusst  wird,  also  gegebene 
Funktion  von  y  ist.  Unmittelbar  vor  der  Diise  herrscht  im  Innerii 

•J 

der  Druck  p,  so  dass392) 

(12)  u  =  (pl  }/~Pr  --  =  konst.  y~p 

gesetzt  werden  darf.  Wiirde  das  Wasser  ohne  langere  Rohrleitung 
einem  Reservoir  entnommen  werden,  so  konnte  man  p  und  damit  u 
annahernd  als  konstant  ansehen.  Im  vorliegenden  Falle  aber  hat  jede 
vom  Regler  bewirkte  Verkleinerung  von  f  zun'achst  eine  Verzogerung 
der  in  der  EoMeituny  entlialtenen  Wassermasse  und  damit  eine  Ver- 
grosserung  von  p  zur  Folge,  da  die  Verhaltnisse  am  Anfangspunkt  A 
der  Rohrleitung  wesentlich  ungestort  bleiben.  Urn  den  ungiinstigen 
Einfluss  dieser  Massenwirkung  zu  mildern,  ist  der  Windkessel  W  an- 
geordnet.  Dieser  besteht  (vgl.  auch  IV  21,  M.  Griibler,  Nr.  10)  aus  einem 
an  die  Rohrleitung  angeschlossenen  Gefass,  in  dem  das  eintretende 
Wasser  Luft  komprimiert.  Der  Querschnitt  der  Rohre  werde  kon 
stant  gleich  F  vorausgesetzt,  die  Geschwindigkeit  vor  dem  Windkessel 

390)  A.  a.  0.,  p.  108. 

391)  Schweizer  Bauzeitung,  22  (1893),  p.  113  und  23  (1894),  p.  108. 

392)  Vgl.  IV  20,  Ph.  Forchheimcr,  Nr.  8.     In  unserm  Text  steht  <pl  fur  den 
,,Ausflusskoeffizienten",  ft'  fur  die  spezifische  Masse  des  Wassers. 
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sei  w,  zwischen  Windkessel  und  Turbine  v,  der  Druck  im  Windkessel 
q  und  am  Beginn  der  Rohrleitung  konstant  gleich  p±.  Die  Druck- 
differenz  pt  —  q  entspricht  der  Beschleunigung  der  zwischen  A  und 
W  eingeschlossenen  Wassermasse  und  den  hydraulischen  Widerstanden 
der  Strecke  AW,  also  ist 

(13)  jfc  — 2  =  «!«>  + *X» 

wenn  ?,,  die  auf  die  Querschnittseinheit  entfallende  Masse,  £t  einen 
von  der  Rauhigkeit  der  Rohrwand  usf.  abhangigeii  Koeffizienten  (IV 
20,  Ph.  Forchheimer,  Nr.  4)  bedeutet.  Ebenso  gilt  fiir  die  Leitung 
vom  Windkessel  zur  Turbine: 

(14)  q—  p  =  l2v  +  %v*. 

Bezeichnet  JcF  das  augenblickliche  Volumen  der  im  Windkessel  ein 
geschlossenen  Luft,  so  folgt  aus  dem  Boyle- Mariotteschen  Gesetz: 

(15)  -  q  (w  —  v}  -{-  kq  —  0 , 

da  in  der  Zeiteinheit  die  Wassermenge  F(w  —  v)  in  den  Windkessel 
eintritt.  Schliesslich  besteht  die  Kontinuitatsbedingung: 

(16)  Fv  =  fu 
und  der  Ausdruck  fiir  das  Drehmoment: 

/17\  TT  ,,.      M2     1 

\r*)  -"4 ===  ^if1 1 u  v  ~ 

in  dem  der  Wirkungsgrad  rj  und  die  spezifische  Masse  ^'  als  Kon- 
stante  zu  betrachten  sind  (Nr.  3b).  Macht  man  den  Ansatz  fiir  kleine 
Schivingungen  um  einen  stationaren  Zustand: 

U    =    UQ-\~     U',  V     =    VQ    -f-     V' ,  W     =     WQ    -|~     W', 

(18) 
mit 

(19) 

^0          Jf  0  20?  0  0?  0          /  0    0 

und  der  weiteren  Bedingung,  dass  das  Drehmoment 


dem  Gleichgewichtszustande   zwischen   treibenden  und  widerstehenden 
Kraften  entspricht,  so  ergiebt  sich  das  Gleichungssystem : 
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2'-f  Z1«;/  +  2e1tt;0M/==0, 

-?'+!>'  +  M1'  +  2£2v0v'  ==  0, 


._          .. 

fl0  a  y  %    Po 

Dies  sind  sieben  lineare  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten  in  den  sieben  Variablen:  <?',  x',y'  ,v',  w',  p',  q.  Die  explizite 
AufsteUung  der  Stabilitatsbedingungen  bietet  nun  keine  prinzipiellen, 
bocbstens,  der  grossen  Zahl  der  Variablen  wegen,  rechnerische  Schwierig- 
keiten.  Einzelne  Sonderfalle  sind  von  A.  Stodola  und  A.  Bateau™3) 
ausfuhrlich  diskutiert  worden.  Es  zeigt  sicb,  dass  die  Anordnung  eines 
Windkessels  der  Vergrosserung  der  Schwungmassen  gleichwertig  ist, 
dass  die  Reibung  des  Wassers  in  der  Rohrleitung  eine  Dampfung  be- 
deutet,  die  jedoch  eine  Reglerbremse  nicnt  ersetzt  u.  a,  m.394). 

18d.  Isodrom-Regulierung.  Die  in  Nr.  14  c  beschriebene  An 
ordnung  Fig.  12  stellt  ein  System  von  vier  Freiheitsgraden  dar.  Die- 
selbe  Uberlegung,  die  zu  Beginn  von  Nr.  8  a  angestellt  wurde,  fiibrt 
zu  der  Annabme,  dass  durch  Einschaltung  der  Teile  flf  f2  .....  sich 
die  I'inematisclic  Seite  der  drei  bisber  betracbteten  Lagrangeschen  Glei- 
cbungen  (aus  denen  (7)  folgt)  nicbt  andert,  und  die  der  neuhinzu- 

kommenden  vierten  lautet: 

..    .     1  dm  .8 
(22)  m9*  +  -'2  Ite  *       m3*  ' 

Auf  der  dynamischen  Seite  tritt  keine  Anderung  ein,  soweit  es  sich 
urn  die  Gleicbungen  der  Mascbine  und  des  Reglers  handelt.  Dagegen 
ist  jetzt  die  Ventileroffnung  fur  die  Servomotor-Steuerung  von  x  und 
e  (statt  wie  bisher  von  x  und  y)  abbangig.  Wir  wahlen  als  Koordi- 
nate  z  oder  e'  eine  der  Entfernung  des  Zylinders  ft  aus  seiner  Mittel- 

393)  Traite  de  turbo-machines,  Paris  1900,  p.  240. 

394)  Mit   der  Untersuchung  der  bei  der  Turbinenregulierung  auftretenden 
Schwingungen  des  Wassers  beschaftigen  sich,  ohne  den  Regulator  selbst  in  die 
Betrachtung  einzuschliessen:     L.  Allievi,   Theorie  generale  du  mouvement  varie 
de  1'eau   dans  les  tuyaux,   Paris  1904.     P/arr,   Die  Turbinen    fur  Wasserkraft- 
betrieb,  Berlin  1907,  Kap.  21.     Eine  Zusammenstellung  aller  Ansatze  und  zahl- 
reiche  Litteraturangaben  bringt  A.  Ward,  Dinglers  polytechn.  Journ.  324  (1909), 
p.  401  ff.     Vgl.  auch  IV  20,  Ph.  ForcKheimer,  Nr.  12. 
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lage  (Fig.  12)  proportion  ale  Strecke,  und  zwar  derart,  dass  die  Ven- 
tileroffnung  durch  x'  --  a'  dargestellt  wird.  Die  Kraftkomponente  Z 
der  Isodrom-Vorrichtung  enthalt  dann  einen  z'  proportionalen  Be- 
standteil  v^z',  herriihrend  von  der  Wirkung  der  elastisclien  Federn 
Ft  und  F2.  Dazu  kommt  infolge  der  Eigenschaften  des  01-Kataraktes 
ein  der  Relativgeschwindigkeit  der  Teile  e  und  /'  proportionates  Glied, 
fur  das  wir  W3A2(^  —  #)  schreiben  diirfen.  Die  vier  Systemgleichungen 
lauten  somit,  bei  Beschrankung  auf  kleine  Schwingungen  um  den 
stationaren  Zustand: 


•    /      i  9        /       i        *A>  t&n         /  r\ 

pep   +  1'>  +      -°  y   =  0, 


I* 


(23) 


Die  Koeffizienten    der   cnarakteristischen    Gleichung   sechsten   Grades 
lauten: 


a2  =  v          A3(5  +  A^3  +  d?2  +  (i  (^  +  A8)  +  i;", 

«3  —  ^i^i2  +  ^3^  (A!  +  AJ)  +  VA.  +  ^  K2  +  AS 

+  A^  +  ^2)  +  ^  +  A,) 
(24)         a4  =  ^P2A3^  +  it  (V/+  ^,tf  (At  +  A,)  +  dp*  A,) 


Man  erkennt,  dass  die  Stabilitatsbedingungen  nicht  erfiillbar  sind;  wenn 
p  .  =  0,  v2=0,  A1=AS  =  0  und  -9-  =  0  gesetzt  wird,  d.  h.  es  ist 
auch  hier  ein  gewisses  Mass  von  Darupfung,  Selbstregulierung  oder 
ahnl.  erforderlich.  Vernachlassigt  man  die  Massen  m1  und  ms,  setzt 
also  pa=  oo,  A3  ==  oo  und  v*=  cx>7  iiberdies  i/2=  0,  ^  =  0  und 
schreibt  v  fur  den  Quotienten  v^\  A3,  so  vereinfacht  sich  der  An- 
satz  (23)  derart,  dass  eine  charakteristische  Gleichung  dritten  Grades 
resultiert395).  Die  Stabilitatsbedingungen  lauten  dann: 
(25)  v>0,  «j>0,  <?>0. 

395)  Vgl.  If.  Kroner,   Zur  Kritik  der  Turbinen-Regulatoren,  Diss.  Karlsruhe 
1910.     M.  Tolle,  Regelung  d.  Kraftmasch.,  2.  Aufl.,  p.  678. 
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Es  1st  aber  zu  beachten,  dass  d  den  Ungleichformigkeitsgrad  des 
Reglers  bedeutet;  der  der  Reguliemng  1st  bei  Einbau  einer  Isodrom- 
Vorrichtung  stets  gleich  Null,  d.  h.  die  Maschine  nimrat  bei  jeder 
Belastung  dieselbe  stationare  Geschwindigkeit  an. 

jR.  Low?/396)  hat  in  einfacher  Weise  die  Wirksamkeit  einer  Iso- 
drom-Regulierung  untersucht,  indem  er  die  Geschwindigkeit  y  des 
Servomotors  als  gegebene  Konstante  ansieht,  so  dass  die  letzte  der 
Gleichungen  (23)  unmittelbar  integriert  werden  kann.  Er  zeigt  dann 
an  Rechnungsbeispielen  den  Einfluss  der  verschiedenen  Faktoren  auf 
die  Stabilisierung. 

C.  MascMnenelemente  nnd  Apparate. 

19.  Welle  und  Lager. 

19 a.  Lagerreibung.  Der  erste,  der  im  Gegensatz  zu  alteren 
Anschauungen  in  dem  Reibungsvorgang  zwischen  geschmierten  Ober- 
flachen  starrer  Korper  ein  wesentlich  liydrodynamisches  Problem  er- 
kannte,  war  N.  Petroff391).  Seine  Auffassung  der  Lagerreibung  war 
im  wesentlichen  die:  ein  gerader  Kreiszylinder  vom  Radius  r  rotiert 
in  einem  ihn  zentriscli  umschliessenden  Hohlzylinder  vom  Radius  r  -f-  s; 
die  dazwiscben  liegende  Schmierscbicbt  von  der  gleichmassigen  Dicke  s 
vollfiihrt  dabei  die,  durch  die  Umfangsgeschwindigkeit  u  der  Welle 
bedingte,  laminare  Bewegung  einer  zahen  Fliissigkeit  (A.  E.  H.  Love, 
IV  15,  Nr.  16).  Damit  ergab  sich  der  Koeffizient  'der  Zapfenreibung 
(Nr.7b,l)):  ' 
(1)  *--»«7-7» 

wobei  P  den  auf  die  Langeneinbeit  des  Lagers  entfallenden,  zur  Axe 
senkrechten,  ausseren  Druck,  A  die  Konstante  der  inneren  Reibung 
des  Scbmiermittels  0  bei  A.  E.  H.  Love  IV  15,  Nr.  12)  bezeichnet. 
Die  Formel  (1)  prufte  Petroff  an  den  damals  vorliegenden  Versuchs- 
ergebnissen  von  G.  A.  Him***),  H.  E.  Thurston™),  und  Kirchweger™), 
fand  sie  durch  die  Hirnschen  Versuche  einigermassen  bestai/igt  und 
ergiinzte  sie  mit  Rucksicht  auf  die  anderen  durch  eine  plausible  An- 
nahme  iiber  die  Abhangigkeit  des  Spielraumes  s  von  P401).  Dagegen 


396)  Elektrotechnik  und  Mascbinenbau,  1908,  p.  195  ff. 

397)  Neue  Theorie  der  Reibung,  deutsch  v.  L.   Wurzel,  Hamburg  1887. 

398)  Bullet,  de  la  societe  industrielle  de  Mulhouse  26  (1854),  p.  188. 

399)  Friction  and  lubrication,  New- York  1879. 

400)  Organ  f.  d.  Fortschr.  des  Eisenbahnwesens,  1864,  p.  12. 

401)  A.  a.  0..  p.  159. 
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Fig.  17. 


setzte  0.  'Reynolds*®'*),  der  aus  Beobachtungen  schloss,  dass  die  Welle  im 

allgemeinen  nicht  zentriscli  im  Lager  liefe,  5  =  konst.,  und  betrachtete 

(s.  Fig.  17)  die  Exzentrizitat  e  =  ss  (0<«<1) 

als    eine    durch    die  Bedingungen    des  hydrody- 

namischen  Problems  zu  bestimmende  Grosse.     In 

der  mathematischen  Durchfiihrung  dieser  Theorie, 

der  sich  auch  N.  Petroff  in  einer  spateren  Arbeit403) 

anschloss,   erzielte  A,  Sommerfeld*0*)  wesentliche 

Vereinfachungen   und   ermoglichte   dadurch    den 

unmittelbaren    Vergleich     mit    den    zahlreichen 

neueren  Beobachtungsresultaten  von  E.  StribeckM5\ 

0.  Lasche™),  H.  Heimann^1}  u.  a. 

Nach   der  Eeynoldsscken  Auffassung  hat   die  Schmierschicht  die 
variable  Dicke  h  (Fig.  17): 
(2j  h  =  s(l  -j-  £  cos  qp), 

die  r  gegeniiber  als  sehr  klein  gelten  darf.  Vernachlassigt  man  iiber- 
dies  alle  Massenbeschleunigungen,  so  liefert  die  Theorie  der  zahen 
Fliissigkeiten  einen  Ansatz,  der  darauf  hinauskommt,  dass  an  jeder 
Stelle  sich  Druckgefalle  ~j-  und  Tangentialspannung  r  am  Wellen- 
umfang  genau  so  aus  der  Durchflussmenge  Q,  aus  h  und  u  bestimmen, 
wie  wenn  die  Bewegung  zwischen  parallel 'en  geraden  Wan  den  vom 
Abstand  h  usf.  stattf ancle408).  Es  gilt  dann  fur  jeden  Wert  von  qp: 


(3) 
(4) 


_ 
rdq> 


Die  Bedingung  dafiir,  dass  p  eine  rein  periodische  Funktion  von 
<p  wird;  ergiebt  die  Durchflussmenge409): 


us 


402)  London  Philos.  Transactions  177  (1886),  Part.  I,  p.  157  =  Scientific  Papers 
Vol.  II,  p.  228. 

403)  Memoires  de  1'Academie  de  St.  Petersbourg,  (8)  t.  10  (1900),  Nr.  4. 

404)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  50  (1904),  p.  97. 

405)  Zeitschr.  d.Ver.  deutsch.Ingen.  1902,  p.  341  ff.  =  Mitt.  ub.  Forschungsarb. 
her.  T.  Ver.  deutsch.  Ing.    H.  7.    Berlin  1903. 

406)  Ebda.  1902,  p.  1881  ff.  =  Mitt.    H.  9.    Berlin  1903. 

407)  Ebda.  1905,    p.  1161  ff.    Vgl.  ferner  G.  Dettmar,   Dinglers  polytechn. 
Journ.  315  (1900),  p.  88  und  Elektrotechn.  Zeitschr.  1899,  p.  380  tf.  und  1902,  p.  741. 

408)  A.  Sommerfeld,  a.  a.  0.,  p.  116.    Eine  weitere  Untersuchung  dieser  Frage 
unternehmen  ^nach  einein  Eeferat  im  Jahrb.  f.  d.  Fortschr.  d.  Mathem.  f.  1904  (35), 
p.  766)  N.  Joukowsky  u.  S.  Tschaplygin,  Moskau  1904. 


Eucyklop.  d.  math.  Wiseenacli.    IV  1,  II. 
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und  £  rechnet  sich  aus  P  nach  der  Gleichung: 


(6)     P  =  r  I  p  sin  <pd(p  =  r  I  -^  cos  <p dtp  =  -  n  ™V 
t/  tJ 


(2 

0 


da  der  Symmetric  wegen  die   Druckkomponenten    in    der   Horizontal- 
richtung  sich  aufheben.     Der  Zapfenreibungs-Koeffizient  ty  folgt  aus 

(4),  (5)  und  (6): 

rfrdvp 


somit  wegen  (6)  als  Produkt  von  —  in   eine   numerisch   leicht  zu  er- 
mittelnde  Funktion  der  einzigen  Variablen  x: 

l 

(8)  X= 


Fiir  grossere  Werte  von  x  geht  (7)  in  die  Petroff'sche  Gieichung 
(1)  fiber.  Das  interessanteste,  durch  die  Erfahrung  sehr  gut  bestatigte 
Ergebnis  besteht  darin,  dass  es  einen  von  Druck,  Geschwindigkeit 
und  Temperatur  vollig  unabhangigen  Kleinstwert  von  ty  giebt  -  -  er 
liegt  bei  x  =  0.066  und  betragt  if>min  =  0.943  —  Fiir  kleinere  x  wachst, 
wie  die  Integration  von  (3)  lehrt,  die  maximale  Druckdifferenz  mehr 
und  mehr,  und  dies  zeigt  --  wieder  in  Ubereinstimmung  mit  der  Er 
fahrung  •—  ,  dass  es  eine  mit  zunehmendem  P  un4  s  und  mit  ab- 
nehmendern  A  wachsendes  Minimum  der  Geschwindigkeit  giebt,  unter- 
halb  dessen  eine  zusammenhangende,  den  Spielraum  voll  ausfiillende 
Schmierschichte  nicht  mehr  existiert.  Erne  Erganzung  der  Theorie 
fur  dieses  Gebiet,  die  den  beobachteten  stetigen  IJbergang  von  ^>  zum 
Koeffizienten  der  trockenen  Reibung  ergeben  wiirde;  steht  noch  aus. 

Fiir  grossere  x,  also  hohe  Geschwindigkeiten,  wird  die  Ubersicht 
durch  den  starken  Einfluss  der  Temperatur  auf  den  Wert  von  I  ge- 
triibt.  Rechnet  man  aber  fur  eine  Serie  der  Versuche  von  R.  Stribeck*10), 
die  an  einem  Gusseisenlager  mit  selbsttatiger  Einstellung  der  Axen- 
richtung  (Sellers-Lager)  von  r  =  3.5  cm,  s  =  0.013  cm  bei  P=  35  kg/cm 
vorgenommen  wurden,  aus  den  beobachteten  Werten  von  t/>  nach  (6) 
und  (7)  die  Werte  von  A  und  bestimmt  daraus  nach  den  Angaben 
Stribecks  iiber  das  verwendete  Schmierol411)  die  Temperaturen,  so  er- 


409)  Die   Quadraturen,   deren  Eesultate  die  Gl.  (5),  (6)  und  (7)   enthalten, 
sind  durch  Sommcrfdd,  a.  a.  0.,  p.  109  ff.  in  einfacher  Weise  durchgefiihrt  worden, 
wiihrend  sie  bei  Reynolds  und  Petroff  durch  Reihenentwicklungen  ersetzt  werden. 

410)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  190'2,  p.  1348.  Fig.  10. 

411)  Dabei  miisaen  die  von  Stribeck  angegebenen  Englerachen  Fliissigkeits- 
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halt  man  fiir 

w  =  23.1,       70,       140,       280,       404  cm/sek. 
als  berecknete  Temperatur  der  Olschichte: 

26°,         32°,        44°,         61°,         70°  C, 
wahrend  Stribeck  als  gemessene  Temperatur  des  Lagers: 
26.5°,         29°,         39.5°,         56°,         67°  C 

gegeniiber  einer  Lufttemperatur  von  20°  C  angiebt.  Fiir  die  praktische 
Verwendung  der  Theorie  kommt  es  somit  in  erster  Linie  darauf  an, 
die  fhermischen  Vorgange  im  Lager  naher  zu  verfolgen.  0.  Lasctie 
untersuchte  die  Warmeabgabe  der  Lager  darch  Leitung  und  Strah- 
lung  und  schloss  aus  seinen  Versuchen  mit  sehr  hohen  Greschwindig- 
keiten412)  (u  >  1.0  in/sek.,  t  >  50°): 

P 

-    il>  t  —  konst.  ~  2 
ir 

(t  Temperatur  in  Celsiusgraden).  Fiir  Geschwindigkeiten  unter  4  m/sek. 
gab  G-.  Dettmar*13*)  die  Formel: 

—  tyt  =  konst.  yu. 

H.  Heimann  erganzte  diese  Untersuchungen  durch  neue  Beobach- 
tungen  und  kritische  Zusammenfassung  aller  Ergebnisse  und  suchte 
auch  die  Warmeabgabe  an  die  parallel  zur  Axe  den  Lagerspielraum 
durchstromende  Olmenge  in  Rechnung  zu  stellen.  In  dieser  Hinsicbt 
weist  die  hydrodynamische  Theorie  noch  eine  Liicke  auf. 

Auch  fur  ein  Lager,  das  den  Wellenumfang  nur  teilweise  um- 
schliesst,  ist  die  Theorie  von  0.  Reynolds  in  Angriff  genommen  und 
von  A.  Sommerfeld  weiter  ausgefiihrt  worden.  Uber  Spurzapfen,  dann 
Kugel-  und  Rollenlager  liegen  theoretische  Ansatze  nicht  vor414). 
A.  G.  M.  Michell^b}  behandelte  den  Fall  des  geradlinigen  Grleitens 
eines  rechteckigen  Blockes  auf  ebener  Unterlage,  wobei  er  den  dem 
SommerfddBch&a.  analogen  Ansatz  fur  zweidimensionale  Bewegung  durch 
Besselsche  Funktionen  integrierte. 


zahlen  auf  das  physikalische  Zahigkeitsmass  umgerechnet  werden.   Vgl.  R.  v.  Mises, 
Phys.  Zeitschr.  (12)  1911,  p.  812. 

412)  A.  a.  0.,  p.  1890. 

413)  Dinglers  polytechn.  Journ.  315  (1900),  p.  93. 

414)  tlber  experimentelle  Ergebnisse  s.  z.  B.  _R.  Stribeck,   Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1901,  p.  123  u.  1902,  p.  1463,  auch  Mitt.  iib.  Forschungsarb.  her.  v.  Ver. 
deutsch.  Ing.  Heft  2  u.  7.     Vgl.  Nr.  7  b,  1). 

415)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  (52)  1905,  p.  123. 
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19b.  Das  Schleudern  rotierender  WeUen416).  Eine  Welle,  die 
sich  bei  gleichformiger  Rotation  unter  dem  Einfluss  der  ,,Fliehkrafteu 
ausbiegt,  unterliegt  damit  einer  Belastung,  deren  Grosse  von  der  Grosse 
der  Deformation  abhangt.  Daraus  ergeben  sich  Unregelmassigkeiten 
im  Verlauf  der  Erscheinung,  wenn  man  sie  bei  stetig  wachsender 
Winkelgeschwindigkeit  co  verfolgt.  Die  Beobachtung  zeigt,  dass  die 
Welle  bei  einzelnen  diskreten  Werten  von  ra,  den  ,,kritischen  Ge- 
schwindigkeiten"  COA,,  auffallend  unruhig  lauft  man  sagt,  sie 

,,schleudert"  (to  whirl)  -  -  und  dass  sie  in  einiger  Entfernung  von  den 
ok,  insbesondere  bei  Werten,  die  weit  iiber  dem  grossten  cok  liegen, 
sich  sehr  ruhig,  fast  wie  kraftefrei  verhalt. 

Auskunft  iiber  die  Lage  der  kritisclien  Geschwindigkeiten  und  iiber 
die  Verhaltnisse  in  hinreichender  Entfernung  von  diesen  verschafft 
man  sich  mit  dem  einfachsten,  fiir  kleine  Deformationen  giiltigen, 
linearen  Biegungsansatz,  der  auf  der  Annahme  der  Superponierbarkeit 
der  Spannungen  uud  Dehnungen  aufgebaut  ist.  Es  bezeichne  TJ(S,  f) 
fiir  die  irgendwie  gelagerte  Welle  die  Durchbiegung  an  der  Stelle  x  =  s, 
hervorgerufen  durch  eine  im  Punkte  x  =  t  angreifende  Kraft  P  --  =  1, 
ferner  r/(s,  f)  die  zugehorige  Neigung  der  elastischen  Linie,  schliess- 
lich  &(s,  t)  und  &'(s,  t)  die  analogen  Werte  fur  den  Fall,  dass  an  Stelle 
von  P  ein  eingepragtes  biegendes  Moment  M  =  1  tritt.  Nach  den 
Satzen  iiber  die  Formanderungsarbeit417)  gilt,  wenn  die  Auflagerkrafte 
keine  Arbeit  leisten:  r< 

(1)  ^(s,0==^(^s);     »(s,t)  =  ii'(t,s),     &'(s,t)  =  &'(t,s). 

Die  TJ  und  ^  sind  in  s  und  t  ganze  rationale  Funktionen  vom 
ersten  bis  dritten  Grad  und  aus  den  Auflagerbedingungen  leicht  zu 
ermitteln.  Tragt  die  WeUe  an  der  Stelle  x  =  xt  eine  homogene,  diinne 
Kreisscheibe418)  von  der  Masse  ml}  vom  Tragheitsmoment  Tt  (fiir  einen 
Durchmesser  als  Axe)  und  von  der  Schwerpunktsdistanz  rt,  so  ergeben 
die  ,,Fliehkrafte"  die  Belastung: 

(2)  Pt  =  m.y^,         Mt  =  ?»2, 

wenn  yt  die  um  rl  vermehrte  Durchbiegung,  also  die  ,,Endexzentri- 
zitat",  y[  die  Neigung  der  elastischen  Linie  im  Punkte  x  =  XL  be- 
deutet.  Fiir  eine  (masselose)  Welle,  die  ausschliesslich  n  solche  Scheiben 


416)  fiber  denselben  Gegenstand  referiert  auch  Th.  v.  Kdrmdn.  IV  27  Nr.  13  b. 

417)  Cl.  Maxwell,  Scientific  Papers  I,  Cambridge  1890,  p.  598;  vgl.  a.  A.  Foppl, 
Techn.  Mechan.  3,  Leipzig  1909,  p.  173. 

418)  fiber  den  Fall  eines  beliebig  gestalteten  Korpers  vgl.  A.  Stodola,  Dampf- 
turbinen,  p.  290. 
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tragt,  gelten  nun  die  2n  in  den  y  und  y    linearen  Gleichungen: 


(3) 

Singularitaten    treten    ein,    wenn    die   Koeffizienten-Determinante 

o  ' 

DZn  dieser  Gleichungen  verschwindet,  und  es  folgt  aus  (1),  dass 
D2re  =  0  2n  positive  reelle  Wurzeln  ok  besitzt418a)  (die  nicht  notwendig 
alle  von  einander  verschieden  sein  miissen).  Das  sind  die  kritischen 
Gesctiwindig'keiten.  In  dem  Grenzfall  vollig  zentrierter  Scheiben  - 
alle  rl  =  0  -  -  hat  (3)  nur  fur  diese  singularen  Werte  <ak  Losungen, 
abgesehen  von  der  trivialen,  und  diese  Losungen  sind  hinsichtlich 
eines  Faktors  unbestimmt.  Zugleich  ergeben  sich,  wenn  die  rt  nicht 
alle  verschwinden  und  nicht  besonderen  Bedingungen  geniigen419)  un- 
endlich  grosse  Werte  fur  die  yt  und  y 'l}  wobei  jedoch  zu  beachten  ist, 
dass  der  Ansatz  nur  fur  Meine  Ausbiegungen  gilt.  Da  allgemein  die 
Losung  die  Form  eines  Bruches  D2»-i:  D2n  annimmt,  in  dem  der 
Zahler  eine  Funktion  (2w —  l)ten  Grades  von  «2  darstellt,  so  folgt, 
dass  fur  unbeschrankt  wachsendes  c?  alle  yt  und  y\  gegen  Null  gehen; 
dies  erklart  die  eingangs  erwahnte  Erscheinung  der  ,,Selbstzentrierung" 
bei  hohen  Geschwindigkeiten. 

Tragt  die  Welle  kontinuierlich  verteilte  Massen  (wobei  auch  die 
Eigenmasse  entsprechend  beriicksichtigt  werden  kann)7  so  treten  an 
Stelle  von  mt  und  Tt  Ausdriicke  von  der  Form  p(£)  dt  und  t(£)  dt.  Vor- 
ausgesetzt  wird,  dass  durch  den  Raum,  den  die  Scheiben  usf.  be- 
anspruchen,  die  Biegsamkeit  der  Welle  nicht  beeintrachtigt  wird.  Aus 
(3)  entsteht  jetzt  ein  System  von  zwei  simultanen  Integralgleichungen: 


(4) 


i 
y(s]  =  r(s)  +  CD»  r 


418  a)  Denn  wegen  (1)  ist  das  Koeffmenten- Schema  von  (3)  ein  symmetrisches, 
und  dass  die  zugehorige  quadratische  Form  definit  ist,  erkennt  man  leicht  aus 
ihrer  mechanischen  Bedeutung. 

419)  Diese  Bedingungen  wurden  fur  einen  besonderen  Fall,  die  gleichformig 
belastete  Welle,  von  Kneser  untersucht,  Zeitschr.  Math.  Phys.  1{J04,  p.  264. 
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die  wegen  (1)  auf  eine  symmetrische  Form  gebracht  werden  konnen, 
wenn  man  fiir  y  und  y  als  neue  Variable  yY^  un(*  y'Y'r  einfiihrt. 
Damit  ist  die  Ubertragbarkeit  der  fiir  Einzelmassen  gewonnenen  Re- 
sultate  gesichert.  Uber  den  Differentialgleichungs-Ansatz,  der  (4)  ent- 
spricht,  wie  auch  fiber  spezielle  Losungen,  bericlitet  Tli.  v.  Kdrmdn, 
IV  27  Nr.  13b. 

Will  man  Aufschluss  iiber  das  Verlialten  der  Welle  in  der  Nalie 
der  Itritisclien  Geschwindigkeiten  haben,  so  wird  man  zunachst  von 
der  genaueren  Definition  der  elastischen  Linie  ausgehen,  die  ihre 
Krummung  (nicht  die  zweite  Ableitung)  der  Ordinaten  dem  Biegungs- 
moment  an  jeder  Stelle  proportional  setzt.  Im  Falle  von  Einzelmassen 
fiihrt  jetzt  die  Losung  auf  elliptische  Funktionen.  Fiir  das  einfachste 
Beispiel,  die  an  beiden  Enden  aufliegende,  nur  in  der  Mitte  belastete 
Welle,  die  (der  Symmetrie  wegen)  nur  eine  kritische  Geschwindigkeit 
aufweist,  ergiebt  sich  folgendes420):  Die  Kurve,  die  den  Wert  yv  von  y 
in  der  Wellenmitte  als  Funktion  von  o  darstellt,  zerfallt  in  zwei  Aste, 
einen  positiven,  der  nur  bis  an  eine  bestimmte  Stelle  o  <  cak  reicht  und 
fiir  G)  =  0  die  Werte  rt  und  -}~  °°  besitzt,  und  einen  negativen;  der  bei 
ta  =  0  rait  -  -  oo  beginnt  und  sich  der  Abszissenaxe  asymptotisch 
nahert.  Dieser  Verlauf  zeigt  -  -  und  darin  liegt  die  Erklarung  fiir 
das  Schleudern  -  -  dass  nalie  unterhalb  raA7  und  zwar  um  so  uaher,  je 
kleiner  ri  ist,  eine  Unstetiglceit  in  der  Aufeinanderfolge  der  Gleich- 
gewichtslagen  eintritt.  Steigert  man  to  allmalich  bis  an  cok,  so  muss 
einmal  ein  Ubergang  des  yt  von  einem  positiven,  oberhalb  rx  gelegenen, 
Werte  zu  einem  negativen  erfolgen,  und  dieser  Ubergang  wird  von 
Schwingungen  u.  dgl.  begleitet  sein. 

Um  die  Stabilitdt  des  Zustandes  relativen  Gleichgewichtes  zu  unter- 
suchen,  kann  man  in  der  iiblichen  Weise  die  Grosse  der  potentiellen 
Energie  und  der  Forrnanderungs  -Arbeit  in  Rechnung  ziehen.  Man 
findet,  dass  fiir  r±  —  0  die  gestreckte  und  allgemeiu  die  am  wenigsten 
gebogene  Form  dann  die  stabilste  ist,  wenn  infolge  Festlegung  der 
Enden  eine  Verbiegung  der  Welle  nur  unter  gleicJizeitiger  Dehnung 
Hirer  Mittellinie  moglich  ist.  Andernfalls  tritt  die  Stabilitat  erst  bei 
a  =  ok  ein.  In  anderer  Weise  untersucht  A.  Stodola^1}  die  Frage 
der  Stabilitat,  indem  er  die  in  der  Mitte  belastete  Welle  als  ein  System 
von  drei  Freiheitsgraden  auf'fasst  und  auf  dieses  die  Methode  der 
kleinen  Schwingungen  anwendet.  Als  Koordinaten  erscheinen  neben 
yi  der  Drehungswinkel  der  Welle  und  der  Winkel,  um  den  der  Sehwer- 


420)  B.  v.  Mises,  Monatsh.  Math.  u.  Phys.  1911,  p.  33. 

421)  Dampfturbinen,  p.  626. 
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punkt  der  Scheibe  gegen  die  Welle  im  Sinne  der  Rotation  voreilt. 
Das  Resultat  der  Uberlegungen,  die  sich  auf  den  linearen  elastischen 
Ansatz  stiitzen  und  eine  Dehnung  der  Welle  nicht  in  Betracht  ziehen, 
ist,  dass  Stabilitat  nahe  oberhalb  der  kritschen  Geschwindigkeit  eintritt. 
Als  wesentlich  stellt  sich  dabei  heraus,  dass  die  Belastung  keine  punkt- 
formige  sein  darf,  sondern  ein  endliches  Tragheitsmoment  um  die 
Rotationsaxe  ergeben  muss. 

20.  Riemen-,  Seil-  und  Kettentrieb. 

Unter  den  Getrieben,  die  hohere  Elementenpaare  im  Sinne  Eeu- 
leaux'^2}  umfassen,  ist  eines  der  am  haufigsten  verwendeten  der  ,,Rollen- 
trieb".  In  seiner  einfachsten  Form  besteht  er  aus  zwei  kreiszylindrischen 
Scheiben  (Rollen),  die  um  ihre  parallel  gestellten  Axen  rotieren,  und 
aus  einem  Band  (Riemen,  Seil  oder  Kette),  das  iiber  die  Rollen  ge- 
schlungen  und  sich  auf  ihnen  abwalzend  die  Bewegungsiibertragung 
vermittelt.  Man  kann  das  hier  vorliegende  mechanische  Problem, 
unter  Beschr'ankung  auf  den  stationaren  Zustand,  in  zwei  Aufgaben 
zerlegen.  Die  praktisch  wichtigere,  mit  der  sich  die  neueren  Arbeiten 
in  der  Regel  beschaftigen,  geht  auf  eine  Untersuchung  der  Spannungs- 
und  Bewegungsrerhaltnisse  des  auf  der  Scheibe  gefuhrten  Bandstuckes 
aus  und  stellt  im  wesentlichen  ein  Eeibungsproblem  dar.  Die  andere 
sucht  die  Bewegung  des  freien  Bandstiickes  zu  ermitteln,  und  hiermit 
sind  die  alteren  Untersuchungen  iiber  die  sog.  Seilsteifigkeit  yerkniipft. 
Als  theoretische  Grundlage  dient  in  beiden  Fallen  die  Mechanik  der 
eindimensionalen  Kontinua,  also  zunachst  der  vollkommen  biegsamen 
Faden  und  Bander423).  Auf  Ketten  (im  technischen  Sinn),  die  aus 
sehr  vielen,  verhaltnismassig  kleinen,  starren  Gliedern  bestehen,  lassen 
sich  die  Ergebnisse,  soweit  sie  den  freilaufenden  Kettenteil  betreffen, 
gut  iibertragen. 

20 a.  Wechselwirkung  zwischen  RoUe  und  Band.  Es  bezeichne 
r,  v  Krummungsradius  und  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  der 
Band-Mittellinie,  n  den  Normaldruck  der  Scheibe  auf  das  Band,  p  den 
entgegengesetzt  gerichteten  ausseren  Luftdruck  —  beide  auf  die  Langen- 
einheit  der  Mittellinie  reduziert  -  -  schliesslich  S  und  T  Zug-  und 
Schubkraft  im  Querschnitt,  95  den  Reibungskoeffizienten  und  p  die 
Masse  der  Langeneinheit  des  Bandes.  Dann  lauten  die  Bewegungs- 
gleichungen  fiir  das  die  Scheibe  ziehende  Band  bei  Vernachlassigung  der 


422)  F.  Eeuleaux,  Kinematik  2,  Braunschweig  1900,  p.  476. 

423)  tiber  die  Theorie  wird  referiert  von  P.  Stdckel,  IV  6,  Nr.  23  und  von 
K.  Heun.   Ausfuhrliche  Darstellung  bei  E.  J.  Eoutli,  Dynamik  der  Systeme  starrer 
Korper,  deutsch  von  A.  Schepp,  2.  B.,  Leipzig  1898,  p.  429 ff. 
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Schwerkraft : 

v1        S  dT    . 

(I)  u  —  =      —  n  -  •  -.. \-  p. 

r          r  ds     '   *} 

dv        dS  T 

^Tt-d^-^  +  T- 

Die  elementare  Natiemngstheorie,  wie  sie  von  F.  Grasliof^*)  in 
Erweiterung  des  rein  statischen  Ansatzes  von  L.  Euler^}  entwickelt 
wurde,  vernachlassigt  T  und  p  und  setzt  v  =  konst.,  entsprechend  der 
konstant  gehaltenen  Umfangsgeschwindigkeit  der  Scheibe.  Nennt  man 
den  Reibungskoeffizienten  der  Rube  (vgl.  Nr.  6  u.  7)  cp0,  so  hat 
man  jetzt 

(3)  9  <  9o> 

und  durcb  Integration  folgt  aus  (1)  und  (2): 

(4)  S  —  pv*  <  (S^—pv^e^, 

worin  S0  den  Wert  von  S  fur  den  auflaufenden  Riemen,  a  den  um- 
spannten  Bogen  bedeutet.     Findet  man,  dass  das  Gleichheitszeichen  in 

(4)  nicht   erfiillt  sein  kann;   so   ist  die  Spann\mgsverteiluny  zunachst 
unbestimmt.     Das  vom  Riemen  auf  die  Scheibe  iibertragene  Moment 
betragt  im  Maximum: 

(5)  M=r(Sl  —  89)^r(SQ—  (iv^efP^  —  l^rfa  —^}(l—e-^'}, 

wenn  S1  und  a^  die  dem  ablaufenden  Riemen  entsprechenden  Werte 
sind.  Da  Sl  aus  Festigkeitsgriinden  einen  bestimniten  Hochstbetrag 
nicht  iiberschreiten  kann,  schliesst  man  aus  (5),  dass  die  Arbeitsleistung 
des  Riemens  mit  wachsender  Geschwindigkeit  abnimmt  und  (da  die 
spezifische  Masse  etwa  10~6  kg/cm3,  die  zulassige  Spannung  ca.  25  kg/cm2 
gesetzt  werden  darf)  schon  bei  v  =  50  m/sek.  auf  Null  sinkt.  Dem 
steht  jedoch  die  Erfahrung426)  gegeniiber,  wonach  die  durch  einen 
Riemen  iibertragbare  Leistung  unter  normalen  Verhaltnissen  mit  der 
Geschwindigkeit  wachst  und  bei  gelegentlichen  Versuchen  mit  Ge- 
schwindigkeiten  bis  zu  500  rn/sek.427)  auch  noch  nicht  Null  wurde. 
Zur  Beseitigung  dieses  Widerspruches  suchte  J.  v.  Radinger^8) 

424)  Grashof,  Theoret.  Maschinenlehre,  2,  p.  309. 

425)  Novi  Comment.  Petrop.  20,  ad  1776,  St.  Petersburg  1776,  p.  304ff'. 

426)  Vgl.  insbesondere  Kammerer,  Mitteil.  ub.  Forschungsarb.,  herausg.  v. 
Ver.  deutscher  Ing.  H.  56/57,  Berlin  1908,  p.  Iff.,  auch  Zeitschr.  d.  Ver.  deutscher 
Ingen.  1907,  p.  1085. 

427)  C.  Gehrckcns,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  1908,  p.  1443. 

428)  Dinglers  polytechn.  Journal  228  (1878)  p.  385  und  Heft  25  des  Berichtes, 
herausg.  v.  d.  oesterr.  Commiss.  f.  d.  Weltausstellung  in  Philadelphia  1876 :  Dampf- 
maschinen  und  Transmissionen  i.  d.  Verein.  Staaten  v.  Nord-Amerika,  Wien  1878. 
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eine  Auffassung  beranzuzieben,  die  er  bei  amerikanischen  Fachleuten 
vorberrscbend  fand.  Darnacb  wird  die  Luft  zwischen  Riemen  und 
Scheibe  in  einem  niit  der  Geschwindigkeit  wachsenden  Masse,  und  zwar 
urn  so  mebr,  je  glatter  der  Riemen  ist7  verdrangt,  so  dass  der  dussere 
Luftdrude  auf  den  Eiemen  Bedeutung  erlangt.  G.  Schmidt*™}  und 
L.  Pinzger^}  griindeten  darauf  eine  neue  Riementheorie,  die  im  wesent- 
lichen  in  der  Hinzufiigung  der  Grosse  p  in  Gl.  (1)  besteht.  Da  dann 
in  (4)  und  (5)  fiv2  —  rp  an  Stelle  von  pv*  treten  muss,  zeigt  sich  der 
Einfluss  der  Luftverdrangung  tatsacblicb  in  einer  scheinbaren  Ver- 
minderung  der  scbadlichen  ,;Fliebkraftspannung"  fiv2.  Wiirde  der 
Luftdruck  unter  dem  Riemen  nur  um  ein  Fiinftel  vermindert,  so  hatte 
dies  bei  der  iiblichen  Riemendicke  von  0.6  cm  und  einem  Scheiben- 
radius  von  60  cm  eine  Entlastung  von  20  kg/cm2  im  Querscbnitt  zur 
Folge431). 

Zu  Korrekturen  von  numeriscb  geringerem  Einfluss,  aber  von 
weiter  gehender  prinzipieller  Bedeutung,  gelangt  man,  wenn  man  die 
Dehnbarkeit  des  Riemens  oder  Seiles  beriicksichtigt,  also  die  Annabme 
v  =  konst.  aufgiebt.  Jetzt  bat  man  vor  allem  fiir  cp  den  Reibungs- 
koeffizienten  der  Bewegung  zu  setzen: 
(6)  9  —  F(9  —  t>0), 

wo  F  eine  mit  der  Relativ-Geschwindigkeit  v  —  v0  wachsende  Funk- 
tion432)  bedeutet.  Zur  Bestimmung  von  v  tritt  neben  (1)  und  (2)  die 
Elastizitats-Gleicbung: 


dS 
dt 


Darin  bezeichnet  /'  den  Querschnitt,  E  den  Fown^scben  Elastizitats- 
modul,  und  ^-  ist,  wie  aucb  in  (1),  mit  v  -^  gleicbbedeutend.  Durcb 
Beriicksicbtigung  der  Elastizitat  wird  die  oben  erwiihnte  Unbestimmt- 
heit  der  Spannungs-Verteilung  in  alien  Fallen  behoben.  Ist  namlich 


429)  Dinglers  polyt.  Journal  231  (1879),  p.  407. 

430)  Ebda,  232  (1879),  p.  22. 

431)  Der  oben  geschilderte  Widerspruch  zwischen  der  elementaren  Riemen 
theorie  und  der  praktischen  Erfahrung  hat  zu  verschiedenen  Modifikationen  der 
Theorie  gefuhrt,  die  mit  einfachen  Grundsiitzen  der  Mechanik  nicht  in  Einklang 
stehen,  daher  nicht  referiert  werden.    Vgl.  z  B.  Gelirckens,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1893,  p  15,  1896,  p.  1259,  1908,  p.  1443  und  L.  Benjamin,  ebda.  1909,  p.  655. 
Daran  anschliessend  die  Einwande  von  Kammerer  u.  a. 

432)  Nach    den  in  Nr.  7  a,  3)    besprochenen  Versuchen   von  A.  S.  Kimball 
wachst   der  Reibungskoeffizient  fur  Leder  auf  Fichtenholz  von  0.22   auf  0.474, 
wahrend  die  Gleitgeschwindigkeit  von  0.0335  bis  20  cm/sek.  zunimmt.    Sillimans 
Journ.  of  science  (3)  13,  1877,  p.  355. 
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das  zu  iibertragende  Moment  M  kleiner  als  der  maximal  mogliche 
Wert,  so  durchlauft  nach  F.  Grashofisz)  das  Band  zunachst  den  ,,Ruhe- 
bogen",  auf  dem  v  =  VQ  und  S  =  S0  ist,  dann  erst  wachsen  v  und  S, 
und  zwar  bei  konstantem  cp  annahernd  nach  Exponentialgesetzen, 
zu  den  Werten  v^  und  S1  an434).  In  der  Grosse  des  ,;elastischen 
Schlupfes" 

(8)  ,_a 


die  sich  bei  entsprechenden  Vereinfachungen  aus  (1),  (2)  und  (7)  er- 
giebt,  hat  man  ein  Mass  fiir  den  durch  Gleitreibung  bedingten  Arbeits- 
verlust  der  Kraftiibertragung.  C.  v.  .Z?ac/<435)  setzt  fur  <s  schatzungs- 
weise  das  Doppelte  des  Betrages  (8),  mit  Riicksicht  darauf,  dass  die 
innere,  gleitende  Seite  des  Bandes  in  hoherem  Masse  an  der  elastischen 
Formanderung  teilnimmt,  als  es  einer  gleichformigen  Verteilung  der 
Spannung  fiber  den  Querschnitt  entsprechen  wiirde. 

Der  Einfluss  der  Elastizitat  auf  die  Spannungsverteilung  im  Grrenz- 
zustand,  also  die  Modification  von  (4)  infolge  Hinzunahme  von  (6), 
wird  erst  bedeutend,  wenn  ^vz  die  Grossenordnung  von  Ef  erreicht, 
was  bei  den  heute  iiblichen  Geschwindigkeiten  nicht  der  Fall  ist436). 
Kammerer^1}  erklart  die  Tatsache,  dass  nach  seinen  Versuchen  Gl.  (4) 
die  Beanspruchung  des  Riemens  wesentlich  zu  gross  erscheinen  lasst, 
aus  der  Zaliigkeit  des  Materiales.  Darnach  miisste  man  also  statt  (6) 
den  Ansatz438) 


gelten  lassen.     Doch  fehlen  bisher  alle  Unterlagen  zur  numerischen 
Bestimmung  des  Zahigskoeffizienten  K. 

Eine  Theorie,  die  auch  der  Schubspannung  im  Querschnitt  Rech- 
nung  tragt,  gewinnt  K.  Heun^9)  durch  einen  Grenziibergang  aus  der 
Mechanik  der  Korperketten.  Bezeichnet  man  mit  a  die  Dicke  eines 


433)  Theoret.  Maschinenlehre  2,  p.  311;  vgl.  a.  E.  A.  Brauer,  Zeitschr.  d. 
Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  965. 

434)  Eine  experimentelle  Bestatigung  geben  A.  Fieber  u.  Kammerer,  Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1909,  p.  1641. 

435)  C.  v.  Bach,  Die  Maschinenelemente,  8.  Aufl.,  Stuttgart  1901,  p.  328. 

436)  Eine  vollstandige  Diskussion  der  Gleichungen  (1),  (2)  und  (6)  ist  noch 
nicht  durchgefiihrt  worden. 

437)  In  dem  Fussn.  426  zitierten  Heft,  p.  47,  ferner  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1908,  p.  1445. 

438)  Dieser  Ansatz  bei  E.  J.  Routh,  Dynamik  der  Systeme  starrer  Korper, 
deutsch  v.  A.  Schepp,  2.  B.  Leipzig  1898,  p.  491. 

439)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  56  (1908),  p.  70. 
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Riemens  von  rechteckigem  Querschnitt,  so  liefert  die  Heunsche  Theorie 
als  Erganzung  zu  (1),  (2),  (9)  die  Gleichung: 

(10)  T=$a<pn, 

die  einen  angenaherten  Ausdruck  fiir  die  Tatsache  darstellt,  dass  die 
Schubspannungen  in  zwei  zueinander  senkrechten  Schnitten  gleich  sind. 
20b.  Das  Verhalten  des  freien  Seiles.  Ein  grosser  Teil  der  an 
den  Getrieben  beobachteten  Erscheinungen  findet  seine  Erklarung  in 
der  Theorie  der  vollkommen  biegsamen  Fdden.  Unter  Voraussetzung 
der  Undehnbarkeit  gilt  fiir  die  stationare  Bewegung: 

j  rf 

(11)  v  =  konst.,       S  —  pv*  =  rkn,       ds  =  kt, 

wo  kt,  kn  die  Komponenten  der  auf  die  Langeneinheit  entfallenden  ein- 
gepragten  Kraft  in  Richtung  der  Tangente,  bzw.  des  Kriimmungsradius 
r  bezeichnen  und  S,  p,  v  die  friihere  Bedeutung  haben.  Man  schliesst 
aus  (11),  dass  die  Gestalten  des  stationar  bewegten  Bandes  dieselben 
sind  wie  die  des  ruhenden,  dass  aber  die  Spannung  im  ersteren  Fall 
um  [jiv2  grosser  ist440).  Da  die  Bogenlange  der  gemeinen  Kettenlinie 
bei  gegebener  Sehne  annahernd  proportional  mit  der  Spannung  wachst, 
fiihrt  die  Bedingung  imveranderlicher  Gresamtlange  des  liber  zwei 
Scheiben  gescnlungenen  Bandes  zu  der  Gleichung: 

(12)  Sf0+S1  =  konBt.  =  2S., 

welche  die  ,,Betriebsspannungen"  SQ  und  St  der  beiden  Bandteile  mit 
der  ,,Vorspannung"  S,  verkniipft.  Durch  S,  und  das  Drehmonient  M 
oder  die  ,,Nutzspannungu  5t  —  S0  (Gl.  (5))  sind  S0  und  St  bestimmt. 
Die  Beziehung  (12)  gilt  annahernd  auch,  wenn  die  Elastizitat  des 
Seiles  in  der  iiblichen  Weise  in  Rechnung  gestellt  wird441). 

Aus  deni  Ansatz  fiir  kleine  Querschwingungen  eines  gespannten 
Seiles,  den  H.  Lamb,  IV  26,  Nr.  2  a,  Gl.  (45)  ff.  referiert,  ergiebt  sich 
die  Fortpflanzungsgeschivindigkeit  c  einer  Welle,  relativ  gegen  das  be- 
wegte  Seil,  zu 

(13)  <  = 


Die  Wellengeschwindigkeit  im  Raum  ist  daher  v  +  c  und  wird  gleich 
Null,  wenn  v  =  c  wird.  Daraus  erklart  sich  nach  J.  v.  Hadinger***) 
die  von  ihm  an  Riemengetrieben,  von  J".  Aifken4**)  an  Ketteu;  be- 


440)  Vgl.  z.  B.  F.August,  Zeitschr.  Math.  Phys.  33  (1888),  p.  321 ;  ferner  die 
in  IV  6  Nr.  23  angefuhrte  Litteratur.     Vgl.  a.  Fussn.  423. 

441)  Kammerer  a.  a.  0.  (Fussn.  426)  p.  46. 

442)  Dampfmaschinen,  3.  Aufl.  Wien  1892,  p.  290. 

443)  Philos.  Magaz.  (5)  5  (1878),  1,  p.  81. 
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obaclitete  Erscheinung  der  scheinbaren  ,,Starrheit":  Das  mit  der  Ge- 
schwindigkeit  v  =  c  bewegte  Seil  behalt  eine  ihm  von  aussen  auf- 
gepragte  Gestaltsanderung  dauernd  oder  doeh  verhaltnismassig  lange 
bei,  es  verhalt  sich,  nach  einem  Ausdruck  von  E.  Skutsch*4*'),  wie  in 
einer  zahen  Fliissigkeit  laufend.  Aus  (11)  folgt  auch  unmittelbar, 
dass  v  =  c  die  Bedingung  der  kraftefreien  stationaren  Bewegung  ist. 
Radinger  erblickt  in  v  =  c  die  stabilste,  also  giinstigste  Geschwindig- 
keit  fur  den  Riementrieb.  Skutsch  bemerkt,  dass  diese  Auffassuag 
eine  Stiitze  fur  die  Theorie  vom  Eiufluss  des  Luftdruckes  bildet445). 
Denn  aus  (5)  geht  hervor,  dass  bei  p  —  0  und  v  =  c  die  tJbertragung 
eines  Drehmomentes  M  durch  den  Riemen  unmoglich  ware.  Schliess- 
lich  zeigt  Skutsch,  wie  man  aus  der  Beobachtung  der  Schwingungs- 
dauer  auf  die  Grosse  der  Spannung  S  schliessen  kann  und  so  ein 
geeignetes  Hilfsmittel  zur  experimentellen  Untersuchung  von  Riemen- 
und  Seiltrieben  gewinnt. 

20  c.  Seilsteifigkeit.  Fiir  die  Beurteilung  des  Arbeitsverlustes 
und  des  Wirkungsgrades  eines  Rollentriebes  ist  neben  der  Gleitreibung 
(Nr.  6  a,  Gl.  (8))  und  dem  Luftwiderstand  (Nr.  8)  die  sog.  Seilsteifigkeit 
massgebend,  d.  i.  der  Widerstand,  den  Riemeu,  Seil  und  Kette  einer 
Anderung  ihrer  Kriinimung  entgegensetzen446).  Den  Ausgangspunkt 
der  Untersuchung  bildet  der  Fall  eines  Seiles,  das  an  den  Enden  durck 
Gewichte  belastet,  fiber  eine  horizontal  gelagerte  Rolle  liiuft.  In  alien 
Punkten,  in  denen  si  eh  ein  Ubergang  zu  grosserer  oder  kleinerer 
Kriinimung  vollzieht,  also  insbesondere  in  der  Nahe  der  Auf-  und 
Ablaufstelle  an  der  Rolle,  miissen  die  Querschnitts-Spannungen  ein 
Moment  um  die  zur  Bewegungsebene  senkrechte  Axe  ergeben.  In  ent- 
fernteren  Punkten  ist  die  Kriimmung  annahernd  Null,  da  keine  Krafte 
quer  zum  Seil  auf  dieses  wirken.  Die  Gleichgewichtsbedingungen  er- 
fordern  dann,  dass  die  Geraden,  denen  sich  die  beiden  Seilstiicke  an- 
schmiegen  (d.  s.  die  Asymptoten  der  Seilkurven),  in  ihrer  Fortsetzung 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Rollenkreises  verlaufen,  je  nachdem  sie 
der  Seite  mit  zu-  oder  abnehmender  Kriimmung  angehoren.  Der 
Hebelarm,  an  dem  das  steigende  Gewicht  P  wirkt,  kann  daher  r  -f-  s, 


444)  Verhandl.  d.  Ver.  z.  Beforderung  d.  Gewerbefleisses  (67)  1898,  p.  89. 

445)  A.  a.  0.,  p.  97. 

446)  Eine   zusammenfassende   Berechnung  des   Wirkungsgrades  mit  Riick- 
sicht    auf  die   drei  Verlustquellen    giebt  K.  Koles,  Zeitschr.  d.  osterr.  Ingen.-  u. 
Archit.-Ver.  1908,  p.  253.      Seine  Ergebnisse  stimmen  mit  den  Versuchen  Kam- 
mcrers  (Fussn.  426)  gut  uberein.     Eine  Versuchsanordnung  zur  genauen  Bestim- 
mung   der   Verluste   beschreiben   F.  Niethammer  u.  JR.  Czepek,  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1908,  p.  668. 
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der  des  sinkenden  Q  gleich  r  —  s  und  der  ,,Wirkungsgrad  der  Rolle" 
fiir  den  Zustand  gleichformiger  Bewegung 

(14)  ,  -  rf=  -'  =  | 

gesetzt  werden.  Die  Grosse  s  heisst  der  ;,Hebelarm  der  Seilsteifigkeit", 
und  ihre  experimentelle  Erforschung  ist  lange  Zeit  mit  der  Unter- 
suchung  der  Reibung  fester  Korper  parallel  gegangen.  Da  aber  die 
alteren  Arbeiten,  unter  denen  die  von  C.  A.  Coulomb^1)  hervorragen, 
keine  Fortsetzung  gefunden  haben,  ist  man  hier  iiber  den  Standpunkt 
nicht  hinausgekommen,  dem  in  der  Reibungslehre  etwa  das  Coulomb- 
Morinsche  Gesetz  entspricht:  der  Wirkungsgrad  rj  sei  von  Belastung 
und  Geschwindigkeit  annahernd  undblidngig.  Man  kann  hierin  eine 
Ubereinstimmung  mit  sonstigen  Erfahrungen  iiber  die  innere  Reibung 
fester  Korper  erblicken  (Nr.  8).  Soweit  es  sich  urn  Ketten  ini  engeren 
Siune  handelt,  besteht  die  ,,Steifigkeit"  in  nichts  anderem  als  unmittel- 
bar  in  Oberflachenreibung  der  Kettenglieder.  Bezeichnet  d  den  Durch- 
messer  des  Rundeisens,  aus  dem  die  Kettenglieder  yerfertigt  siud,  bzw. 
des  Bolzens  bei  einer  Gliederkette,  und  cp  den  Reibungskoeffizienten, 
so  findet  man448) 

(15)  2s  =  <pd. 

Fiir  Hanfseile  vom  Durchmesser  d  gab  Coulomb***}  als  zweite  An- 
naherung: 

(16)  l-V= 


mit  n,  a,  6  als  Konstanten.     Aus   den    Coulombschen   Versuchen   be- 

rechnete  spater  Eytelwein*60): 

(17)  1  —  1?  =  0.186  —  ,  (d,  r  in  cm) 


r 


Bedtenbacher^1}  setzte  auf  Grund  derselben  Versuche  den  Koeffizieuten 
in  (17)  gleich  0.13  und  bestimmte  ihn  fiir  Drabtseile  zu  0.29.   J".  Weis- 
fcacA452)   fand   durch  Versuche,   dass   sich   die   Abhangigkeit   von   der 
Belastung  in  der  Form 
(18)  2s  =  a  +  l>  T  ~  1  --  rj 


447)  Theorie  des  machines  simples,  Paris  1821. 

448)  Grashof,  Maschinenlehre  2,  p.  317. 

449)  A.  a.  0.,  p.  114. 

450)  Handbuch  der  Statik  fester  Korper  2,  Berlin  1808,  p.  34.  Vgl.  M.  Euhl- 
mann,  Vortr.  ub.  Geschichte  der  techn.  Mechanik,  Leipzig  1885,  p.  495. 

451)  Der  Maschinenbau,  1.  B    Mannheim  1862,  p.  295. 

452)  Lehrb.  d.  Ingen.  u.  Maschinen-Mech.    1.  B.    5.  Aufl.,  bearb.  v.  G.  Herr 
mann,  Braunschweig  1875,  p.  371. 
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darstellen  liess,  und  berechnete  z.  B.  fur  em  Drahtseil  von  d=  1.74cm: 
a  =  0.238,     6  =  0.49. 

Den  Arbeitsverlust,  den  lederne  Treibriemen  infolge  ihrer  Steifig- 
keit  verursachen,  will  F.  Grashof*™)  aus  ihren  elastischen  Eigenschaften 
berechnen.  Er  setzt  fiir  einen  Riemen  von  der  Breite  &  und  der 
Starke  d  (vgl.  die  Pormeln  fiir  elastische  Biegung  IV  21,  Th.  v.  Kdrmdn, 
Nr.  3d): 


21.  "Weitere  Getriebe.  Im  allgemeinen  Falle  eines  aus  starren 
Korpern  bestehenden  Elementenpaares  enthalt  jeder  der  beiden  Korper 
die  Hiillbahn  fiir  die  Lagen  des  andern454).  Als  Beispiel  greifen  wir 
ein  ebenes  Getriebe,  die  Stirnrader-Verzahnung^*),  heraus.  Hier  sind 
die  arbeitenden  Zahnflanken  so  konstruiert,  dass  die  beiden  Scheiben, 
die  urn  parallele  Axen  drehbar  sind,  stets  proportionale  Wege  zuriick- 
legen.  Die  dynamische  Aufgabe  besteht  zunachst  darin,  die  Verhalt- 
nisse  der  Kraftubertragung  und  den  Wirliungsgrad  mit  Riicksicht  auf 
die  Zahnreibung  zu  ermitteln. 

Die  Angriffslinie  des  Normaldruckes  N  muss  jederzeit  durch  das 
in  der  Ebene  feste  Momentanzentrum  der  Relativbewegung  hindurch- 
gehen,  dessen  Abstande  von  den  Drehaxen  gleich  den  ,,Teilkreis- 
radien"455)  r±  und  r2  sind.  Bezeichnet  a  den  Winkel  zwischen  N  und 
der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Drehpunkte,  cc^  und  o2  die  Winkel- 
geschwindigkeit  des  einen  und  des  andern  Rades,  so  betragt  die 
sekundliche  Arbeit  des  Normaldruckes: 

(1)  At  =  Nrt  (Dj  cos  a  =  Nr2o2  cos  a. 

Bei    einem    Reibungskoeffizienten  cp    und    der   Gleitgeschwindigkeit  v 
im  Beriihungspunkt  ist  die  sekundliche  Arbeit  der  Reibung 

(2)  A2  =  y  Nv  • 

Nun  gilt  nach  dem  Euler-Savaryschen  Satz456) 


(3) 

wenn  p  den  Abstand  des  Eingriffspunktes  vom  Momentanzentrum  be- 


453)  Maschinenlehre  2,  p.  320. 

454)  IV  3,  Nr.  28,  A.  Schonftiess  u.  M.  Grubkr. 

455)  Ebda.  Nr.  27. 

ds 

456)  Ebda.  Nr.  9,  Gl.  1.     Man  korrigiere  den  Druckfehler:   Statt  j—  und 


u       .. 

soil  es  richtig  heissen: 
co 
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deutet.      Daraus   ergiebt   sich    als    Naherungsausdruck    fur    den  Wir- 

kungsgrad: 

/4\  -A,  —A*  p      /I      ,      1  \ 

(4)  «  =  -        -  =  1  —  OP  -  -  —  I )• 

AI  *  cos  K  \^         rj 

Bine  exakte  Berechnung  wiirde  erfordern,  dass  an  Stelle  von  Av 
die  Arbeit  der  Resultierenden  aus  Normaldruck  und  Reibung  gesetzt 
wird.  Der  Ausdruck  (4)  ist  wahrend  der  Bewegung  periodisch  ver- 
anderlich  und  erst  sein  Mittelwert,  der  von  dem  Verlauf  der  Eingriffs- 
linie  abhangt,  praktisch  massgebend.  Die  Anwendung  von  (4)  wird 
nicht  mehr  moglich,  wenn  Eingriff  der  Zahne  gleichzeitig  an  mehreren 
Stellen  erfolgt,  also  ein  stereostatisch  unbestimmtes  Problem  vorliegt. 
Fur  die  praktische  Beurteilung  des  Zahnradgetriebes  koramt  schliesslich 
auch  der  Betrag  der  Zapfenreibung  in  Betracht.  Fiir  den  Ausdruck 
(4)  bzw.  verschiedene  ihm  annahernd  gleiche  Formeln,  liegen  in  der 
technischen  Litteratur  mehrfach  Ableitungen  vor457).  Versuche458) 
zeigten  die  Unabhangigkeit  des  rj  von  Geschwindigkeit  und  Belastung, 
was  in  erster  Linie  zu  Riickschliissen  auf  das  Verhalten  von  (p  fiihrt. 

Dieselben  Uberlegungen  wie  fur  Zahnrader  gelten  fiir  ahnliche 
Getriebe,  Hebedaumen,  unrunde  Scheiben  usf.  Bei  zusammengesetzten 
Mechanismen,  z.  B.  dem  Reguliergetriebe  einer  Wasserkraftmaschine, 
muss  der  erforderliche  Arbeitsaufwand  durcn  schrittweise  Verfolgung 
der  einzelnen  Elementenpaare  ermittelt  werden.  Unzulassig  ist  es, 
erst  den  Arbeitsbetrag  unter  Vernachlassigung  der  Reibungen  zu  be- 
rechnen  und  dann  das  Resultat  um  einen  der  Grosse  des  Reibungs- 
koeffizienten  entsprechenden  Betrag  zu  vermehren459). 

Der  Einfluss  der  Massenbeschleunigung  auf  das  Kraftespiel  darf 
im  Falle  der  Zabnrader  ausser  Acht  bleiben,  weil  bei  richtiger  Kon- 
struktion  der  Zahnflanken  im  normalen  Betrieb  beide  Rader  mit 
konstanter  (oder  doch  sehr  angenahert  konstanter)  Winkelgeschwindig- 
keit  laufen.  Anders  verhalt  es  sicli,  wenn  die  Zahnflanken,  sei  es  in- 
folge  unvollkommener  Herstellung  oder  infolge  von  Abniitzung  den 
kinematischen  Bedingungen  nicht  mehr  exakt  entsprechen.  W.  Hart- 


457)  M.  Kohn,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1895,  p.  1114  und  1896,  p.  464. 
J.  Goelel  ebda.  1896,  p.  459.    C.  Sack,  Maschinenelemente  Stuttgart  1901,  p.  237. 

458)  W.  Hartmann,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1905,  p.  338.     0.  Lasche, 
ebda.  1899,  p.  1417  if.  untersucht  namentlich  die  Gro'sse  der  Abnutzung  und  die 
diesbeziiglich  giinstigste  Zahnform.    Uber  Schneckengetriebe  vgl.  C.  Bach,  a.  a.  0., 
p.  788    und    besonders    A.  Ernst,    Eingriffsverhaltnisse    der    Schneckengetriebe, 
Berlin  1901. 

459)  G.  Muhlschlegel ,  Mitteil.  u'b.  Forschungsarb.  her.  v.  Ver.  deutsch.  Ing. 
H  41,  Berlin  1907. 
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rnann*60}  hat  gezeigt,  dass  unter  nicht  ungewohnlichen  Verhaltnissen 
Fehler  von  0.05  bis  0.07  mm  in  dem  Verlauf  der  Zahnbegrenzung 
Beschleunigungen  zwiscken  -j-  2.4  m/sek.2  und  —  8.8  m/sek.2  hervor- 
rufen  konnen.  Die  Periodenzahl  dieser  Schwingungen  ist  so  gross, 
dass  sich  durch  sie  wohl  das  vielfach  beobachtete  Gerausch  arbeitender 
Zahnrader  erkliirt. 

Zu  einer  besonderen  kinetostatischen  Aufgabe  fiihren  die  kraft- 
schliissigen  Elemente,  die  bei  den  meisten  Ventilsteuerungen  von  Dampf- 
und  Gasrnaschinen  vorliegeu.  Die  Ventilstange  wird  in  der  Regel 
nicht  zwauglaufig  init  dem  Antriebmechanismus  verbunden,  sondern  sie 
tragt  eine  Rolle  oder  dgl.,  die  durch  Gewichts-  oder  Federdruck  gegen 
den  zwanglaufig  bewegten  Hebedaumen  usf.  gepresst  wird.  Mit  einer 
derartigen  Konstruktion  wird  nur  beabsichtigt,  dass  das  Ventil  in 
seiner  Scklussstellung  gehb'rig  auf  den  Sitz  gedriickt  wird,  aber  wahrend 
der  Bewegung  soil  der  Mechanisinus  wie  ein  zwanglaufiger  wirken. 
Demnach  ist  die  Grosse  der  erforderlichen  Federkraft  von  den  -  -  in 
der  Regel  sehr  bedeutenden  --  Massenbeschleunigungen  abhangig,  die 
das  Ventil  bei  seinem  periodischen  Hin-  und  Hergang  erfahrt.  Man 
pflegt  die  Berechnung  unter  der  stets  hinreichend  genau  zutreffenden 
Annahme  durchzufiihren }  dass  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der 
Welle  eine  konstante  ist461).  Auch  sonst  dient  diese  Annahme  dazu, 
um  die  fruher  ausschliesslich  kinematischen  Untersuchungen  der  Steue- 
rungen  durch  ,,Beriicksichtigung  der  Massendriicke^  zu  erganzen462). 

22.  Der  Druck -  Indikator.  Unter  den  Messapparaten,  die  der 
moderne  Maschinenbau  verwendet,  ist  der  weitaus  wichtigste  der 
Druck-Indikator,  dessen  erste  Konstruktion  noch  von  J.  Watt  her- 
riihrt463).  Ahnlich  wie  es  bei  den  meisten  physikalischen  Messinstru- 
menten  der  Fall  war,  hat  sich  an  die  urspriinglich  naive  Verwendung 
des  Apparates  die  allmahliche  Entwicklung  einer  eingehenden  Ge- 
nauigkeits-  oder  Fehlertheorie  angeschlossen.  Uber  die  Hauptpunkte 
dieser  Theorie,  soweit  sie  in  das  Gebiet  der  Kinetik  fallt,  soil  hier 
kurz  berichtet  werden. 


460)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1905,  p.  163. 

461)  Z.  B.  C.  Leist,  Die  Steuerungen,  Berlin  1905,  p.  520.    A.  Christmann  u. 
H.  Baer,  Grundzuge  der  Kinematik,   Berlin  1910,  p.  123.    Ausfiihrliche  Berech 
nung   einzelner   Steuerungen  bringen  H.  Barten,   Untersuchungen  betr.   die  Be 
wegung  .  .  .  insbes.  der  jLewte-Ventilsteuerung,  Diss.  Hannover  1907, 

462)  Vgl.  z.  B.  H.  Holzer,   Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.    1908,   p.  2043; 
E.  Proell,  ebda.  1907,  p.  132. 

463)  Vgl.  P.  H.  Rosenkranz,  Der  Indikator  und  seine  Anwendung,  6.  Aufl. 
Berlin  1901. 
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Der  Indikator  besteht  aus  einem  kleinen  Hohlzylinder  c  (Fig.  18), 
der  mit  dem  zu  untersuchenden  Druckraum  in  Verbindung  steht.  Der 
Druck  presst  den  Kolben  7c  gegen  die  von  der  Feder 
f  ausgeiibte  Kraft  und  setzt  dadurch  das  Schreib- 
zeug  5  in  Tatigkeit.  Die  Schreibfeder  zeichnet  auf 
einen  Papierstreifen,  der  mittelst  einer  Trommel  T 
vorbei  bewegt  wird,  das  ,,Indikatordiagramm"  auf 
(vgl.  Nr.  2).  In  der  Regel  wird  die  Trommel  vom 
Krenzkopf  der  Maschine  aus  angetrieben,  so  dass 
zu  den  Drucken  als  Ordinaten,  die  Kolbenwege  als 
Abszissen  im  Diagramm  erscheinen.  Fig.  18. 

Ausgedehnte  Untersuchungen   gelten  den  rein 

kinematischen  Fragen,  der  Art  des  Trommelantriebes  durch  den  Kreuz- 
kopf  und  insbesondere  der  ,,Proportionalitat  des  Schreibzeuges"464). 
Die  angenaherten  Geradfiilirungen  alterer  Indikatoren  sind  meist  durch 
theoretisch  genaue  ersetzt  worden.  Fiir  die  Genauigkeit  der  Messuno- 

°  O  O 

kommt  es  aber  in  hohem  Masse  auch  auf  die  Realisierung  der  Gelenk- 
verbindungen  im  Hinblick  auf  Reibungs-  und  Klemmungsvorgange  an. 
Weiters  bedarf  grosser  Sorgfalt  die  Ermittlung  des  Federnmassstabes^), 
also  die  Untersuchung  der  elastischen  Eigenschaften  der  den  Druck  auf- 
nehmenden  Spiralfeder.  Hierbei  spielt  es  eine  wesentliche  Rolle,  die 
Feder  so  anzuordnen,  dass  sie  durch  die  wechselnden  Temperaturen 
des  Dampfes  oder  Gases  moglichst  wenig  beeinflusst  wird.  Eine  Reihe 
von  Priifapparaten465)  fiir  Indikatorfedern  verdanken  diesen  Schwierig- 
keiten  ihre  Entstehung. 

Einen  ersten  Ansatz  zur  Berechnung  des  Druckes  aus  dem  Dia 
gramm  erhalt  man  unter  Vemachlassigung  der  Masse  der  Indikator- 
feder.  Bezeichnet  man  mit  y  die  Ordinate  des  Indikatordiagramms, 
mit  m  die  auf  y  reduzierte  Masse  des  Kolbens  und  Schreibzeuges, 
mit  a,  0,  y  Konstante,  so  hat  der  auf  den  Kolben  ausgeiibte  Druck  P 
den  Wert: 
(1)  P  =  ay  +  0y  -f  my  +  y, 

wo  a  von  den  elastischen  Eigenschaften  der  Feder  abhangt,  /3  den 
Grad  der  Dampfung,  y  die  Gleitreibung,  insbesondere  zwischen  Papier 
und  Schreibfeder  bedeutet.  1st  nun  y  als  Funktion  des  Kolbenweges 

464)  Vgl.  z.  B.   Wiebe  und  Leman,  Untersuchungen  iiber  die  Proportionalitiit 
der  Schreibzeuge   bei  Indikatoren.     Mitt,  iiber  Forschungsarb.  herausg.  v.  Ver. 
deutsch.  Ing.  H.  34. 

465)  Ebda.  H.  26/27,   Arbeiten  von    Boser,    Wiebe,    Schwirkus   und   Staus. 
Vgl.  a.  Maihak,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing  1907,  p.  1908.    A.  Staus,  Der  Indi 
kator,  Berlin  1911. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  n.  21 
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s  und  damit,  wenigstens  annahernd,  auch  als  Funktion  der  Zeit  ge- 
geben,  so  kann  man  bei  Kenntnis  der  Konstanten  cc,  /3,  y  aus  (1)  den 
zu  jeder  Ordinate  gehorigen  Druck  ermitteln.  Natiirlich  sind  bis  auf 
einzelne  Punkte  starken  Druckwechsels  alle  Glieder  rechts  in  (1)  dem 
ersten  gegeniiber  verschwindend  klein,  so  dass  es  in  der  iiberwiegenden 
Mehrzahl  aller  praktischen  Falle  hinreicht,  P  als  proportional  mit  y 
wachsend  anzusehen.  Uberall  aber,  wo  auf  einen  grosseren  Druck- 
wechsel  ein  Zeitraurn  annahernd  gleichmassigen  Druckes  folgt  (wie  am 
Hubbeginn  einer  Pumpe),  zeigt  das  Diagramm  deutlicn  den  Charakter 
von  freien  gedampften  Schwingungen.  Das  genaue  Verfahren  wurde 
z.  B.  von  W.  Earth*™}  angewendet,  dem  es  sich  darum  handelte,  Auf- 
schluss  iiber  den  Verbrennungsvorgang  in  der  Grasmaschine  zu  erhalten. 
Die  Konstanten  a,  /?,  y  wurden  experimentell  bestimmt,  die  Be- 
rechnungen  graphisch  ausgefuhrt.  Es  ergab  sich  stellenweise  zwiscben 
den  Werten  von  P  und  ay  ein  Unterschied  bis  zu  5  kg/cm2  bei 
einem  P  von  etwa  25  kg/cm2. 

Die  kinetiscbe  Tbeorie  des  Indikators,  die  von  A.  Fliegner*61} 
begriindet  wurde,  bat  A.  Wagener*68)  weiter  ausgefiihrt.  Den  Ausgangs- 
punkt  bildet  die  Diskussion  der  Gleicbung  (1)  im  Zusammenhang  mit 
der  experimentellen  Bestimniung  von  freien  Indikatorscbwingungen,  wie 
sie  schon  von  A.  Slaby*™)  vorgenommen  wurde.  A.  Wagener4**)  stellte 
durch  genaue  Messungen  fest,  dass  die  Scbwingungen  mit  sebr  grosser 
Annaberung  als  isocbron  angeseben  werden  diirfen.  '  Sie  unterscbeiden 
sicb  jedocb  deutlicb  in  ibrem  Verlauf  von  einfach  gedampften  Scbwin- 
gungen,  was  eben  auf  das  konstante  Reibungsglied  y  zuruckzufubren 
ist.  Die  Dampfung  wird  grossenteils  durch  die  innere  Reibung  oder 
Zahigkeit  des  Federnmateriales  bedingt,  wie  denn  iiberhaupt  ein  naheres 
Eingehen  auf  die  Deformations-  und  Spannungsvorgange  in  der  Feder 
ein  notwendiges  Erfordernis  der  Theorie  zu  sein  scheint.  Es  sind  auch 
Indikatoren  konstruiert  worden,  die  ohne  elastische  Federn,  mit  blosser 
Gewichtsbelastung  arbeiten470). 

Urn  die  Masse  der  Indikatorfeder  zu  berucksichtigen,  geht  S.  Timo- 
scheriko*"}  so  vor;  dass  er  sich  die  Schraubenfeder  durch  einen  elastiscben 


466)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1908,  p.  621. 

467)  Schweizer  Bauzeitung  18  (1891),  p.  1'24  ff. 

468)  Indizieren  und  Auswerten  von  Kurbelweg-  und  Zeitdiagrammen,  Berlin 
1906.     Auch  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1907,  p.  1365. 

469)  Kolorimetrische  Untersuchungen  fiber  den  Kreisprozess  der  Gasmaschine, 
Berlin  1904. 

470)  A.  Wagener,  a.  a.  0.,  p.  108. 

471)  Zeitschr.  Math.  Phys.  59  (1911),  p.  163. 
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Stab,  der  Langs-Schwingungen  vollfiihrt,  ersetzt  denkt.  (Vgl.  auch 
Nr.  15  c,  Gl.  (12).)  Die  bekannte,  von  Poisson  begriindete  Schwingungs- 
theorie  giebt  dann  y  in  Abhangigkeit  von  dem  ganzen  zeitlichen 
Verlauf  der  Kraft  P. 

D.  Fahr-  und  Hebezeuge. 

23.  Schienenfahrzeuge. 

23 a.  Rad  und  Schiene.  (Stationare  Bewegung.)  Darf  man 
Rad  und  Schiene  als  vollkommen  starre  Korper  ansehen,  so  findet 
zwischen  ihnen  jeweils  Beriilirung  nur  in  einem  Punkte  statt.  Denn 
das  Rad  ist  selten  zylindrisch,  in  der  Regel  schwach  konisch  geformt, 
und  die  Schiene  besitzt  eine  (im  Querschnitt)  massig  nach  oben  ge- 
wolbte  Laufflache.  Ist  die  Gleisstrecke  geradlinig,  liegen  alle  Axen 
horizontal  und  senkrecht  auf  dem  Gleise  und  sind  fur  alle  unmittel- 
bar  (d.  i.  durch  gemeinsame  Axe  oder  Kupplung)  verbundenen  Rader 
die  Axabstande  der  Beriihrungspunkte  untereinander  gleich,  so  konnen 
die  Rader  eine  reine  Rollbewegung  ausfiihren.  Ob  tatsachlich  nirgends 
Gleiten  eintritt,  hangt  von  den  Kraftverhaltnissen  ab.  Sehen  wir  von 
dem  Falle  ab,  dass  der  Antrieb  des  Fahrzeuges  von  aussen  erfolgt 
(Pferdebahn,  Seilbahn),  so  ist  stets  ein  Teil  der  Axen  aktiv  (Triebaxe, 
Triebrad),  d.  h.  er  empfangt  vom  Motor  usf.  ein  eingepragtes  Moment 
im  Sinne  der  Drehung.  Bei  Lokomotiven  nennt  man  die  aktiven,  also 
mit  dem  Dampfkolben  der  Maschine  zwanglaufig  verbundenen  Axen 
,,gekuppelt"  und  sagt,  eine  Lokomotive  sei  beispielsweise  4/5  gekuppelt, 
wenn  sie  5  Axen  besitzt,  von  denen  4  gekuppelte  sind.  Sei  M®  das 
eingepragte  Antriebsmoment  (abziiglich  aller  Lagerreibung)  fiir  die 
tte  Triebaxe,  M^  das  Moment  der  Rollreibung  (Nr.  6 a,  Gl.  (2)),  yW 
der  Halbmesser  des  Laufkreises  (Axabstand  des  Beriihrungspunktes) 
und  jETw  die  Grosse  der  Haftreibung  gegen  Gleiten  (Nr.  6 a,  Gl.  (4)), 
positiv  gerechnet  im  Sinne  der  fortschreitenden  Bewegung.  Dann  gilt 
fiir  den  stationaren  Zustand  die  Gleichgewichts-Beziehung: 

(1)  3/«  —  M^  =  rWfiCO. 

Bezeichnen  wir  mit  N^  den  Normaldruck  zwischen  Rad  und 
Schiene  (von  dem  wir  annehmen,  dass  er  sich  zu  gleichen  Teilen  auf 
die  beiden  Rader  einer  Axe  verteilt  und  senkrecht  auf  der  Gleisebene 
steht),  ferner  mit  <p0W,  rQW  die  Koeffizienten  der  Haftreibung  gegen 
Gleiten  (Reibungskoeffizient  der  Ruhe),  bzw.  der  Rollreibung  (vgl. 
Nr.  7,  Einleit.),  so  wird: 

(2)  Jf^O  =  r0WJVW,     HU  <  <p0UNU. 

Multipliziert  man  jede  der  Gleichungen  (1)  mit  der  Winkelgeschwin- 

21* 
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digkeit  der  betreff'enden  Axe  und  bildet  dann  die  Summe  fiir  alle 
aktiven  Axen,  so  erhalt  man: 

(3)  L  —  LL  +  vZ, 

wobei  bedeutet:  L  die  vom  Motor  auf  das  Fahrzeug  iibertragene 
Leistung  (abziiglich  aller  Lagerreibung),  L±  die  von  der  Rollreibung 
der  Triebriider  verzehrte  Leistung,  v  die  Fahrtgeschwindigkeit  und 
Z  =  2?J2W  die  Zuykraft  des  Motors  (der  Lokomotive).  Bildet  man 
die  Summe  fiir  die  zweite  der  Gl.  (2),  so  gewinnt  man: 

(4)  Z  <^  tpQ  N  —  <pQ  A  cos  «, 

wo  <JDO  den  Durchschnittswert  der  (p^l\  N  =  UN®,  a  den  Steigungs- 
winkel  der  Bahn  und  A  das  sog.  Adhdsionsgewiclit  bezeichnet.  Dabei 
1st  von  dem  EinfluB  bewegter  Maschinenteile  zunachst  abgesehen. 
(Vgl.  dazu  Nr.  23  c.)  Jeder  passiven  Axe  oder  Laufaxe  entspricht 
eine  Gleichung: 
(5) 

in  der 
(6) 

das  Moment  der  Zapfenreibung  bedeutet  (Q  Zapfenradius,  ^  Koeffi- 
zient  der  Zapfenreibung,  Nr.  7b,  a)).  Die  Bedingung  reinen  Rollens, 
die  der  zweiten  der  Gl.  (2)  entspricht,  lautet  somit  fiir  eine  Laufaxe: 

(7)  ^M0M  -f  r0W  <  r(*)<p0W, 

wenn  der  Unterscliied  zwischen  dem  Normaldruck,  im  Axlager  und 
dem  auf  der  Schiene  (wesentlich  das  Radgewicht)  vernacblassigt  wird. 
Die  Ungleichung  (7)  1st,  wie  man  leicht  sieht,  stets  erfullt,  wenn 
nicht  ganz  ungewohnliche  Abmessungen  gewahlt  werden.  Bezeichnet 
man  mit  WL  den  Luftwiderstand,  mit  Q  das  ganze  auf  die  Laufaxen 
entfallende  Gewicbt,  so  hat  man  die  Gleichgewichtsbedingung  fiir  den 

ganzen  Zug: 

Z  +  27JIM  =  WL  +  (Q  +  A)  sin  a, 

und  nach  Einsetzen  von  (5)  und  (6): 

(8)  Z  =  ^^  Q  cos«  +  WL  +  (Q  +  A)  sma. 

Darin  bedeutet  der  vor  Q  stehende  Faktor  einen  Mittelwert  aus  den 
entsprechend  gebildeten  Grossen  fiir  die  einzelnen  Laufaxen.  Mit  Riick- 
sicht  auf  (4)  erhalt  man  aus  (8)  als  die  massgebende  Bedingung  fur 
den  Eintritt  reinen  Eollens: 

(9)  ^(<p0  cos  a  —  sin  a)  I>  Q^^--  cos  a  +  sin  a)  +  WL. 

Lost  man  diese  Ungleichung  nach  Q  auf,    so   erhalt  man   das  maxi- 
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male  Zugsgewicht,  das  mit  einem  gegebenen  Adhasionsgewicht  A  be- 
fordert  werden  kann  ("Vgl.  a.  Nr.  23b). 

Die  Beziehungen  (1)  bis  (9),  mit  deren  Ableitung  und  Diskussion 
sich  die  Lehr-  und  Handbiicher  des  Eisenbahnwesens  ausfiihrlich  be- 
schaftigen472),  geben  vorerst  nur  ein  selir  rohes  Bild  der  Wirklich- 
keit.  Die  Beobachtung  zeigt,  dass  die  erforderliche  Zugkraft  be- 
deutend  grosser  ist,  als  es  der  Gl.  (8)  entspricht.  Die  hauptsachlichsten, 
in  (8)  unberiicksichtigten  Widerstandsquellen  bilden  die  Schi&nenstosse 
und  die  Spurlcranzrcibung.  Man  bezeichnet  in  der  Eisenbahntechnik 
als  ,,Schienenstoss"  die  Stelle,  an  der  zwei  Stiicke  eines  Schienen- 
stranges  aneinander  stossen.  Die  elastische  Nachgiebigkeit  der  Scbiene 
und  ihrer  Unterlage  bringt  es  mit  sich,  dass  das  Rad  an  jeder  solchen 
Stelle  von  der  herabgedriickten  Schiene,  die  es  verlasst,  auf  die  hoher 
liegende  neue  auffahren  muss.  Dabei  ist  ein  Energieverlust  (durch  un- 
elastischen  Stoss)  unvermeidlich,  ohne  dass  es  moglich  ware,  ihn  formel- 
massig  abzuschatzen.  —  ,,Spurkranzreibung",  d.  i.  Gleitreibung  zwischen 
den  Radspurkranzen  und  den  Seitenflachen  der  Schienen  tritt  immer  auf, 
wenn  eine  seitliche  Anpressung  des  Fahrzeuges  an  die  Schienen  erfolgt. 
Man  hat  verschiedene  Versuche  gemacht,  die  Grosse  dieser  Reibung 
zu  berechnen,  ohne  aber  zu  praktisch  verwertbaren  Ergebnissen  zu  ge- 
langen473).  Daher  werden  in  praktischen  Rechnungen  fiir  die  ersten 
beiden  Summanden  rechts  in  (8)  generalisierende  Widerstandsformeln 
eingefuhrt,  wie  sie  in  Nr.  7c  besprochen  wurden.  Es  ist  dann  auch 
leicht  zu  iibersehen,  in  welcher  Weise  die  Gleichungen  sich  andern, 
wenn  man  den  Widerstand  der  Lokomotive  von  dem  des  Zuges  ab- 
trennen  will  usf.  Die  ,,Zugkraft  am  Lokomotivzughaken"  ist  gleich  Z 
vermindert  um  den  Luftwiderstand  der  Lokomotive  und  die  Rollreibung 
der  Lokomotivlaufrader.  (Vgl.  a.  Nr.  23 c.) 

Zu  den  Erscheinungen,  die  auch  mit  der  Spurkranzreibung  (auf 
gerader  Strecke)  zusammenhangen,  gehort  das  Schlingern  der  Fahr- 
zeuge,  das  durch  den  Spielraum  zwischen  Schienen-  und  Radabstand 
ermoglicht  wird.  Eine  iibliche  rein  kinematische  Betrachtung,  die  einen 
gewissen  Einblick  in  den  Vorgang  gewahrt,  gestaltet  sich  fiir  den 


472)  Vgl.  z.  B.  Handbuch  der  Ingenieurwissenschaften,  V.  Teil,  Eisenbahn- 
bau,  Bd.  1,  2.  Aufl.  1908,  (F.  BirK);   Eisenbahntechnik  der  Gegenwart,  her.  von 
Slum,  v.  Borries,  Barkhausen,  1.  Bd.,  2.  Aufl.,  Wiesbaden  1903.     Ferner:   Hand 
buch  der  speziellen  Eisenbahntechnik,  her.  v.  E.  Heusingcr  von   Waldegg,  Bd.  III. 
Leipzig  1882,  insbes.  p.  165ff.  (0.  Grove.}     Encyklop.   des  gesamten  Eisenbahn 
wesens,  in  alphabetischer  Ordnung,  her.  von  Boll,  Wien  1890 — 95. 

473)  Vgl.    insbes.    Boedecker,   Die  Wirkungen    zwischen   Rad   und   Schiene, 
Hannover  1887,  p.  28  ff. 
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einfachsten  Fall  eines  einzelnen  Raderpaares  wie  folgt.  Sei  2d  der 
Offnungswinkel  des  Radkegels,  also  d  der  Winkel  zwischen  der  Axe 
und  dem  Profil  der  Radlaufflache.  Verschiebt  sich  die  Axe  parallel 
zu  sich  selbst  um  die  Strecke  y}  so  vergrossert  sich  der  eine  Lauf- 
kreishalbrnesser  um  yd,  wahrend  sich  der  andere  um  denselben  Betrag 
vermindert.  Nimmt  man  an,  dass  immer  noch  beide  Rader  auf  den 
Schienen  rollen,  ohne  zu  gleiten,  so  musseu  sich  die  von  den  Rad- 
mitten  zuriickgelegten  Wege  verhalten  wie  (r  -f-  yd)  '  (r  —  y$),  U11d 

ihre  Bahnkurven  mussen  auf  der  gemeinsamen  Axe  senkrecht  stehen. 

d*y 

Daraus    folgt,    dass    die    Kriimmimg  \  dieser  Kurven  anniihernd 

ax 

gleich 

2wd 

-  =  —  y 

ar 

ist,  und  die  Integration  ergiebt: 
(10)  y=CB 

wobei  a  die  Spurweite,  x  die  laufende  Koordinate  in  der  Fahrtrich- 
tung  bedeutet.  Die  Konstante  C  kann  jeden  Wert  zwischen  Null  und 
dem  Wert  des  halben  Spielraumes  annehmen.  Gl.  (10)  stellt  Wellen- 
linien  dar,  die  feste,  von  der  Geschwindigkeit  unabhangige  Wellen- 
langen  besitzen,  so  dass  die  Perioden  der  Geschwindigkeit  umgekehrt 
proportional  werden.  In  vielen  Fallen  beobachtet  man  ein  peri- 
odisches  Anprallen  der  Spurkranze  an  die  Seitenflachen  der  Schienen, 
wobei  die  Entfernung  zweier  aufeinander  folgender  Anprallstellen  mit 
wachsender  Geschwindigkeit  abnimmt.  Dies  kann  mit  Gl.  (10)  in 
Einklang  gebracht  werden,  wenn  man  sich  vorstellt,  dass  die  Wirkung 
jedes  einzelnen  Stosses  um  so  grosser  ist,  je  grosser  die  Geschwindig 
keit,  dass  man  es  also  mit  Wellenlinien  zu  tun  hat?  deren  Amplitude 
(iiber  den  Wert  des  halben  Spielraumes  hinaus)  mit  der  Fahrt- 
geschwindigkeit  wachst474).  --  Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten 
fur  ein  mehraxiges  Fahrzeug  nur  dann,  wenn  jede  Axe  von  der  andern 
unabhangig  ist.  Auf  den  Fall  vierradriger  Gestelle  hat  Boedecker  die 
Untersuchung  ausgedehnt,  dessen  wenig  iibersichtliche  Ergebnisse  sich 
jedoch  keinen  Eingang  in  die  Praxis  oder  in  die  technische  Litteratur 
verschaffen  konnten475). 

Ein   Problem   von   weit   grosserer   Schwierigkeit   entsteht,   wenn 

474)  M.  M.  v.   Weber,   Die  Technik  des  Eisenbahnbetriebes,   Leipzig  1854, 
p.  134. 

475)  Boedecl-er,   a.  a.  0.,  p.  178.     Vgl.    die    Beurteilung    durch    v.    Worries, 
Eisenbahntechnik  d.  Gegenwart  1,  p.  88. 
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man  die  Fahrt  auf  krummlinigen  Gleisstrecken  in  Betracht  zieht.  Soil 
ein  einzelnes  Raderpaar  in  einem  Kreisbogen  vom  Radius  E  ohne 
seitliche  Anpressung  mit  der  Geschwindigkeit  v  laufen,  so  muss  die 

v  * 
Gleisebene  eine  Neigimg  von  der  Grosse  -^-  erhalten,  d.  h.  der  aussere 

Schienenstrang  muss  gegeniiber  dem  inneren  eine   Uberhohung  von 

(11)  h  =  a^g 

erfahren  (vgl.  Nr.  23  c).  Da  aber  iiber  dasselbe  Gleise  Ziige  mit  sehr 
verschiedenen  Geschwindigkeiten  fahren,  kann  der  Betrag  (11)  nicht 
immer  eingehalten  werden.  Es  ist  also  im  allgemeinen  ein  gewisses 
Mass  von  Spurkranzreibung  in  jeder  Kriimmung  vorhanden.  Dazu 
kommt,  dass  bei  einem  mehraxigen  Fahrzeug  die  einzelnen  Axen  sich 
nicht  ganz  unabhangig  voneinander  einstellen  konnen  -  -  weder  ist 
ihre  Richtung  immer  radial,  noch  hat  die  axiale  Verschiebung  die 
erforderliche  Grosse.  Nur  durch  die  sog.  Spurerweiterung ,  d.  i.  eine 
Vergrosserung  des  Spielraumes  zwischen  Schienen-  und  Radabstand, 
wird  ein  Befahren  der  Kurven  iiberhaupt  ermoglicht.  Auch  hier  sind 
die  Versuche  Boedeckers*™}  aus  statischen  und  kinematischen  Uber- 
legungen  heraus  zu  Ansiitzen  und  Formeln  zu  gelangen,  wenig  er- 
folgreich  gewesen.  Man  hilft  sich  in  alien  Anwendungen  mit  durch- 
aus  empirischen  Formeln  fur  den  sog.  Krummungswiderstand,  wie  dies 
in  Nr.  7c  bereits  angefuhrt  wurde.  Uber  die  allgemeine  Berechnung 
der  kinetischen  Reaktionen  zwischen  Fahrzeug  und  Schiene,  die 
mehr  theoretisches  als  praktisches  Interesse  besitzt,  berichten  wir 
in  Nr.  23 c. 

23  b.  Allgemeine  Bewegung  des  Fahrzeuges.  Das  Zucken  der 
Lokomotive.  Einen  ersten  Aufschluss  iiber  die  Bewegungsverhalt- 
nisse  eines  Wagens  oder  eines  Wagenzuges  erhalt  man,  indem  man 
ihn  als  ein  System  von  nur  einem  Freiheitsgrad  auffasst.  Dabei  ver- 
nachlassigt  man,  abgesehen  von  den  bewegten  Maschinenteilen,  den 
Spielraum  zwischen  Spurweite  und  Radabstand,  muss  also  auch  an- 
nehmen,  dass  die  Axen  die  zum  Durchfahren  der  Kurven  erforder 
liche  Verschiebbarkeit  besitzen.  Andrerseits  setzt  man  aber  voraus, 


476)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  23  (1873),  p.  345,  Wirkungen  zwischen  Ead 
und  Schiene,  Hannover  1887,  p.  57.  v.  Borries,  in  Eisenbahntechnik  der  Gegen- 
wart  1,  p.  97,  setzt  fur  den  horizontalen  Anpressungsdruck  bei  starken  Kriim- 
mungen  pWl  +  ^V  wo  b  den  Abstand  zweier  aufeinanderfolgender  Axen, 
N  den  Axdruck  bezeichnet.  Vgl.  a.  G.  Meyer,  in  Handb.  d.  spez.  Eisenbahn 
technik  1,  p.  53 
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dass  alle  Rader  rollen,  obne  zu  gleiten,  und  stellt  sich  etwa  vor,  dass 
die  Rollbewegung  einer  in  der  Gleismitte  laufenden  Fiibrungslinie 
entspricht.  Von  den  einzelnen  Wagen  nimmt  man  an,  dass  jedesmal 
zwei  bestimmte  Punkte  (etwa  die  Mitten  zweier  Axen  oder  zweier 
Drehgestelle)  Bahnen  bescbreiben,  die  mit  der  Gleismittellinie  kon- 
gruent  sind.  Als  Systemkoordinate  x  kann  man  den  von  einern  dieser 
Punkte,  etwa  dem  ersten  am  Kopfende  des  Zuges,  zuruckgelegten 
Weg  wahlen477). 

1st  die  Gleismittellinie  gegeben,  so  hat  es  prinzipiell  keine 
Schwierigkeit,  zu  jedem  Werte  von  x  die  Lage  aller  Teile  des  Zuges 
zu  bestimmen478).  Daher  kann  man  alle  Gescbwindigkeiten,  insbeson- 
dere  die  der  Wagen schwerpunkte  xt  als  Funktionen  von  x,  x  aus- 
drucken.  Ermittelt  man  iiberdies  die  Geschwindigkeiten  aller  Ax- 
mitten,  so  erhalt  man  bei  Kenntnis  der  Rollkreisradien  die  Winkel- 
geschwindigkeiten  cot  der  einzelnen  Radsiitze.  Bezeichnet  mt  die  Masse 
eines  Wagens  einschliesslich  seiner  Rader,  T(  das  Triigbeitsmoment 
eines  Radsatzes,  so  lautet  der  Ausdruck  fur  die  lebendige  Kraft: 

(12)  E-.tfZmtf  +  ZTM*]. 

In  der  Regel  wird  eine  so  genaue  Analyse  der  massenkinematiscben 
Verhaltnisse  nicht  moglicb  und  mit  Riicksicbt  auf  die  sebr  unvoll- 
kommene  Kenntnis  iiber  das  Kraftfeld  aucb  kaurn  zweckentsprecbend 
sein.  Man  pflegt  dann  einfach  alle  xt  =  x  zu  setzen,  ebenso  alle  &t 
untereinander  gleich,  entsprecbend  einem  mittleren  Rollkreisradius  r, 
anzunebmen,  scbliesslich  fur  2^Tl  einen  Ausdruck  %r2m  einzufiihren, 
wo  m  =  2m,  die  Gesamtmasse  des  Zuges,  «  eine  scbatzunssweise 

CD  /  O 

festgesteUte  Zahl  (im  Durcbscbnitt  ungefabr  0.08)  bedeutet.479)  Da- 
mit  reduziert  sicb  der  Ansatz  fur  die  lebendige  Kraft  auf  die  ein- 
fache  Form: 

(12')  E  =  %m(l+*}x*, 

und  die  linke  Seite  der  Lagrangeschen  Gleicbung  wird  zu: 

m(l  -f-  K)X, 

sodass  man  wesentlicb  die  Formeln  aus  der  Mecbanik  des  ,,mate- 
riellen  Punktes"  wiedergewinnt. 

Von    eingepragten    Kraften    kommen    in  Betracbt:    die   Sell  were, 


477)  tlber  diese   allgemeine   Auffassung   der  Zugsbewegung  vgl.   K.  Heun, 
Kinetische  Probleme,  p.  93. 

478)  Tjber  die  geometrische  Aufgabe,  die  bier  entsteht,  vgl.  z.  B.  v.  Borries, 
Organ  f.  d.  Fortschr.  d.  Eisenbabnwesens  34  (1897),  p.  56. 

479)  Vgl.  z.  B.  B.  Sanzin,  Zeitscbr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1906,  p.  119. 
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die  Fahrtwiderstande  und  die  motorische  Antriebskraft.  System 
komponente  der  Schwerkraft  ist  mg  sin  a,  wo  a  schlechthin  als  Steigung 
der  Bahn,  etwas  genauer  als  Steigung  der  Gleismittellinie  unterhalb 
des  Gesamtschwerpunktes  zu  definieren  ist.  Uber  die  Fahrtwiderstande, 
die  sich  aus  Luft-  und  Reibungswiderstand  zusammensetzen,  sind  in 
Nr.  7c  die  erforderlichen  Angaben  gemacht.  Hier  ist  nur  hinzu- 
zufugen,  dass  bei  unserer  Wahl  der  Systemkoordinate  die  in  Nr.  7  c 
eingefuhrte  Grosse  W  unmittelbar  die  Systemkomponente  (vgl.  Vorbem. 
p.  219)  der  Widerstandskrafte  darstellt.  Wahrend  auf  der  geraden 
Strecke  W  lediglich  als  Funktion  der  Zugsgeschwindigkeit  x  erscheint 
wird  bei  Beriicksichtigung  der  Kriimmungswiderstande  W  Funktion 
von  x  und  x.  Die  Systemkomponente  der  motorischen  Antriebskrafte 
ist,  solange  die  Triebrader  nicht  gleiten  und  ihre  Rollreibung  ver- 
nachlassigt  werden  darf,  gleich  dem  Quotienten  aus  dem  Antriebs- 
moment  M  durch  den  Rollradius  desjenigen  Raderpaares,  auf  dessen 
Axe  M  bezogen  ist.  Das  ist  zufolge  (3)  die  ,,Zugkraft"  Z.  Allein 

der  Quotient  --  verliert  diese  Bedeutung,  wenn   er  grosser  wird  als 

q>0A:  dann  wird  der  Uberschuss  an  Antriebskraft  lediglich  auf  Be- 
schleunigung  der  Drehung  der  Triebrader  aufgewendet.  Bei  Dampf- 
lokomotiven  wachst  die  Leistung  L  mit  der  Fahrtgeschwindigkeit,  da 
der  Abzug  der  Gase  aus  der  Kesselfeuerung  durch  schnellere  Fahrt  be- 
giinstigt  wird.  Eine  gebrauchliche  Formel480)  giebt  fur  den  Quotienten 

—  bei  Personen-  und  Schnellzugslokomotiven: 

(13)  —  =  Z  = 

r  yj,.    } 

wo  H  die  Kesselheizflache  in  w2,  x  die  Geschwindigkeit  in  m/sec.  be- 
deutet.  Das  Bild  von  Z  als  Funktion  von  x  besteht  also  aus 
der  Horizontalen  mit  der  Ordinate  cp0A  bis  zum  Schnitt  mit  der 
Kurve  (13)  und  dann  aus  dieser  Linie.  Die  Bewegungsgleichung  hat 
die  Form: 

(14)  (1  -j-  K)mx  =  Z(x)  --  W(x,  x)  —  mg  sin  «. 

Urn  den  Anlaufvorgang  od.  dgl.  zu  untersuchen,  pflegt  man  (14)  gra- 
phisch  zu  integrieren,  indem  man  die  beiden  Naherungspolygone,  die  den 
Integralen  x(f)  und  x(f)  entsprechen,  gleichzeitig  entwickelt481).  Ins- 

480)  Frank,   Organ   f.    d.   Fortschritte    des   Eisenbahnwesens  1899,   p.  161. 
Vgl.  a.  des  Ingenieurs  Taschenbuch,  her.  v.  Verein  ,,Hutte",  18.  Aufl.,  Berlin  1902, 
n.  Bd.,  p.  453. 

481)  Vgl.  z.  B.  die  Durchfiihrung  in  E.  v.  Eziha  u.  J.  Seidener,  Starkstrom- 
technik,  Berlin  1909,  p.  1071, 
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besondere  bei  elektrischen  Bahnen  mit  dicht  gedrangten  Haltestellen 
bietet  eine  derartige  Integration  die  Grundlage  fiir  die  Herstellung 
des  Fahrplanes.  Gl.  (14)  dient  ferner  zur  Ableitung  verschiedener 
Betriebskurven,  Belastungstafeln  usf.,  die  eine  Ubersicht  iiber  die  zu- 
lassige  Steigung,  Wagenanzahl  u.  ahnl.  ergeben482). 

Eine  bei  Dampflokomotiven  auftretende  Erscheinung,  die  man 
als  das  Zucken  dcr  Mascliine  bezeichnet,  beruht  auf  der  periodischen 
Veranderlichkeit  des  Antriebsmomentes  und  den  periodischen  Massen- 
beschleunigungen  der  Mascninenteile.  Die  Triebwerkteile  einer  Dampf- 
maschine  ergeben  ein  Zusatzglied  in  dem  Ausdruck  fur  die  lebendige 
Kraft  von  der  Form  ^F(&)&  (vgl.  Nr.  9c,  besonders  Gl.  (25),  und  ff.), 
wo  #  den  Umdrehungswinkel  der  Kurbel  bedeutet.  Nimmt  man 
reines  RoUen  an  und  reduziert  aUes  auf  einen  einzigen  Triebkreis- 
radius  r,  so  kann  man  dafiir  schreiben: 

1  F(rff)  .  a 

2  r2 

und  erbalt  somit  als  Zusatz  zu  den  Beschleunigungsgrossen  fiir  Gl.  (14): 

x  dF  x* 

(14')  -^pr  + 


V 
Das  erste  Glied  darf  neben  mx  vernachlassigt  werden,  da  --,-  ,,die  redu- 

zierte  Masse  der  Getriebeteile"  (GL  (25)  in  Nr.  9c)  klein  ist  gegenuber 
der  Masse  m  des  Zuges.  Aus  demselben  Grunde  darf  in  dem  zweiten 
Gliede  statt  x  die  Konstante  v  gesetzt  werden.  Aijf  die  rechte  Seite 
von  (14)  tritt  zu  Z,  das  ja  bis  auf  den  Faktor  r  mit  dem  Antriebs- 
moment  ubereinstimmt,  ein  ebenfalls  mit  ft  periodisch  veranderlicher 
Bestandteil  Z'  (d.  i.  der  voile  Wert  von  Z  abziiglich  seines  iiber  eine 

„,         1    dF  v* 
voile  Periode  genommenen  Mittelwertes).   Man  kann  nun  Z      -  y  -^  rT 

zusammenfassen  —  es  ist  das  bis  auf  eine  Konstante  der  ,,Radingersche 
Tangentialdruck"  (Nr.  11  a)  —  und  erkermt,  dass  im  ganzen  zu  der  Haupt- 
be  wegung  eine  erewungene  Schwincjung  hinzukommt,  die  die  Masse  m  (1  +  x) 
unter  dem  Einfluss  der  Kraft  Z'  —  y^r^  voUfiibrt.  Bei  grosseren 
Geschwindigkeiten,  und  nur  auf  solche  kommt  es  an,  tritt  Z'  gegen 
das  zweite  Glied  zuriick.  Dieses  aber  wird  bei  rnehrkurbeligen  Ma- 
scbinen  durch  den  Ausgleich  der  Massendriicke  ganz  oder  teilweise 
zum  Verschwinden  gebracht.  (Vgl.  Nr.  12  c.)  Schatzungsweise  kann 


482)  Vgl.  z.  B.  K  Lihotzky,  Zeitschr.  d.  osterr.  Ingen.-  u.  Archit.-Vereins  1909, 
p.  233  ff.  V.  G.  Bofihardt,  in  Handb.  d.  Eisenbahnmaschinenwesens  2,  Berlin  1908, 
p.  89.  B.  Sanzin,  ebda.,  p.  39. 
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man,  wie  v.  Borries  es  tut;  die  Amplitude  des  ;,Zuckens"  aus  den  Extrem- 
werten  der  erzwingenden  Krafte  bestimmen483).  Bine  analoge  Uber- 
legung  lasst  sich  hinsichtlich  der  Drehschwingungen  um  die  Vertikale 
anstellen'*84).  Wie  weit  die  Elastizitat  aller  Lokomotivteile  und  der 
Spielraum  in  den  Gelenken  usw.  die  Ergebnisse  beeinflusst,  entzieht 
sich  jeder  Rechnung. 

23  c.  Die  kinetisclien  Reaktionen  des  Fahrzeuges.  Der  ein- 
facliste  Fall  der  Fahrzeugbewegung  liegt  vor,  wenn  die  Gleisstrecke 
geradlinig,  die  Fahrtgeschwindigkeit  konstant  ist,  alle  Rader  rollen, 
ohne  zu  gleiten,  und  alle  Krafte  derart  symmetrisch  verteilt  sind,  dass 
keine  seitliche  Anpressung  der  Spurkranze  stattfindet.  In  diesem 
Falle  bestehen  die  kinetischen  Reaktionen  aus  dem  Normaldruck  und 
der  Haftreibung  in  der  Schienenlaufflache.  1)  Der  Normaldruck.  Seine 
Richtung  steht,  hinreichend  genau,  senkrecht  auf  der  Gleisebene,  d.  i. 
jener  Ebene,  die  die  beiden  Laufflachen  des  Gleises  beriihrt.  Er  hat, 
wofern  keine  bewegten  Maschinenteile  vorhanden  sind,  die  Grosser 
Gewicht  X  cosinus  des  Steigungswinkels  und  verteilt  sich  nach 
statischen  Gesetzen  auf  die  einzelnen  Stiitzpunkte.  Der  Einfluss  der 
bewegten  Massen  aussert  sich  in  dem  Sinne,  dass  sich  fiber  den  kon- 
stanten  Gewichtswert  periodische  Schwankungen  lagern.  Diese  konnen  — 
bei  horizontal  liegenden  Zylindern  —  fast  ganz485)  vermieden  werden, 
wenn  man  die  Masse  so  anordnet,  dass  die  rotierenden  Teile,  einschliess- 
lich  der  in  die  Kurbelzapfen  fallenden  Schubstangenteile  (vgl.  Nr.  9  b  ff.), 
ihren  Schwerpunkt  in  der  Drehaxe  haben.  In  der  Regel  werden  aber 
die  Gegengewichte  (bob-weights)  (mit  Riicksicht  auf  das  Zucken, 
Nr  23 b)  so  bemessen  (Nr.  12 c),  dass  die  horizontalen  Massendrucke 
ganz  oder  teilweise  verschwinden,  und  dann  sind  die  Schwankungen 
des  Normaldruckes,  namentlich  soweit  es  die  Triebrader  betrifft,  nicht 
unwesentlich486).  Fiir  die  Beanspruchung  des  Schienenmateriales  be- 
deuten  die  Normaldriicke  im  wesentlichen  eine  J5^m^sbelastung, 
wobei  die  rasche  Veranderlichkeit  des  Angriffspunktes  (dynamische 
Festigkeit)  nicht  ausser  acht  gelassen  werden  darf.  2)  Die  Haftreibung. 
Sie  wirkt  bei  den  Triebradern  auf  die  Schiene  entgescen  der  Fahrt- 

O     O 

richtung,  bei  den  Laufradern  im  Sinne  der  Fahrt.  Die  Grosse  ist  bei 
den  Laufradern  durch  Gl.  (5)  bestimmt,  also  mit  der  Zeit  kaum  ver- 


483)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  1902,  p.  1066  ff.     Ferner:   Eisenbahn- 
technik  d.  Gegenwart  1,  p.  107. 

484)  Vgl.  auch  H.  MeTdis,  Dampfschnellbahnzug,  Diss.  Karlsruhe  1903. 

485)  D.  h.  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  £2,  vgl.  Nr.  12. 

486)  J.  v.  Radinger,  Dampfmaschinen,  Wien  1892,  p.  246. 
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anderlich.  Die  Haftreibung  der  Triebrader  aber  unterliegt  nacli  (1)  den- 
selben  periodischen  Schwankungen,  die  das  Tarigentialdruckdiagramm 
der  Maschine  aufweist.  Fiir  die  Schienen  bedeutet  die  Haftreibung  in 
erster  Linie  Zug  uud  Druck,  dann  aber  auch  Schubbeanspruchung  in 
der  Langsrichtung.  Wichtiger  ist  die  Beanspruchimg  der  Schienen- 
befestigung  und  -bettung;  denn  man  hat  in  der  Haftreibung  eine  der 
Hauptursachen  des  sog.  Schienenwanderns  zu  erkennen487). 

Bewegt  sich  ein  Fahrzeug  in  einer  Gleiskrummung,  so  riihrt  von 
der  Schwerpunktsbeschleunigung  eine  in  der  Richtung  der  Haupt- 
normalen  der  Bahn  nach  aussen  wirkende  Reaktion  (Fliehkraft)  her, 
von  der  Grosse 


(15)  =w-g, 

wo  m  die  Masse  der  auf  die  betreffende  Axe  statisch  entfallenden  Last 
bezeichnet.  Urn  zu  verhindern,  dass  daraus  eine  Anpressung  des  ausse- 
ren  Spurkranzes  an  die  Schienenseitenflache  entsteht,  muss  man  die  in 
Nr.  23  a,  Gl.  (11)  angefiihrte  Uberhohung  li  herstellen,  die  der  Gleisebene 
eine  solche  Lage  giebt,  dass  sie  senkrecht  zu  der  Resultierenden  aus 
Gewicht  und  Fliehkraft  C  steht.  Nimmt  man  an,  dass  jeder  Wagen 
eine  Haupttragheitsaxe  senkrecht  auf  der  Gleisebene  (Tragheitsmoment 
Tft)  und  eine  horizontale  senkrecht  auf  der  Fahrtrichtung  (TJ  besitzt, 
so  ergeben  die  Massenbeschleunigungen  noch  das  Reaktionsmoment488): 

f\R\  ~MT  --  ^  Th*  —  Ta*  h 

M»—m  -----  ST'a 

um  eine  zur  Fahrtrichtung  parallele  Axe.  Ein  weiteres  Moment  urn 
dieselbe  Axe  (und  ebenfalls  in  dem  Sinne  positiv  gerechnet,  in  dem 
G  um  den  ausseren  Schienenstrang  zu  drehen  sucht)  riihrt  von  der 
sog.  Kreiselwirkung  der  Racier  her,  d.  h.  von  den  Geschwindigkeiten, 
die  alle  Raderpunkte  jederzeit  besitzen  und  die  infolge  der  Drehung 
des  Fahrzeuges  ihre  Richtung  andern  miissen.  Es  hat  fur  einen  Rad- 
satz  vom  Tragheitsmoment  T  und  dem  Rollkreisradius  r  die  Grosse489) 


Die  drei  Reaktionen  (15),  (16),  (17)  haben  zur  Folge,   dass  bei  nicht 
erhohter  Aussenschiene   die  Normaldriicke,  die  auf  die  beiden  Rader 

487)  Vgl.  z.  B.  A.  Wirtfi,  Zeitschr.  d.  osterr.  Ingen.-  u.  Archit.-Vereins  1909 
p.  317ff.    /.  v.  Engerth  u.  M.  Spitz,  Org.  f.  d.  Fortschritte  d.  Eisenbahnwesens  84 
(1897),  p.  151  ff. 

488)  F.  Kotter,  Sitzungsber.  d.  Berliner  mathem.  Gesellsch.  1904,  p.  36. 

489)  F.  Kotter  a.  a.  0.     Ferner:  Klein-  Sommerf  eld,  Theorie  d.  Kreisels  (IV) 
p.  775. 
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einer  Axe  entfallen,  auch  bei  symmetrischer  Gewichtsanordnung  un- 
gleich  werden.  Bezeichnet  h*  die  Hohe  des  Wagenschwerpunktes  iiber 
der  Gleisebene,  so  wird  um  den  Betrag489) 

(18)  CV  +  My  +  Mt 

Ct> 

der  Normaldruck  auf  dem  ausseren  Schienenstrang  erhoht,  auf  dem 
inneren  vermindert.  Zur  Beurteilung  der  Grossenordnung  diene  die 
Angabe,  dass  Mk  :  C  etwa  2  bis  5  cm,  Mu  :  C  ungef  ahr  den  zehnten 
Teil  davon  ausmacht490). 

An  alien  Stellen,  an  denen  die  Gleiskrummung  sich  andert,  findet  — 
wofern  die  Uberhohung  durcbgefiihrt  wird  •  -  eine  Drehung  des 
Wagens  um  die  zur  Fahrtrichtung  paraUele  Axe  statt.  Durch  Kreisel- 
wirkung  der  Rader  entsteht  jetzt  ein  Reaktionsmoment  um  die  Verti- 
kale  von  der  Grosser490) 


wo  I  die  Lange  der  Ubergangsstrecke  bedeutet,  auf  der  die  Uber 
hohung  von  Null  bis  h  wachst.  Dieses  Moment  ist  in  der  Regel 
einigemal  grosser  als  Mk.  In  ahnlicher  Weise  hat  man  schliesslich 
auch  die  Reaktionsgrossen  abzuschatzen,  die  durch  gelegentliche  Un- 
ebenheiten  des  Gleises  (Gleisbuckel)  erzeugt  werden. 

Anderung  der  FahrtgeschwindigMt  wirkt  nicht  unmittelbar  auf 
die  Grosse  von  Normaldruck  und  Haftreibung,  d.  h.  es  rechnet  sich 
der  erstere  aus  den  Gewichten,  der  letztere  aus  den  Momenten  um 
die  Radaxen  in  derselben  Weise  wie  fruher.  Dagegen  ist  der  Ein- 
fluss  des  Bremsens  auf  die  Reaktionen  nicht  zu  unterschatzen.  An 
Stelle  der  Haftreibung  tritt  beim  gebremsten  Rad  die,  namentlich  bei 
den  Laufradern,  viel  grossere  Gleitreibung.  Sie  erkliirt  das  hohe  Mass 
von  Schienenwanderung  in  der  Nahe  der  Haltestellen. 

23d.  Bremsen.  Das  Bremsen  der  Eisenbahnfahrzeuge  geschieht 
durchwegs  mit  Hilfe  von  Bremsklotzen,  die  gegen  die  Rader  gepresst 
werden.  Die  Bestimmung  des  giinstigsten  Bremsdruckes,  des  Brems- 
weges,  der  Bremsdauer  usf.  beruht  im  Grunde  auf  ganz  einfachen 
mechanischen  Satzen,  erfordert  aber  eine  sorgfaltige  Uberlegung.  Die 
Theorie  ist  von  A.  Sommerfeld^}  im  Zusammenhang  entwickelt 
worden.  Wir  beschranken  uns  hier  auf  den  —  meist  vorliegenden  — 
Fall,  dass  die  Masse  der  Rader  gegeniiber  der  des  Fahrzeuges  ver- 
nachlassigt  werden  darf. 

490)  Klein-  Sommerf  eld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  777  (Heft  IV). 

491)  Denkschrift  der  Technischen  Hochschule  zu  Aachen  1902,  p,  58. 
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Von  dem  Gesamtgewicht  G  des  Zuges  entfalle  der  Teil 
auf  diejenigen  Axen,  die  unter  dem  Einfluss  der  Bremse  stehen.  Man 
nennt  in  der  technischen  Litteratur  die  Zahl  100  K  die  ,,Bremsprozente". 
Die  Koeffizienten  der  Gleitreibung  zwischen  Schiene  und  Rad  (<p), 
bzw.  zwischen  Rad  und  Bremsklotz  (<p')  sind  als  Funktionen  der  be- 
treffenden  Gleitgeschwindigkeit  u  bzw.  u  bekannt  (vgl.  Nr.  7  a,  Abs.  c). 
Wir  diirfen  voraussetzen,  dass  die  Funktionen  cp  und  <p'  monoton  ab- 
nehinen,  da  die  kleinen  Geschwindigkeitswerte,  fur  die  <p  wachst,  (vgl. 
Nr.  7  a,  c))  hier  nicht  inbetracbt  kommen,  und  diirfen  die  Werte  qp(0) 
bzw.  <p'(0)  mit  den  Haftreibungskoeffizienten  <JPO  und  qp0'  identifizieren. 
Der  Anfangswert  der  Fahrtgeschwindigkeit  v  sei  v1  und  <JP'(UI)  =  (Pi 
gesetzt.  Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  schliesslicb  an,  dass  die 
Verhaltnisse  an  alien  gebremsten  Axen  einander  gleich  sind.  Der 
Bremsdruck  einer  Axe  raultipliziert  mit  der  Anzabl  aller  Axen  sei  N. 
Dann  gilt;  je  nachdem  Gleiten  zwischen  Rad  und  Schiene  stattfindet, 
oder  nicht: 

(20a)  v  =  —  g>(w)0A, 

oder 

(20b)  mv  =  —  <p'(v)NL 

Gl.  (20  a)  besteht,  allerdings  unter  Vernachlassigung  der  Zapfenreibung 
und  Rollreibung,  so  lange 

(21)  <p'N^<p0G, 

und  zugleich  hat  man  u  =  0,  u  =  v.  1st  (21)  nicht  erfullt,  so  andern 
sich  zunachst  u  und  u',  ausgehend  von  den  Werten  u  =  0,  u  =  v, 
entsprechend  den  Gleichungen: 

(22)  u  =      -  -J  (<p'N—  <pGF),    u  +  u'  =  v, 

(wo  r  den  Laufkreisradius,  T  die  Summe  der  Tragheitsmomente  aller 
Rader  bezeichnet).  Dies  dauert  aber  nur  solange,  bis  u'  verschwindet. 
Dieser  Augenblick  muss  einmal  eintreten,  da  der  Klammerausdruck 
in  (22)  immer  positiv  ist,  sobald  (21)  nicht  gilt.  Unter  derselben 
Voraussetzung  besteht  aber  auch  die  Ungleichung: 


(23) 

und   diese   besagt,   dass,   wenn   einmal   u  =  0   ist,   das   Rad   dauernd 
festgebremst  bleibt.    Sommerfeld  unterscheidet  nun  drei  Falle,  je  nach 
den  Verhaltnissen  der  drei  Werte:  ,,Adhasion"  <p0G,  Bremsreibung  zu 
Beginn  y^  N  und  Bremsreibung  bei  festgeklemmtem  Rad  <f0'N. 
Erster  Fall,  Meiner  Bremsdruck: 


23.  Schienenfahrzeuge  :  23d.  Bremsen.  327 

Hier  ist,  wegen  <JPO'  >  <jp'  die  Ungleichung  (21)  sicher  erfiillt.  Das 
Rad  gleitet  bis  zum  Stillstand  des  Zuges  nicht  auf  den  Schienen. 
Der  BewegungsTorgang  wird  durch  Gl.  (20  b)  vollkommen  beschrieben, 
die  man  in  der  bekannten  Weise  graphisch  integrieren  kann.  Setzt 
man  y'  =  konst,  so  erhalt  man  fiir  Bremsdauer  t  und  Bremsweg  s 
die  einfachen  Formeln:492) 

mv,  _  mV     1 

-'Ni'  ~T~'Nl 


Ebenso  wie  im  allgemeinen  Fall  eines  veranderlichen  qp',  erkennt  man 
hier,  dass  t  und  s  mit  wachsendem  N  und  A  abnehmen.  Die  Gl.  (24) 
dienen  haufig  in  der  Praxis  zur  Berechnung  der  ,;Bremsprozenteu 
100  A  bei  eebenem  s  oder  t. 


Zweiter  Fall,  mittlerer  Bremsdruck:  --0,-  G  <  N  <  •—  G . 

<Po  9>i 

Hier  liegt  die  Adhasion  <p0G  zwischen  dem  Anfangswert  tp^' N 
und  dem  Hochstwert  fp0'N  der  Bremsreibung.  Es  ist  somit  zu  An- 
fang  (21)  erfiillt,  dann  muss,  da  v  abnimmt,  rp' N  also  zunimmt,  der 
Augenblick  eintreten,  in  dem  cp'N=cp0G  ist.  Von  da  an  gleitet 
das  Rad  auf  der  Schiene,  und  der  Bewegungsverlauf  folgt  den  Gl.  (20  a) 
und  (22),  bis  —  wie  oben  gezeigt  -  -  u  gleich  Null  wird.  Man 
iiberzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Periode  nur  von  sehr  kurzer  Dauer 
sein  kann.  Nun  gilt  weiterhin  (20  a)  mit  u  —  v.  Die  Verzogerung, 
die  das  Fahrzeug  in  dieser  letzten  Bewegungsperiode  erfahrt,  ist  im 
Verhaltnis  cpG:cp'N  verandert  gegen  die  aualoge  Grosse  im  ersten 
Fall.  Dieser  Quotient  ist  aber,  mindestens  bei  kleinem  v  kleiner  als 
1,  d.  h.  die  Bremswirkung  ist  durch  Vergrb'sserung  von  N  uber  den 

Wert  —. 'rG  hinaus  ungiinstiger  geworden. 

•Po 

Dritter  Fall,  grosser  Bremsdruck:  N>~-,-G. 

Hier  ist  von  allem  Anfang  an  (21)  nicht  erfiillt,  es  tritt  sofort 
die  durch  (20  a)  und  (22)  beschriebene  Bewegungsform  ein,  die  dann 
einer  Bewegung  mit  festgebremstem  Rad  Platz  macht.  Bremsweg  und 
Bremsdauer  nehmen  mit  steigendem  N  nur  noch  zu. 

Das  hauptsachlichste  Ergebnis  dieser  Untersuchung  geht  dahin, 
dass  der  giinstigste  Bremsdruck  den  Wert 

/o^\  AT         *Po   n 

\&>J)  -Li  —  — 7  Cr 

besitzt.     Durch    eine   erweiterte  Diskussion   kann    man    auch    zeigen, 


492)  Vgl.  z.  B.  Handbuch  des  Eisenbahnmaschinenwesens,  her.  v.  L.  v.  Stockert, 
Berlin  1908,  1.  Bd.,  p.  541  (R.  v.  Gostkowski). 
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dass  nocb  bessere  Ergebnisse  erzielt  werden,  wenn  man  den  Bremsdruck 
wahrend  jeder  Bremsung  in  bestimmter  Weise  abnehmen  lasst.  Die 
meisten  an  Eisenbahnziigen  vorgenommenen  Bremsversuche493)  stehen 
mit  diesen  Folgerungen  in  gutem  Einklang. 

23 e.  Schwingungen  des  Lokomotivoberbaues.  Wagen-  und 
Lokomotivoberbau  sind  in  der  Regel  nicht  starr,  sondern  unter  Ver- 
mittlung  elastischer  Federn  mit  den  Axbiicbsen  verbunden.  Dies  giebt 
Veranlassung  zum  Entsteben  verschiedener  storender  Bewegungen,  die 
namentlich  bei  der  Lokomotive,  unter  dem  Einfluss  der  Maschine, 
von  grosserer  Bedeutung  werden  konnen.  Man  verdankt  die  ersten 
allgemeinen  Ansatze  F.  Redtenbacher*9*),  dessen  Untersuchung  nicht 
vollig  fehlerfrei  war.  Von  G.  Zcuner4-*4-*)  wurde  das  Problem  erfolg- 
reich  wieder  aufgenommen,  und  neuerdings  bat  F.  Radakovic^^}  die 
Tbeorie  in  rationeller  Weise  kurz  dargestellt. 

Durcb  den  Schwerpunkt  des  Lokomotivoberbaues  zieben  wir  die 
#-Axe  parallel  zur  Fahrtricbtung  und  die  ?/-Axe  senkrecbt  dazu  in 
der  Horizontalebene.  Wir  stellen  uns  vor,  dass  der  ganze  Korper, 
dessen  Masse  m  sei,  in  einer  Reihe  von  Punkten  (x[}  yt)  der  Horizon 
talebene  durcb  vertikal  aufwarts  gericbtete  Federkrafte  Ft  gestiitzt 
werde.  Im  Ruhezustande  gilt  dann: 

(26)  £Ft=*mg,     ZxtFt  =  £ytFt  =  0, 

und  zugleich  seien  die  x-  und  i/-Axe  Haupttriigbeitsaxen  mit  den 
Momenten  Tx,  Ty.  Der  Korper  besitze  nun  dem  Radgestell  gegen- 
iiber  folgende  drei  Freibeitsgrade:  1.  Eine  Translationsmoglicbkeit 
vertikal  nacb  aufwarts,  das  Wogen  der  Mascbine;  Koordinate  e.  2.  Eine 
Drebbarkeit  um  die  #-Axe,  das  Waviken;  Koordinate  ^  ==  Winkel 
der  gedrebten  #£-Ebene  gegen  ibre  urspriinglicbe  Lage,  positiv  im 
Sinne  der  kiirzesten  Drebung  von  y  nacb  z.  3.  Eine  Drebbarkeit  um 
die  (neue)  y-Axe,  das  Nicken;  Koordinate  -9-  =  Winkel  der  £-Axe 
gegen  ibre  bei  der  ersten  Drebung  erreicbte  Lage,  positiv  im  Sinne 
der  kiirzesten  Drebung  von  z  nacb  x.  Siebt  man  z,  4>,  &  von  vorn- 
berein  als  kleine  Grossen  an;  so  bat  man  fur  die  lebendige  Kraft  den 
Ausdruck: 

(27)  E  =  -Hm!r»  +  Tx^  +  Ty&]. 

493)  Vgl.  z.  B.  Douglas  Galton,  The  effect  of  braker  upon  railway  trains, 
New  York  1891;  ferner  die  in  Fussn.  168  zitierten  Arbeiten  desselben  Verfassers. 
Ferner:  /.  Rihosek,  Zeitschr.  d.  osterr.  Ingen.-  u.  Archit.-Verein  1909,  p.  621  und 
Organ  f.  d.  Fortschr.  d.  Eisenbahnwesens  1904,  p.  87. 

494)  F.  Eedtenbacher ,  Die  Gesetze  des  Lokomotivbaues,   Mannheim   1865. 
494  a)  Progr.  d.  eidgen.  polytechn.  Schule  pro  1861/2,  Zurich  1861. 

495)  F.  Radalcovic,  Zeitschr.  Math.  Phys.  53  (1906),  p.  225. 
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Die  tte  Feder   erfahrt   bei   de-r  Bewegung  die   zusatzliche  Verkiirzung 
~  (0  ~h  y$  —  xi&}-     Bezeichnet  man  mit  ct  die  Federkonstante,  d.  i. 
den  Quotienten:  Federkraft  durch  Verkiirzung,  so  ist  zur  Uberwindung 
des  Federdruckes  die  Arbeit: 

-  Fg(a  +  yj  —  xt»)  +  -*'-  (e  +  yj  -  xt#f 

erforderlich.  Wir  bilden  die  Summe  dieser  Ausdriicke  fur  alle  Federn, 
ftigen  das  Potential  der  Schwerkraft  mgz  hinzu  und  beriicksichtigen 
(26),  so  erhalten  wir  den  Ausdruck  fiir  die  gesamte  potentielle  Energie: 

(28)  -  A  =  ±Zct(g  +  y#  -  xt&}\ 

Die  drei  Gleichungen  fiir  die  freien  Schwingungen  lauten  daher496): 
mz  -\-  Z£CL  -f-  /4>Eclyi  —  &2^clx[  =  0; 

(29)  Tx$  +  eZctyt  +  *Zcty?  —  »£ctxtyt  =  0, 

=  0. 


Da  die  Federn  in  der  Regel  symmetrisch  zur  #-Axe  angeordnet  sind, 

darf  man  setzen: 

(30)  ^y,  =  0,     ^,^  =  0. 

Schreibt  man  ferner  zur  Abkiirzung: 

2c,  Zc,x,*  Zc,y  2  Zc  x 

/o  -i\  (  it  a  '*< 

-*'        "^T  =^'    -ir  -r, 

so  wird  aus  (29): 


(29')  $  +  7^  =  0, 


und  die  Frequenzen  der  freien  Schtvmgungen  werden: 

fiir  das   Wanken:  ^, 

(32) 


fiir  das   Wogen  und  Nicken:  JLl/*±£  + 


Die  Stdbilitdtsbedingungen  bestehen  in  der  Forderung,  dass  sich 
fiir  die  3  Frequenzen  reelle  Werte  ergeben.  Dies  ist  immer  der  Fall, 
da  a,  /3,  y  positive  Grossen  sind  und  (nach  der  sog.  Schwar2scla.en  Un- 
gleichung)  a/3  >  <52. 

496)  Bei  Radakovic,  a.  a.  0.,  p.  229,  ist  in  diesen  Gleichungen  ein  Zahl- 
faktor  irrtumlich. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenach.    IV  1,  11.  22 
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Um  die  erzwungenen  ScJiwingungen  rechnerisch  behandeln  zu 
konnen,  muss  man  den  Ansatz  fur  die  erwingenden  Krafte  haben. 
Diese  sind  teils  die  periodisch  veranderlichen  Redktionen  der  Dampf- 
mascliine,  namlich  der  Darnpfdruck  auf  die  Zylinderdeckel  und  der 
Kreuzkopfdruck  in  den  Fiihrungen,  teils  Wirkungen  der  sclnvankenden 
Bewegung  des  Lokomotivgestelles.  Der  Dampfdruck  darf  meist  ausser 
acbt  bleiben,  da  er  genau  oder  angenahert  in  der  Ricbtung  der  ic-Axe 
wirkt.  Der  Kreuzkopfdruck,  wesentlicb  in  der  ^-Richtung  wirksam, 
kann  angenabert  in  der  Form 
(33)  P=P0sincot 

dargestellt  werden,  wo  P0  eine  Konstante,  co  die  Winkelgescbwindig- 
keit  der  Mascbine  bedeutet.  Genauer  ist  P  durcb  den  Verlauf  des 
Dampfdruckes  und  der  Massenbeschleunigung  wahrend  eines  Kolben- 
ganges  bestimmt  (vgl.  Nr.  13  a)  und  kann  immer  in  eine  Fouriersche  Reihe, 
deren  erstes  Glied  (33)  darstellt,  entwickelt  werden.  Es  hat  keine 
Scbwierigkeit,  den  Ausdruck  (33)  bzw.  einen  vollstandigeren,  und 
die  dazugehorigen  Momentgrossen  in  (29)  einzufiibren  und  damit  die 
Elemente  der  erzwungenen  Scbwingungen  zu  berechnen.  Das  wicb- 
tigste  praktiscbe  Ergebnis  ist  aber  nur  dies,  dass  ein  Zusammentreffen 
der  durch  (32)  gegebenen  Frequcnzen  mit  der  durch  die  Umdreliung 
der  Mascliine  bedingten  Frequenz  vermieden  werden  so^497). 

Weit  scbwieriger  zu  bebandeln  ist  der  Einfluss  des  unregel- 
massigen  Laufes  der  Rader.  Hier  kommt  in  Betracbt  das  Schlingern, 
das  in  Nr.  23 a  besprocben  wurde,  dann  ein  Wogeh  und  Nicken  des 
Unterbaues,  das  durcb  die  elastiscbe  Nacbgiebigkeit  (Durcbbiegung) 
der  Scbienen  und  die  Scbienenstosse  herbeigefiihrt  wird.  Nimmt  man 
auf  diese  Bewegungen  Riicksicbt,  so  treten  in  (29)  die  durcb  die 
Fiibrungsbescbleunigung  bestimmten  Glieder  binzu,  die  gedeutet  werden 
konnen  als  periodiscb  veranderliche  eingepragte  Krafte.  Die  Fre- 
quenzen  fur  das  Wogen  und  Nicken  des  Radgestelles  sind  im  wesent- 
licben  durch  die  Fabrtgescbwindigkeit,  die  Schienenliinge,  den  Scbwellen- 
abstand  und  den  Radstand  gegeben.  Fur  das  Scblingern  muss  man 
auf  das  in  Nr.  23  a  Bemerkte  zuriickgreifen.  Grossere  Scbwierigkeit 
verursacbt  jedoch  die  Bestimmung  der  Amplituden  der  erzwingenden 
Krafte.  Hier  haben  neben  Eedtenbacher^},  namentlich  Einbeck^}  und 
A.  Fliegner^}  eingehende  Untersucbungen  angestellt,  die  der  Haupt- 

497)  v.  Borries,  Eisenbahntechnik  d.  Gegenwarfc  1,  p.  91. 

498)  Eiribeck,  Theoret.  Untersuchungen  viber  den  Unterbau  von  Lokomotiven, 
Leipzig  1875. 

499)  Fliegner,  Vierteljahrschr.  d.  naturforsch.  Gesellsch.  Zurich  42  (1897),  p.  1. 
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sache  nach  in  die  Festigkeitslehre  gehoren.  Das  Ergebnis  fiir  die 
Praxis  reicht  aber  kaum  iiber  den  Satz  hinaus,  dass  auch  hier  die 
Resonanz  zwischen  den  freien  und  den  erzwingenden  Schwingungen 
moglichst  zu  vermeiden  a'stf500). 

24.    Hebezeuge. 

In  der  Konstruktionslehre  der  Hebezeuge  (Winden,  Krane,  Auf- 
ziige)  wird  von  Festigkeitsproblemen  abgesehen,  eine  grosse  Zahl 
Jdeinerer  dynamischer  Aufgdben  vorwiegend  statischer  Natur  behandelt, 
zu  deren  Erledigung  ganz  elementare  Hilfsmittel  der  Mechanik  aus- 
reichen.  Wir  geben  hier  einige  kurze  Andeutungen  iiber  die  am  haufig- 
sten  auftretenden  Fragestellungen. 

Den  breitesten  Raum  in  der  einschlagigen  Litteratur  nimmt  die 
Berechnung  der  Wirkungsgrade  fiir  die  einzelnen  Elemente  ein  (vgl. 
a.  Nr.  21).  Beispielsweise  findet  man  fiir  die  sog.  feste  Rolle  vom 
Halbmesser  a,  Zapfenradius  r,  wenn  die  beiden  Seilstiicke  (Durch- 
messer  d  in  cm)  den  Wink  el  cc  miteinander  einschliessen,  den  reci- 
proken  Wert  des  Wirkungsgrades  y,  gleich  dem  Verhaltnis  der  Span- 
nungen  im  gezogenen  und  ziehenden  Seilstiick: 

(1)    x= — =  1  +  -:     — [-2^   -cos—  bis  1+-'     — \-2il>      cos-^-- 
rj  a  r   a  a  ^  a 

Dabei  bedeutet  ^  den  ,7Zapfenreibungskoeffizienten"  (Nr.  7  b;  1),  wahrend 
das  GliedO.OGd2  bzw.  0.12d2  den  ,,Hebelarm  der  Seilsteifigkeit" (Nr.  20c) 
vorstellt.  Fiir  den  gewohnlichen  Flasclienzug  aus  n  Rollen  erhalt  man: 

/e>\  *o  —  1 

I « J  '/    n  /  TV  i 

^      ^  '  -M.  V '   f  V      1  I    " 


wo  %Q  den  fiir  jede  einzelne  Rolle  nach  (1)  berechneten  Wert  von  x 
fiir  cc  ==  0  bedeutet.  Das  Verhaltnis  der  Spannungen  im  auf-  und 
ablaufenden  Seilstiick  betragt  hierbei  ^Ow(x — 1)  :  (x0n  —  1).  Es  ist 
eine  besondere,  hier  und  bei  ahnlichen  Getrieben  gestellte  Aufgabe, 
die  Bedingungen  der  sog.  Selbsthemmung  zu  finden.  Man  versteht 
darunter  die  Erscheinung,  dass  die  .Ha/freibung  mitunter  ausreicht, 
um  alle  vorkommenden  Betriebslasten  im  Gleichgewicht  zu  erhalten, 
ohue  dass  eine  besondere  Zugkraft  erforderlich  ware.  Selbsthemmung 
wird  beim  Flaschenzug  erreicht,  wenn  das  rechnungsmassige  Yerhaltnis 
der  Spannung  in  dem  die  Last  tragenden  Seilstiicke  zu  der  im  andern 
Seilende  herrschenden  Spannung  grosser  wird  als  der  Quotient:  maxi- 
male  Betriebslast  durch  Gewicht  des  frei  herabhangenden  Seiles.  Tiber 


500)  v.  Borries,  a.  a.  0.,  p.  90.     Hier  wird   auch    auf   die   Ddmpfung    der 
Schwingungen  durch  die  Reibung  der  einzelnen  Federblatter  hingewiesen. 

22* 
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die  Wirkungsgrade  von  Zahnrddern  u.  dgl.  ist  schon  in  Nr.  21  be- 
richtet.  Sorgfaltige  und  verlassliche  Angaben  iiber  alle  diese  Fragen 
bat  A.  Ernst  in  seinem  umfassenden  Lebrbucb  zusammengestellt,  das 
fur  den  grossten  Teil  der  spateren  Litteratur  als  Vorbild  gedient  hat501). 
Sehr  mannigfaltig  sind  die  Einrichtungen,  die  zum  Bremsen  von 
Hebezeugen  Verwendung  finden502).  Bei  -der  Bandbremse,  die  von 
Hand  aus  betatigt  wird,  ist  ein  Stahlband  od.  dgl.  um  eine  Scheibe 
gescblungen,  die  mit  der  zu  brernsenden  Welle  fest  verbunden  ist. 
Die  Zugkrafte  S0,  Si  in  den  Bandenden  steben  (Nr.  20  a ,  Gl.  (4))  im 
Gleicbgewicbtsfalle  in  der  Beziebung: 

(3)  fL^«q)o'S 

wo  <p0  den  Koeffizienten  der  Haftreibung  zwiscben  Scbeibe  und  Band, 
a  den  umspannten  Bogen  bedeutet.  Die  Krafte  S0,  S1  greifen  an 
einem  Hebel  an,  an  dem  iiberdies  eine  ,,Bremskraft"  K  wirkt.  Die 
Momentengleicbung  liefert  einen  Ansatz  von  der  Form: 

(4)  Ka +  8^+8,^  =  0, 

und  man  stellt  sicb  die  Aufgabe,  durcb  passende  Scbrankungen  usf. 
bei  moglichst  kleinem  K  und  moglicbst  geringer  Belastung  der  Welle 
starke  Bremswirkungen  zu  erzielen.  Die  Bedingung  der  Selbst- 
sperrung  lautet  bier503): 

(5)  K  —  ~  <  &>•". 

ai 

Die  selbsttdtigen  Bremsen  beruben  teils  auf  dem  Prinzip  des 
Zentrifugalreylcrs  (vgl.  Nr.  14 a),  teils  sind  es  sog.  Drucklager-  oder 
Senlcsperrbremsen.  In  die  erste  Gruppe  gehort  z.  B.  die  Scbleuder- 
bremse504),  bei  der  Bremsklotze  durcb  die  Fliebkraft  gegen  die  Innen- 
wand  einer  Trommel  gepresst  werden,  die  mit  der  zu  bremsenden 
Welle  in  Verbindung  steht.  Die  erforderlicben  Abmessungen  sind 
aus  der  maximal  zulassigen  Senkgeschwindigkeit  leicbt  zu  berecbnen. 
Andere  Einricbtungen,  die  scbwierigeren  Verhaltnissen  gerecbt  werden 
sollen,  wie  Luftdruckbremsen,  verwenden  vollstandige,  dem  Sonder- 
zwecke  angepasste  Fliebkraftregler  als  auslosende  Organe505).  Hier 

501)  A.  Ernst,  Die  Hebezeuge,  4.  Aufl.,  Berlin  1903;  Bd.  1,  p.  Iff. 
602)  Eine  iibersichtliche  Darstellung  giebt  F.Jordan,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1906,  p.  2011  ff.     Vgl.  a.  Ernst,  a.  a.  0.,  Bd.  1,  p.  230. 

503)  A.Ernst,  a.  a.  0.,  p. '238.    Vgl.  a.  H.A.Siebeck,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch. 
Ing.  1910,  p.  G30. 

504)  A.  Ernst,  a.  a.  0.,  p.  268. 

505)  Vgl.  z.  B.  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1909,  p.  1333.    A.  Riedler,  Per- 
sonen-  und  Lastenaufzuge   der  Weltausstellung  Philadelphia,   Wien  1877,  p.  19. 
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treten  dann  die  Elemente  der  statischen  Regulatortheorie  (Nr.  15b) 
in  Kraft.  In  gleicher  Weise  wie  die  Fliehkraft  hat  man  gelegentlich 
das  Wachsen  des  Luftwiderstandes  mit  der  Geschwindigkeit  fur  Brems- 
zwecke  ausgeniitzt. 506)  —  Die  Seiiksperrbremse  arbeitet  in  der  Regel 
derart,  dass  durch  die  Bewegung  der  Getriebes  im  Sinne  eines  Sinkens 
der  Last  mittels  einer  Reibungskupplung  eine  Bandbremse  od.  dgl. 
eingeriickt  wird.507)  Die  Berechnung  der  statischen  Verhaltnisse  ist 
durchaus  elementar. 

Bei  Laufkranen  treten  verschiedene  Fragen  auf,  die  den  bei 
Schienenfahrzeugen  (Nr.  23)  besprochenen  analog  sind.  Fiir  die  Ver- 
mehrung  des  Fahrtwiderstandes  durch  Spurkranzreibung  (Nr.  2  3  a) 
gibt  Ernst508)  nach  Stribeck  den  Betrag: 

y*Qc 

r     > 

wo  <p  den  Reibungskoeffizienten,  Q  die  Belastung  der  Axe,  r  den 
Radhalbmesser  und  c  den  Abstand  des  Momentanzentrums  von  jenem 
Punkte  bedeutet,  in  dem  der  Spurkranz  des  Rades  die  Seitenfliiche 
der  Schiene  beriihrt. 

Die    gelegentlich    auftretende    Forderung    nach    selbsttatiger   Aus- 
balancierung    der   Last    durch   Gegengewichte    fiihrt   auf  eine  Gruppe 
statisch-geometrischer  Aufgaben,  deren  Behandlung  bis  in  die  Anfange 
der  Statik  zuriickreicht.   Wir  erwahnen  als  einen 
typischen  Fall  die  von  Belidor  geloste  Aufgabe 
der  Zugbriicke^}.     Der  urn  den  festen  Punkt  a 
(Fig.  19)  drehbare  Briickentrager  B  wird  durch 
die    Kette  K   aufgezogen,    die    iiber    die   feste 
Rolle  K   lauft.     Die  Kette   tragt   am    anderen 
Ende  das  Gegengewicht  G,  dessen  Bahn  so  be- 
stimmt   werden    soil,    dass    in    jeder    Stellung 

Gleichgewicht  besteht.  Bezeichnet  Q  das  Gewicht  des  Tragers,  s  den 
Schwerpunktsabstand  von  der  Drehaxe,  a  den  Erhebuugswinkel,  so 
liefert  der  Arbeitssatz  fiir  die  Polarkoordinaten  r,  y>  der  gesuchten 
Kurve  die  Beziehung: 

(6)  Qs  sin  a  —  Gr  cos  cp  =  konst. 

Dazu  kommt  die  geometrische  Bedingung  der  unausdehnbaren  Kette: 
(6')  dr  =  sda; 

506)  Guthermuth,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1888,  p.  794. 

507)  A.  Ernst,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1901,  p.  1081. 

508)  A.  Ernst,  a.  a.  0  ,  p.  347. 

509)  Vgl.  Handb.  d.  Ingenieurwissensch.  II.  Bd.,  4.  Abteil.   3.  Aufl.   Leipzig 
1907  p.  38;   oder  Wernicke,  Lehrbuch  d.  Mechanik,  II.  Abteil.   Leipzig  1.901,  p.  506. 
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Elimination  von  a  aus  (6),  (6')  liefert  die  Polargleichung  der  Bahn, 
die  man  bei  speziellen  Annahmen  iiber  die  verfiigbaren  Konstanten 
zu  einer  Kardioide  gestalten  kann510). 

Eigentliche  kinetische  Fragen  kommen  im  Bereiche  des  Hebezeug- 
baues  nur  selten  zur  Sprache.  A.  Ernst™}  bat  auf  die  Notwendig- 
keit  kinetiscber  Betracbtungen  nacbdriicklicb  bingewiesen.  Er  erkennt, 
dass  wabrend  des  Anlaufvorganges  nicbt  nur  der  zur  Bescbleunigung 
der  Massen  erforderliche  Arbeitsaufwand  zu  leisten  ist,  sondem  dass 
nocb  ein  zusatzlicber  A.rbeiksverlust  infolge  von  Scbwingungsvorgangen 
u.  ahnl.  eintritt 512). 

25.  Schiffe. 

Uber  die  Lebre  von  der  Scbiffsbewegung  wird  im  Art.  IV,  22 
(A.  Kriloff  u.  C.  H.  Mutter)  ausfubrlich  bericbtet.  Es  eriibrigt  bier 
nur,  die  Tbeorie  einer  dynamischen  Einrichtung  zu  besprecben,  die 
dazu  dient,  die  Stabilitat  des  Scbiffes  zu  erboben,  die  Scbiffschwingungen 
zu  vermindern:  die  Theorie  des  sog.  ScJiiffskreisels51**).  Des  Zusammen- 
banges  wegen  scbicken  wir  eine  kurze  Darstellung  der  Lebre  von 
den  Scbiffsschwingungen  voraus,  wie  sie  sicb  methodiscb  an  das 
Vorangebende,  namentlicb  an  Nr.  23 e  (Schwingungen  des  Lokomotiv- 
oberbaus)  anschliesst.  Fiir  nabere  Ausfiibrungen  verweisen  wir  auf 
IV,  22,  Nr.  4, 

25 a.  Die  Schiffsschwingungen.  Wir  stellen  uns  das  Scbiff  als 
einen  starren  Korper  vor,  der  sicb  zunacbst  mit  konstanter  Gescbwin- 
digkeit,  horizontal  und  parallel  einer  vertikalen  Symmetriebene,  be- 
wegen  mag.  Die  Scbwerpunktsaxe  in  der  Bewegungsricbtung  (z-Axe) 
und  die  dazu  senkrecbte  Horizontale  (j/-Axe)  seien  Tragbeitshaupt- 
axen  mit  den  Tragbeitsmomenten  A  und  B.  Von  eingepragten  Kraften 
wirken  auf  das  Schiff  nur  das  Gewicht  mg  und  der  Wasser-  bzw. 
Luftdruck  an  jedem  Oberflacbenpunkt  (|,  tj,  £).  Wir  setzen  voraus, 

510)  ftber  die  im  modernen  Kranbau  vorkommenden  hierhergehorigen  Auf- 
gaben  vgl.  Weifi,  Zeitschr.  d.  Ingen.-Archit.-Vereines   zu  Hannover  1873,  p.  162; 
ferner  Ernst,  a.  a.  0.,  p.  661. 

511)  Ernst,  a.  a.  0.,  p.  1. 

512)  Vgl.  A.  Pfleiderer,  Dynamische  Vorgiinge  beim  Anlauf  von  Maschinen, 
Dissert.  Stuttgart  1906. 

512  a)  Neuerdings  hat  man  mit  gutem  Erfolge  eine  wesentlich  andere  Ein 
richtung,  die  demselben  Zwecke  dienen  soil,  erprobt:  die  sog.  Scldingertanks. 
In  entsprechend  angeordneten  Behilltern  werden  grossere  Wassermengen  mit 
freier  Oberflache  unterhalten.  Sie  geraten  unter  dem  Einfluss  der  SchiflFsbewe- 
gung  in  Schwingungen,  die  in  der  Wandreibung  eine  natiirliche  Dampfung  fin- 
den.  Vgl.  Frdhm,  Jahrbuch  d.  schiffbautechn.  Gesellsch.  1911  und  Zeitschr. 
d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  1911,  p.  1133. 
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dass  der  Druck  durchwegs  statisch  verteilt  sei,  dass  also  die  Grosse 
des  Uberdruckes  iiber  die  Atmosphare 

(1)  p  =  y(a—  g) 

betragt,  wo  y  das  spezifische  Gewicht  des  Wassers,  a  die  Tiefe  des 
Schiffs-Schwerpunktes  unter  der  Wasseroberflache  bedeutet.  Da  nach  (1) 
die  horizontalen  Druckkomponenten  sich  unmittelbar  auf  heben,  brauchen 
wir  nur  die  vertikalen  zu  betrachten,  die  an  jeder  Stelle  die  Grosse 
pdf  besitzen,  wenn  man  mit  df  die  Horizontalprojektion  des  Ober- 
flachenelementes  bezeichnet.  Das  Gleichgewicht  erfordert  nun: 


(2) 

wo  alle  Integrale  (wie  auch  im  folgenden)  iiber  die  eingetauclite  Schiffs- 
oberflache  oder,  was  bier  dasselbe  ist,  iiber  die  Schwimmebene,  zu 
erstrecken  sind.  Man  erkennt,  dass  nach  Einsetzen  von  (1)  die  erste 
dieser  Gleichungen  das  sog.  Archimedische  Prinzip  zum  Ausdruck 
bringt,  die  zweite  die  Stellung  der  Schwimmebene  bestimmt,  wiihrend 
die  dritte,  der  vorausgesetzten  Symmetric  wegen,  identisch  erfullt  ist. 
Zu  der  bisher  betrachteten  Bewegang  soil  nun  eine  storende  Be- 
wegung  binzutreten,  die  folgende  3  Komponenten  besitzt:  1.  Eine  Trans 
lation  in  der  Vertikalen;  Koordinate  e.  2.  Eine  Drehung  um  die 
iC-Axe,  das  Eollen  oder  Schlingern  des  Schiffes:  Koordinate  ^.  3.  Eine 
Drehung  um  die  y-Axe,  das  Stampfen;  Koordinate  %.  Dabei  sei  en  die 
Winkel  ^,  %  so  definiert  wie  i(>,  &  in  Nr.  23  e.  Setzt  man  die  Storungs- 
grossen  z,  ty,  %  von  vornherein  als  klein  voraus,  so  hat  die  storende 
Bewegung  die  lebendige  Kraft: 
(3)  E  =  -HwP  +  Atf  +  -Si2)- 

Der  Oberflachenpunkt  |,  r],  £  erfahrt  jetzt   eine  Aufwartsverschiebung 
von  der  Grosse  z  +  rjt^  —  |%.     Dabei  vermindert  sich  der  Druck  - 
dauernd   statische  Verteilung  vorausgesetzt  -  -   um   y(z  -f-  ^  —  |%), 
und   es   wird  von    der  auf  df  entfallenden   vertikalen  Druckkraft  die 
Arbeit 

*  df 


geleistet.     Hierzu  kommen  von  den  Druckkraften  der  x-  und  y-Rich- 
tung  die  Arbeitsbetrage: 


bzw. 
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wo  df  und  df"  die  Projektion  eines  Oberflachenelementes  auf  die 
yz-  bzw.  #£-Ebene  bezeichnen.  Bildet  man  die  Integrale  fiber  die 
ganze  Oberflache  und  zieht  die  Schwerkraftarbeit  mgz  ab,  so  erhalt 
roan,  mit  Riicksicht  auf  (2),  den  Arbeitswert: 


(4) 

wenn  fiir  das  statiscbe  Moment  des  verdrangten  Wasservolumens 
S=  I  t>t,df  =  j  ri^df"  geschrieben  wird.  Aus  (3)  und  (4)  entstehen 
in  der  bekannten  Weise  (Vorbernerkung  p.  219)  die  Differentialglei- 
chungen  der  freien  Schiffsschwingungen: 

m'0  +  e  yfdf  ~  X  rf't,  df=0, 

(5) 


Man  sieht  hieraus,  dass  das  Rotten  des  Schiffes  stets  unabhangig  von 
den  ubrigen  Bewegungskomponenten  vor  sich  geht,  das  Stampfen  aber 
mit  der  vertikalen  Translationsschwingung  (durch  das  Glied  mit  dem 

Faktor  /  %df]  gekoppelt  ist,  wenn  nicht  die  Schwimmflache  /  df 
ihren  Sehwerpunkt  in  der  2/,0-Ebene  bat.  Fiibrt  man  in  ublicher 
Weise  die  metazentrischen  Eohen  fiir  die  Langs-  und  Querschwingung 
durcb  die  Gleichungen: 


ferner  die  Abkiirzungen: 

(60  F=yfdf,      G  = 

ein,  so  wird  aus  (5): 

me  -\-  Fz  —  G%  —  0, 

(5)  Ail)  +  hing-ty  =  0; 

Bjl  -f-  h'mg%  —  Gz  =  0. 

Die    Schwingungsfrequenzen    ergeben    sich    genau    wie    in    Nr.  23  e, 
Gl.  (32)  und  die  Stabilitdtsbedingungen  lauten: 


Die    zweite    dieser  Ungleichungen  geht  im  Falle  von  Symmetrie  be- 
ziiglich  der  y^-Ebene  in  ti  >  0  fiber. 

Nach    zwei    Richtungen    bedarf   der  Ansatz   (5)   der    Erganzung. 
Erstens   zeigt   die   Erfahrung7   dass  Schiffsschwingungen   in  ruhendem 
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Wasser;  wenn  sie  keinem  ausseren  Antrieb  unterliegen,  allmahlich  er- 
loschen.  Dem  kann  man  Rechnung  tragen,  indem  man  in  jede  der 
Gleichungen  (5)  ein  Dampfungsglied  einfiihrt,  von  der  Form  w^k, 
w2il>}  w3%,  wie  das  in  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  ublich 
ist.  Die  Ursache  dieser  Dampfung  wird  man  in  der  Zaliigkeit  des 
Wassers  zu  suchen  haben.  Die  zweite  Erganzung,  die  wir  vornehmen 
miissen,  besteht  in  der  Beriicksichtigung  des  Wettenganges,  durch  den 
die  Bewegung  des  Schiffes  den  Typus  einer  erzwungenen  Schwingung 
erhalt.  Ohne  hier  auf  die  hydrostatische  oder  hydrodynamiscke 
Theorie  der  Wellen  einzugehen,  konnen  wir  es  als  einen  plausiblen 
Ansatz  fiir  die  Wellenwirkung  ansehen,  wenn  in  jeder  der  Gleichungen 
(5)  noch  ein  Glied  von  der  Form  K  sin  (yt-\-  se)  hinzugefiigt  wird. 
Dabei  bedeutet  K  eine  die  Starke  des  Wellenschlages  messende  Kon- 
stante,  ~  die  Frequenz  der  Wellen.  v,  die  Phasendistanz  der  Ein- 

£,7C 

wirkung  auf  die  verschiedenen  Koordinaten.  Die  Gleichungen  fiir  die 
gedampften,  durch  Wellengang  erzwungenen  Schiffsschwingungen  lauten 
nunmehr: 

mz  -\-Fz-  Gr%  -f-  w^'z  =  K^  sin  (yt  -j-  xj, 

(8)  Afy  +  hmgil>  +  w^  =  K2  sin  (yt  +  x^, 

B'i  -f-  h'mgx  —  Gz  +  w3'x  =  Ks  sin (yt  +  x3). 

Zu  einem  ganz  ahnlichen  Ansatz  wiirde  man  gelangen7  wenn  man 
statt  des  Wellenganges  den  Einfluss  der  Massendriicke  der  Schiffs- 
maschine  beriicksichtigen  wollte.  Denn  die  in  Nr.  12a  mit  X,  Y,  Z', 
L,  M,  N  Ijezeichneten  Krafte  und  Momente  wirken,  negativ  genommen, 
als  aussere  Krafte  auf  den  Schiffskorper.  Soweit  die  Massendriicke 
nicht  ausgeglichen  sind  (vgl.  Nr.  12),  enthalten  diese  X .  .  .  N  perio- 
disch  veranderliche  Bestandteile.  Eine  Annaherung  erhalt  man  jeden- 
falls,  wenn  man  die  Gl.  (8)  benutzt,  nachdem  man  in  ihnen  y  durch 
die  Winkelgeschwindigkeit  ra  der  Maschine  ersetzt  hat.  —  Naturlich 
lassen  sich  auch  Wellenschlag  und  EinfluB  der  Maschine  nebenein- 
ander  in  Rechnung  stellen. 

25 b.  Allgemeiner  Ansatz  fiir  die  Schwingungen  des  Kreisel- 
schiffes.  Die  yon  0.  Sclilick  um  1894  angegebene  und  seither  ofters 
ausgefiihrte  Einrichtung,  die  man  als  Schiffskreisel  zu  bezeichnen  pflegt, 
besteht  in  Folgendem.  Ein  starrer  Rahmen  (H  in  Fig.  20)  ist  derart 
im  Schiff  angebracht,  dass  er  um  eine  unserer  i/-Axe  parallele  Gerade 
massige  Schwingungen  ausfiihren  kann.  Dieser  Rahmen  tragt  einen 
Kreisel  (K  in  Fig.  20),  d.  i.  einen  Rotationskorper,  der  um  seine 
Figurenaxe  rotieren  kann;  die  Drehaxe  des  Kreisels  ist  im  Rahmen 
so  gelagert,  dass  sie  bei  Mittelstellung  des  Rahmens  die  Richtung 
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unserer  #-Axe  hat.  Durch  motorischen  Antrieb  wird  der  Kreisel  in 
konstanter  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  erhalten.  Wir 

bezeichnen  mit  rp   den  Drehwinkel  des  Kreisels 

,z 

((f>  =  o),  von  irgendeiner  Anfangslage  aus  ge- 
rechnet,  und  zwar  positiv  im  Sinne  der  kiir- 
zesten  Drehung  von  x  nach  y.  Ferner  mit  & 
den  Winkel,  den  die  durch  Rahmen-  und  Kreisel- 
axe  gebildete  Ebene  mit  ihrer  Mittelstellung 
relativ  zum  Schiff  einschliesst;  positiv  im  selben 
Sinne  wie  %.  Das  ganze,  aus  Schiff,  Rahmen 

und  Kreisel  bestehende  mechanische  System,  das 
Fig.  20.  .  .  J 

wir  kurz  ,,Kreiselschiff"  nennen,  besitzt  die  funf 

Freiheitsgrade  entsprechend  den  Koordinaten  #,  il>}  %,  &,  cp.  Die  vier 
ersten  dieser  Grossen  und  ihre  Ableitungen  behandeln  wir  in  der 
Rechnung  als  sehr  klein. 

Die  lebendige  Kraft  des  Kreiselschiffes  umfasst  zunachst  die  drei 
vom  SchifFskorper  allein  herriihrenden  Glieder  (3).  Der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  voraussetzen,  dass  in  der  Ruhelage  die  Schwer- 
punkte  des  Rahmens  und  des  Kreisels  mit  dem  des  Schiffes  zusammen- 
fallen ;  die  Schwingungsaxe  des  Rahmens  sei  dann  x  =  0,  z  =  s. 
Der  Rahmen  habe  die  Masse  m  und  die  Tragheitsmomente  A'  fur  die 
#-Axe,  B'  fiir  die  ?/-Axe.  Seine  lebendige  Kraft  wird  gleich: 

(9)  ±[m(e*  +  s2S-'2)  -f  A'tf  +  B'(»  +  i)«] . 

Der  Kreiselkorper  habe  die  Masse  m",  das  Tragheitsmoment  T  fiir  die 
Figurenaxe,  T"  fiir  eine  dazu  senkrechte  Axe.  Da  die  Figurenaxe 
des  Kreisels  mit  der  urspriinglichen  Lage  der  #-Axe  den  Winkel  90° 
-  (0-  -|-  %))  mit  der  neuen  ^/-Richtung  den  Winkel  90°,  einschliesst, 
so  hat  die  Rotationskomponente  fur  die  Figurenaxe  die  Grosse 
fQ  _|_  ^_|_^^.  Daher  liefert  der  Kreiselkorper  zur  lebendigen  Kraft 
des  Systems  den  Beitrag: 

(10)  -Hm"(^  +  «2^2)  +  ^"{^  +  (^4-i)2}  +  ^{«  +  (^  +  %)^}2]- 

Bildet   man   die    Summe   der   drei   Ausdriicke  (3),  (9),  (10),   so    darf 
man  neben  der  Schiffsmasse  m  die  Rahmen-  und  Kreiselmasse  m',  m 
im  Faktor  von  ^2  vernachlassigen,  ebenso  A'  und  T"  neben  A,  schliess- 
lich  Br  und  T'  neben  B  im  Koeffizienten  von  ^2  bzw.  jj;2.    Wir  setzen 
nun: 

(11)  B' +  m's'  +  T"  +  m"s*  =  C,    B' +  T"  =  D, 

wobei  die  einfache  Bedeutung  von  C  und  D  unmittelbar  einleuchtet, 
und  lassen  die  im  letzten  Glied  von  (10)  noch  vorhandenen  Grossen 
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hb'herer  als  zweiter  Ordnung  fort.     So  erhalten  wir  far  die  lebendige 
Kraft  des  ganzen  Systems: 


(12)  E=%\ni 

An  eingepragten  Kraften  ist  gegeniiber  dem  Fall  des  Schiffes 
ohne  Kreisel  hinzugekommen:  das  Gewicht  (m  -f-  m")g  =  Q  des 
Kreisels  samt  Rahmen,  ferner  —  was  fiir  die  Wirksamkeit  der  Em- 
rich  tung  sich  als  wesentlich  erweisen  wird  -  -  eine  Bremskraft  ,  die 
der  Rahmenschwingung  entgegenwirkt.  Beide  Krafte  beeinflussen 
lediglich  die  -fr-Koordinate,  und  zwar  ist  zu  schreiben:  fiir  die  System- 
komponente  des  Gewichtes  —  Qsfr  und  fiir  die  der  Bremskraft 
—  wft.  Die  Ausfiihrung  der  bekannten  Differentiationen  an  (12)  (vgl. 
Vorbem.  p.  219)  ergiebt  mithin  die  Diff'erentialgleichungen  fur  die 
freien  Schwingungen  des  Kreiselschiffes  in  folgender  Form: 

mz  -f-  Fz  —  G%  +  w\z  =  0> 

w^  =  0, 


BJi  +  D#  —  Taj  -\-  Ji'mgx  —  Gz  +  ws%  =  0, 
C&  +  D'i  —  T<o'i>  +  sQ&  +  wfi  =  0. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  durch  die  Kreiselwirkung,  d.  i.  durch  die 
Glieder,  die  o  enthalten,  eine  Koppelung  der  drei  Scliwingungskompo- 
nenten  des  Schiffes  untereinander  und  mit  der  Rahmenschwingung 
herbeigefiihrt  wird.  Nur  die  translatorische  Schwingung  des  Schiffes 
lasst  sich  ausscheiden,  wenn  G  verschwindet.  Die  Aufstellung  der 
allgemeinen  Stabilitatsbedingungen,  die  Ermittlung  der  Frequenzen 
der  ungedampften  Schwingungen  usf.  aus  (13)  bietet  hochstens  noch 
rechnerische  Schwierigkeiten. 

Die  ersten  theoretischen  Arbeiten  iiber  den  Schiffskreisel  riihren 
von  H.  Lorenzbls)  und  A.  Foppl^  her.  Beide  beschrankten  sich 
auf  die  Untersuchung  des  reinen  Rollens  (z  =  0,  %  =  0),  Lorenz  liess 
iiberdies  den  Einfluss  der  Bremse  unbeachtet.  Uber  den  Zusammen- 
hang  mit  der  Stamp  fbewegung,  auf  den  zuerst  F.  Serger516}  hinge- 
wiesen  hatte,  brachte  die  Klein-  Sommerfeldsche  Kreiseltheorie516)  eine 


513)  Physikal.  Zeitschr.  5  (1903)  p.  27. 

514)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1904,  p.  478  u.  983  und  1906,  p.  2048.  Foppl 
hat  die  Theorie  weitergefuhrt  in  seinen  Vorlesungen  iiber  technische  Mechanik  6.  B. 
Leipzig  1910,  p.  220. 

515)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ingen.  1906,  p.  982. 

516)  Klein-Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  IV.  Heft,  Leipzig  1910,  bearb. 
von  F .  Noether,  p.  840. 
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approximative  Berechnung.  Es  ergab  sich,  dass  das  Stampfen  des 
Schiffes  keine  wesentliche  Rolle  bei  dem  ganzen  Vorgang  spielt,  wenn 
Resonanz  zwischen  der  freien  Roll-  und  Stampfschwingung  vermieden 
wird.  Wir  behandeln  daher  irn  folgenden  lediglich  das  Rollen  des 
Kreiselschiffes.  Dabei  sollen  zunachst  die  durch  Wellengang  erzwungenen 
Sclnvingungen  in  den  Vordergrund  gestellt  werden,  wie  dies  erstmals 
H.  Malmstrom611)  getan  hat.  Daran  schliesst  eine  Diskussion  der  freien 
Schwingungen,  die  ausser  von  den  genannten  Autoren  namentlich  von 
F.  Noether516)  gefordert  wurde. 

25c.  Bollen  des  Kreiselschiffes  irn  Seegang.  Mit  £  =  0,  #  =  0 
und  Einfiihrung  des  dem  Wellengang  Rechnung  tragenden  Sinus- 
gliedes  (vgl-  Nr.  25  a,  Gl.  (8))  wird  aus  der  zweiten  und  vierten  Glei- 
chung  des  Ansatzes  (13): 

-f-  TK>&  -f- 


S&       w>  =  0. 


Die  erste  der  Gl.  (13)  ist  dabei  identisch  erfiillt,  die  dritte  aber  kann 
im  allgemeinen  neben  (14)  nicht  bestehen.  Wir  schreiben  zur  Ab- 
kiirzung: 

n~hmg_       o      sQ  __     2>       w*__3        w*  -  TI<ai-    ^2.      K*  —  I 

I  —£-        «  ,     -Q*-P\      ~A'  -  *•>     ~^—Pi      AC  ~     *  •>      A  ~     K> 

so  dass  •£-,   --    die  Frequenzen    der    vom    Scbiff   bzw.    voin   Kreisel- 
2?r7    2?r 

rahmen  unabhangig  ausgefiihrten,  ungedampften,  Schwingungen  be- 
zeicbnen.  Aus  (14)  entsteht: 

fy  4-  «2V  +  A^  +  ^V  A  •-&=  k  siny^, 
(14)' 

=  0. 


Die    partikulare  Losung    von  (14'),    die    dem    Endzustand    nach    Ab- 

dampfung   der   freien   Schwingungen  entspricht,   lasst  sich  fiir  ^   auf 

die  Form  bringen: 

(16)  #  =  asin(<yt  +  £*). 

Darin  ist  a,  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingungen,  aus: 


zu  rechnen,  wenn  mit  «0  der  Wert  von  a  fiir  das  kreiselfreie  Schiff 
bezeichnet  wird,  namlich 

(17') 


517)  Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicae  35  (1907). 


25.  Schiffe:  25  c.  Das  Rollen  im  Seegang.    25  d.  Freie  Schwingungen.      341 

Die  Bedingung  dafur,  dass  die  Amplitude  des  Rollens  durch  den  Kreisel 
vermindert  wird,  lautet  daher: 

(18) 

und  sie  1st  immer  erfiillt,  wenn  y  zwischen  a  und  /3;  d.  h.  wenn  die 
Frequenz  der  Wellen  zwischen  der  des  Schiffes  und  des  Kreisels  ge- 
ist.518)  Fur  alle  anderen  Verhaltnisse  lasst  sich  die  (durch  x2  im 
wesentlichen  gemessene)  Kreiselstarke  immer  so  wahlen,  dass  (18)  gilt. 
Man  kann  auch  aus  (17)  den  Wert  der  Bremsstarke  ft  berechnen,  fur 
den  die  Wirkung  des  Kreisels  am  giinstigsten  wird.  Da  aber  in  der 
Regel  die  Dampfung  /I  nur  unbedeutend  ist,  darf  man  das  Glied  Jlft 
im  Zahler  des  Bruches  vernachlassigen  und  sieht  dann;  dass  annahernd 
der  am  wenigsten  gebremste  Kreisel  dem  Wellengange  gegenuber  am 
starksten  wirkt.  Doch  kann  ein  Kreisel,  der  einmal  (18)  erfiillt,  bei 
keiner  Bremsstarke  eine  Vergrosserung  der  Schiffsschwingung  herbei- 
fiihren. 

Versuche,  die  0.  Schlick  an  Kreiselschiffen  ausgefiihrt  hat519), 
haben  tatsachlich  eine  wesentliche  Verminderung  der  Schwingungs- 
amplituden  (in  einzelnen  Fallen  von  15°  bis  auf  1  ~  2°  Ausschlag) 
bei  dem  durch  Seegang  hervorgerufenen  Rollen  ergeben. 

25  d.  Dampfung  der  freien  Schwingungen  durch.  den  Kreisel. 
Eine  wesentliche  Seite  der  Wirkung  des  Schiffskreisels  besteht  darin, 
dass  er,  bei  geeigneten  Abmessungen,  jede  zufallig  angeregte,  freie 
Schwingung  des  Schiffes  urn  seine  Langsaxe  rasch  zu  dampfen  ver- 
mag.  Diese  Wirkung  beruht  ausschliesslich  auf  der  Bremsung  der 
Kreiselschwingung,  fiir  die  man  eine  Bandbremse  od.  dgl.  heran- 
zieht.  Infolge  der  Kopplung  der  Koordinaten  if>  und  &  wird  nam- 
lich  durch  die  Rollbewegung  eine  Schwingung  des  Kreiselrahmens 
ausgelb'st,  und  deren  Energie  wird  allmahlich  durch  die  Bremse  ver- 
zehrt.  Es  ist  klar,  dass  es  hier  einen  giinstigsten  Wert  der  Brems 
starke  ^  geben  muss.  Denn  sowohl  fiir  ft  =  0  als  fiir  ft  =  oo  (weil 
dann  ein  Ausschlag  -0-  iiberhaupt  nicht  erfolgt)  ist  die  GrroBe  der  in 
der  Bremse  vernichteten  Energie  gleich  Null. 

Bezeichnet  man  mit  ^  . .  .  54  die  vier  Wurzeln  von 

(19)  ^  + 
oder  von 
(19') 


518)  Klein-Sommerfeld,  a.  a.  0.,  p.  815. 

619)  Jahrbuch  d.  schiffbautechn.  Gesellsch.  1909.    Feiner:  Zeitschr.  d.  Ver. 
deutsch.  Ing.  1906,  p.  1466,  1920.    Vgl.  a.  Klein- Sommerf eld,  a.  a.  0.,  p.  833. 
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und  setzt  voraus,  dass  sie  alle  untereinander  verschieden  sind,  so  hat 

das  Integral  von  (14'),  bei  k  =  0,  die  Form: 

4,  =  A^*  +  A,e^  +  At**  +  A^<, 
&  =  B^*  -f  2?2e-v  -f  £3e'3'  _|_  #4eM; 

wobei  jedes  A  mit  dem  zugehorigen  S  durch  die  Beziehung: 

(21)  £  =  A'*  +  l'  +  *- 

v       '  XZ 

verkniipft  ist.  Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  At  .  .  .  B± 
dienen  ferner  die  Anfangsbedingungen: 

(22)  -9-  =  0,  &  =  0;     ^  =  1,  V  =  0;     fur  *  =  0. 

Durch  (19)  bis  (22)  ist  i[>  als  Funktion  von  £  mit  den  Parametern 
K,  /3,  A,  ft  und  fc  bestimmt.  Man  hat  nun  jene  Wertverbindungen 
a,  /3,  [i  aufzusuchen,  fiir  die  bei  gegebenem  sc  und  I  der  Ausschlag  ^ 
moglichst  rasch  gegen  Null  geht.  Dass  ^  und  O-  mit  #  =  oo  gegen  Null 
konvergieren,  weiss  man,  weil  die  Stabilitatsbedingungen  -  -  Bedin- 
gungen  dafiir,  dass  die  8  nur  negative  reelle  Teile  haberi  -  -  sicher 
erfiillt  werden,  sobald  a2,  /32,  A,  ft  positive  Grossen  sind. 

Zu  einer  approximativen  Losung  der  Aufgabe  fiihrt  folgende 
Uberlegung520).  Fiir  x  =  0  zerfallen  die  Losungen  von  (19')  in  zwei 
Paare,  von  denen  eines  den  Faktor  (#2  -}-  lz  -f-  a2)  zu  Null  macht 
und  einer  $c/z?'/fsschwingung  bei  ruhendem  Kreisel  entspricht,  das 
andere  den  Faktor  (#2  -j-  \LZ  -f-  /32)  verschwinden  macht  entsprechend 
einer  Schwingung  des  Edhmens  bei  stillstehendem  Kreisel.  Wenn 
nun  x2  >  0,  aber  noch  verhaltnismassig  klein  ist,  wird  es  ein  Wurzel- 
paar  geben,  es  sei  mit  elf  z^  bezeichnet,  fiir  das  der  erste  Faktor  von 
(19')  einen  kleinen  Wert  besitzt,  und  das  stetig  in  die  Wurzeln  von 
08  _|_  ^0  _j_  &*•  —  0  iibergeht,  wenn  man  Jt  verkleinert.  Aus  (21)  er- 
kennt  man,  dass  fiir  die  Anfangswerte  (22)  bei  kleinem  ^2+  ^  +  a2 
und  kleinem  8^  -\-  l^  +  a2  die  Konstanten  Al  und  A2  wesentlich 
grossere  Werte  haben  als  A3,  A±.  Darin  kommt  die  mechanische 
Tatsache  zum  Ausdrack,  dass  die  eintretende  Bewegung  aur  eine 
geringe  Modifikation  der  Schiffsschwingung  bei  ruhendem  Kreisel  ist. 
Vernachlassigt  man  die  Glieder  mit  J.3  und  A±,  so  geht  die  Auf 
gabe  nunmehr  dahin,  a,  /3,  ^  so  zu  bestimmen,  dass  der  (negative) 
reelle  Bestandteil  der  Wurzeln  eit  z%  absolut  genommen  moglichst 
gross  wird.  Es  ist  von  A.  Foppl521}  und  in  vollstandigerer  Weise 


620)  Fiippl,  Tenhnische  Mechanik  6,  p.  220;  Klein- Sommerf eld,  Theorie  des 
Kreisels,  p.  802. 

521)  Foppl,  a.  a.  0.,  p.  263 
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von  F.  Noether522},  gezeigt  worden,  dass  unter  Vernachlassigung  von 
I  und  Festhaltung  von  ^  die  Wahl  K  =  /3,  also  Eesonanz  zwiscJien 
Schiff-  und  Rahmenschwingung  in  diesem  Sinne  am  giinstigsten  wirkt. 

Mit  a  =  /3  wird  (19)  zu  einer  reziproken  Gleichung  fur   — ,  und  die 

Lb'sung  lasst  sich  in  iibersichtlicher  Weise  angeben.  Der  reelle  Teil 
von  z<  und  Z9  wird: 


wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  zu  nehmen  ist.  Fiir  4x2  >  ^  gilt 
die  ganze  Uberlegung,  die  ja  verhaltnismassig  kleines  x2  voraussetzt, 
sicher  nicht  mehr.  Sowohl  Foppl523)  als  Noetlierr^}  schliessen  nun 
iibereinstimmend,  dass 

(23)  ^  =  2x 

die  richtigste  Wahl  der  Bremsstarke  jit  ist525). 

26.  Luftfahrzeuge. 

Den  aeromechanischeti  Grundlagen  der  Flugtechnik  ist  der  Art. 
IV  17  (S.  Finsterwalder)  gewidmet.  Es  bleiben  aber  noch  Fragen,  die 
in  die  Stereokinetik  gehoren,  iibrig,  sobald  man  das,  was  die  Aero- 
mechanik  zu  bieten  hat;  als  gegeben  voraussetzt.  Bei  der  grossen 
Aktualitat  des  Gegenstandes  kann  Vollstandigkeit  des  Berichtes  nach 
keiner  Richtung  hin  angestrebt  werden.  Wir  beschranken  uns  darauf, 
im  unmittelbaren  Anschluss  an  das  Vorangehende  die  Ansatze  klar- 
zustellen,  auf  denen  rationelle  Untersuchungen  fiber  die  Bewegung, 
die  Stabilitat  usf.  beruhen. 

26  a.  Allgemeiner  Ansatz.  Das  Luftfahrzeug  als  Ganzes  kann, 
von  Ausnahmsfallen  abgesehen,  fiir  alle  JcinemaMschen  tlberlegungen 
als  ein  starrer  Korper  angesehen  werden.  Denn  wenn  seine  Teile 
auch  im  einzelnen  elastisch  nachgiebig  sincl,  so  beeinflusst  diese  Nach- 
giebigkeit  die  Geschwindigskeits-  und  Beschleunigungsverteilung  in 
der  Regel  verschwindend  wenig.  Von  der  Relativbewegung  des  Pro 
pellers  und  der  ubrigen  Maschinenteile  sehen  wir  zunachst  ab.  Es 
bezeichne  m  die  Masse  des  ganzen  Korpers,  vl}  v2,  vd  die  drei  Kom- 

522)  Klein- Sommerf eld,  a.  a.  0.,  p.  827. 

523)  Foppl,  a.  a.  0.,  p.  268. 

524)  Klein- Sommerf  eld,  a.  a.  0.,  p.  830. 

525)  Technische  Anwendungen  des  Kreisels,  die  zu  ahnlichen  theoretischen 
Erorterungen  Veranlassung  bieten,  wie  der  Schiffskreisel,  giebt  es  in  grosser  Zahl, 
ohne  dass  es  moglich  ware,  hier  darauf  einzugehen.    Es  sei  verwiesen  auf  Klein- 
Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,   das  im  4.  Heft  verschiedene  hierbergehorige 
Probleme  behandelt  und  aucb  Litteraturnachweise  entbalt.    Speziell  fiber  die  sog. 
Einschienenbalm  vgl.  auch  A.  Foppl,  Elektrot.  Zeitscbr.  1910,  p.  4. 
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ponenten  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit,  to1;  co2,  os  die  Kompo- 
nenten  der  Rotationsgeschwindigkeit,  alles  bezogen  auf  ein  bewegtes, 
mit  clem  Falirzeug  fest  verbundencs  Axenkreuz.  Dann  hat  die  Massen- 
beschleunigung  die  Komponenten  (vgl.  K.  Heun): 

(1)  m(vl  -f-  a>2^3  —  £03^3),  m(v%  -f-  cogi^ —  0^3),  m(v3  -f-  o^  —  ra^). 

Die  gewahlten  Axen  wollen  wir  als  Tragheitshauptaxen  des  Schwer- 
punktes  voraussetzen  und  die  zugehorigen  Tragheitsmomente  Tlf  T2,  T3 
nennen.  Die  Momenta  der  Massenbeschleunigung  nacli  den  drei  Axen 
sind  dann  (vgl.  K-  Heun): 

2X-a>,eD8(T,-T,),     J2c52  -  0.3^ (T3-  TJ, 

r8«Dt— CD^C^-T,). 

Von  ausseren  Krdften,  die  auf  das  Fahrzeug  wirken,  sind  neben 
dem  Gewicht  G  =  w#  zunachst  die  Propettcrkrafte  zu  nennen,  das 
sind  die  von  der  Luft  auf  die  Schaufelflachen  des  Propellers  aus- 
geiibten  Drucke.  Sie  ergeben,  falls  die  Axe  des  Propellers  mit  der 
Geschwindigkeit  v  in  ihrer  Richtung  fortschreitet,  als  Resultierende 

M 

den  ?;Propellerschub"  S  in  Richtung  der  Axe  und  ein  Moment  S  , 
um  diese  Axe,  entgegen  der  Winkelgeschwindigkeit  c/  des  Propellers, 
liber  die  Berechnung  von  S  aus  v  und  to'  wird  in  dem  Referat  fiber 
Aeromechanik  (IV  17,  NT.  10,  S.  Finsterwalder)  berichtet.  Wesent- 
lich  fiir  den  kinetischen  Ausatz  1st  aber  die  Veranderung,  die  die 
Propeller krafte  erfahren,  wenn  die  Geschwindigkeits-  und  Propeller- 
richtung  nicht  zusammenf alien.  Eine  zur  Propelleraxe  senkrechte  Ge- 
schwindigkeitskomponente  v  sin  s  wird  jedenfalls  einen  Druck  entgegen 
ihrer  Richtung  zur  Folge  haben.  Man  mag  —  da  anderweitige  Unter- 
suchungen  hieriiber  kaum  vorliegen  —  diesen  Druck  den  iibrigen  Wider- 
standskraften  (s.  unten)  zurechnen  und  fiir  die  axiale  Komponente 
des  Druckes  die  Grosse  v x  =  v  cos  8  allein  als  massgebend  ansehen. 
Die  Berechnung  der  Widerstands-  und  Tragkrafte,  die  von  der 
Luft  auf  die  einzelnen  Teile  eines  Luftfahrzeuges  (abgesehen  vom  Pro 
peller)  infolge  seiner  Bewegung526)  ausgeiibt  werden,  beruht  zunachst 
auf  den  folgenden  beiden  Grundannahmen:  1)  Es  wird  angenommen, 
die  Krafte  wiirden  bei  beliebiger  Bewegung  durch  den  augeriblicldichen 
Greschwindiykeitszustand  in  derselben  Weise  bestimmt,  wie  es  der  Ver- 
such  bei  konstant  gehaltener  Geschwindigkeit  ergiebt.  2)  Man  nimmt 

526)  Die  statischen  Auftriebskrafte  sind  hier  nicht  eingerechnet.  Man  muss 
daher  in  unseren  Gleichungen  fiir  G  das  nGewicht  in  Luft"  einsetzen,  d.  h.  das 
wahre  Gewicht  des  Korpers  abziiglich  des  Auftriebes. 
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an,  dass  das  Fahrzeug  in  einzelne  Teile  zerfallt  (Tragflache;  Steuer- 
flache,  Ballonkorper),  die  sich  hinsichtlich  der  von  ihnen  hervor- 
gerufenen  Widerstande  gegenseitig  nicht  beeinflussen.  Sind  die  Wider 
stande  fiir  die  einzelnen  Teile  durch  Versuche  (oder  durch  aeromecha- 
nische  Theorien)  festgestellt,  so  hat  man  somit  die  sechs  Kraft-  und 
Momentkomponenten,  die  den  Ausdriicken  (1)  und  (2)  gleichzusetzen 
sind,  als  Funktionen  der  sechs  Geschwindigkeitsgrossen  vlf  v%,  v3, 
MI,  o?2,  cj3. 

Weitere  allgemein  eingefiihrte  Vereinfachungen  in  dem  Ansatz  fiir 
die  Widerstande  sind  die  nachstehenden:  3)  Man  vernachlassigt  den 
Einfluss  der  Rotation  auf  den  Widerstand,  d.  i.  in  der  Regel  ein  die 
Bewegung  dampfendes  Moment.  Genauer  formuliert:  Fiir  jeden  selb- 
standigen  Teil  (Index  i)  giebt  es  eiuen  ,,mittleren  PunH",  dessen  Ge- 
schwindigkeitsvektor  ul  allein  fiir  den  Widerstand  als  massgebend  be- 
trachtet  wird.  4)  Der  Widerstand  wird  fur  jeden  einzelnen  Teil  als  eine 
resultierende  Einzelkraft  Pt  dargestellt.  5)  Man  nimmt  an,  es  g'abe 
fiir  jeden  Teil  eine  (durch  den  ,,mittleren"  Punkt  gehende)  )}miUlere 
Normale",  von  der  Bedeutung,  dass  die  durch  sie  und  ut  gehende  Ebene 
die  Resultierende  Pt  enthalt,  die  nach  Grosse,  Richtung  und  Lage  ledig- 
lich  von  ut  und  dem  Winkel  #,  zwischen  u,  und  jener  Normalen  ab- 
hangt.  -  -  Alle  diese  Annahmen  sind  naturgemass  entstanden  durch 
Beobachtungen  an  besonders  einfachen  Korpern,  ebenen  oder  flach- 
gewolbten  rechteckigen  Flatten,  Rotationskorpern  (hier  ist  die  Axe  die 
?,mittlere  Normale")  usf.  und  sind  nur  auf  Falle  anwendbar,  die  von 
den  untersuchten  nicht  allzu  verschieden  sind.  Besoiiders  ist  die  Gel- 
tung  der  Annahme  5),  wonach  Pt  von  der  Drehung  der  Bewegungs- 
ebene  gegen  den  Korper  unabhangig  sein  soil,  bei  schmalen  recht 
eckigen  Tragflachen  nur  auf  sehr  enge  Grenzen  zu  beschranken.  —  Fiir 
die  Abhangigkeit  der  Kraft  von  der  GeschwindigJceitsyrb'sse  kann  man, 
hinreichend  genau  fiir  alle  vorkommenden  Falle, 
das  quacbratische  Gesets  annehmen.  Damit  redu- 
ziert  sich  die  Analyse  des  Kraftfeldes  auf  die  Er- 
mittlung  von  drei  Funktionen  einer  Variablen 
f,(^))  9i(^)f  htfo)  ^ur  jeden  Bestandteil,  in  dem 
Sinn,  dass  ftu?,  gtuf  die  Komponente  von  Pt  in 
Richtung  der  Normalen  bzw.  senkrecht  dazu,  h, 
die  Lage  des  Angriffspunktes  (s.  Fig.  21)  liefert. 

Der    Aufbau    des    Fahrzeuges    sei    gegeben  F-     91 

durch    die  Koordinaten    at)  bt,  ct    der   ,,mittleren 

Punkte"  und  die  Richtungscosinus  a,,  /3(,  7,  der  ,,mittlereii  Normalen", 
alles  bezogen  auf  das  oben  schon  beniitzte  Hauptaxensystem.  Fiir  die 

Encyklop.  d.  mnth.  Wissensch.     IV  1,  n  23 


346     IV  10.     R.  c.  Mises.    Dynamische  Probleme  der  Mascbinenlehre.  Fahrzeuge. 

Geschwindigkeit  eines  jeden  dieser  Punkte  erhiilt  man  (der  Index  i 
ist  in  den  folgenden  Gleichungen  stets  fortgelassen;  man  hat  ihn  an 
alien  Buchstaben,  die  keinen  der  Indizes  1,  2,  3  tragen,  hinzugefugt 
zu  denken): 

(3)  M2  =  K+  co>2  —  &cos)2  -f-  (tfs  4-  aco>3  —  c&J*  +  0-s  +?>«i  —  a«2)2 
und  fur  ihre  Richtunscosinus  : 


Die  Winkel  &  sind  gegeben  durch 

(5)  cos#  =      -  (a  A  -f  /3/t  +  yv). 

Die  Normalkrafte  fu-  haben  dabei  die  Kouiponenten  a/w8,  /SjTw2,  y/"M2, 
wahrend  man  fiir  die  Tangentialkrafte  erhiilt:   tpgu*,  tygu*,  %gu*,  mit: 
a  cos  «•  +  X  (3  cos  «•  +  /t  y  COB  «•  +  * 

(6)  ^=  "-fa»"     >     ^"  Tin^       '      l~~  sin>    " 

Bezeichnen  wir  mit  S1?  5g,  6'8,  G1}  G2,  G3  die  Komponenten  der  vom 
Propeller  bzw.  von  der  Schwere526)  bestimmten  Krafte,  so  lauten  die 
Schwerpunktsgleichungen,  entsprechend  (1): 


(7) 


Nennt  man  Mlf  M2,  M.A  die  vom  Propeller  herriihrenden  Moniente, 
bezogen  auf  das  Schwerpunkts-Hauptaxensy  stein,,  und  schreibt  zur 
Abkiirzung  A,  B,  C  fiir  die  Klammerausdriicke  rechts  in  (7),  so  er- 
halt  man  die  (Eulerschen)  Momentengleichungen: 

~   e 


(8)  T&  -  ^^(T5-  TJ  ==  M2  +c 

T3co3  -  co^gC^  -  T2)  ==  M3  +  Jt^Ka  +  9»A)-B  -  (a 
In  diesen  sechs  Gleichungen  (7),  (8)  lassen  sich  vermoge  des  Voran- 
gehenden  alle  Grossen  rechts  als  Funktionen  von  V17v2;v3,  tolt  032,  ra, 
explizit  aufstellen,  abgesehen  von  den  Gewichtskomponenten  Gi}  G.2)  G3. 
Diese  sind  nicht  konstant,  sondern  unterliegen  als  Funktionen  der 
Zeit  den  Differentialgleichungen: 

(9)  G!  =G2cos—  G2a2,    G2  =  G^  -  ^ra,,    ^3  =  ^i^a  —  ^®i- 
Somit  hat  man  in  (7),  (8),  (9)  neun  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung  fur   die  neun   Grossen  v,  (o,  G.     Da  eine   der  Gleichungen  (9) 
durch  die  Bedingung 

(3')  (1?  +  GJ  -f-  G^  =  konst, 
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ersetzt  werdeu  kann,  reduziert  sich  das  weitere  Integrationsproblem  auf  ein 
solches  vom  achten  GratL  1st  ein  beliebiger  Anfangszustand  gegeben, 
so  bestimmt  die  Anfangs?a#e  die  Werte  von  Cr1}  G%,  Gs,  wahrend  die 
gegebenen  Geschwindigkeiten  alles  fibrige  rechts  in  (7),  (8)  und  (9) 
berechnen  lassen:  die  Gleichungen  liefern  dann  die  Werte  aller  Vari- 
ablen  und  somit  auch  die  Lage  des  Korpers  fiir  das  nachste  Zeitele- 
ment  usf.  Besitzt,  wie  das  gewohnlich  der  Fall  ist,  das  Fahrzeug 
eine  Ebene  geometrischer  Symmetrie,  die  zugleich  auf  einer  Hauptaxe 
(es  sei  die  #-Axe)  senkrecht  steht,  so  vereinfacbt  sicb  der  Ansatz 
durch  die  Bedingungen  /3  =  0,  b  =  konst.  in  hobem  Masse. 

26  b.  Stationare  Bewegung.  Kreiselwirkung.  Um  den  Zustand 
stationarer  Bewegung  zu  bestimmen,  bat  man  in  (3)  bis  (9)  alle  Ab- 
leitungen  nacb  der  Zeit  gleicb  null  zu  setzen.  Aus  (9)  folgt  dann,  dass 
03  -  -  falls  es  iiberbaupt  nicbt  verscbwindet  -  -  die  Ricbtung  von  6r, 
also  die  vertikale,  baben  muss,  wahrend  (7)  und  (8)  gerade  ausreichen, 
um  die  Stellung  des  Apparates  im  Raum  (die  Grrossen  G^\G^:  G3) 
und  die  Gescbwindigkeiten  (y1;  v2,  v3;  co)  zu  bestimmen.  Der  wich- 
tigste  Fall  ist  der  der  geradlinigen  jBewegung  (o  =  0)  eines  symme- 
trischen  Fahrzeuges  (/3  =  0,  5  =  konst.),  von  dem  wir  iiberdies  vor- 
aussetzen  wollen,  dass  die  Propelleraxe  parallel  der  vertikalen  Sym- 
metrieebene  und  in  der  Fabrtricbtung  liegt.  Hier  wird  aucb  ty  =  fi 
=  0  und  a2  +  y2  =  A2  +  v2  =  <p*  +  f  =  1,  ferner  A,,  v  fiir  aUe  Teile 
gleich,  so  dass  die  A,  B,  C  unmittelbar  als  Funktionen  eines  einzigen 
Winkels,  etwa  d  =  arc  cos  A  erscbeinen.  Seien  sl}  S2,  53  die  drei 
Koordinaten  eines  Punktes  der  Propelleraxe,  dann  hat  man  aus  (7) 
und  (8) 


=  8,  tg  d, 


Wird  die  Stellung  des  Fabrzeuges  gegen  die  Vertikale  und  das  Ge- 
wicbt  (GI,  G3\  ferner  die  Gescbwindigkeitsricbtung  (d)  und  die  Um- 
drehungszabl  des  Propellers  (co')  vorgescbrieben,  so  erbalt  man  aus 
(10)  den  erforderlichen  Propellerscbub  nacb  Grosse  und  Lage,  die 
Gescbwindigkeit  v  und  das  notwendige  Mass  der  Scbwerpunktver- 
legung  &.  Fiir  borizontale  Fabrt  wird  b  =  s3,  d.  b.  die  Propelleraxe 
muss  in  der  Symmetrieebene  liegen.  —  Im'Falle  zweier  gleich  grosser 

23* 
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gegenlaufiger  Propeller  entfallen  uatiirlich  die  Glieder  mit  dem  Faktor 
,  und  man  hat  6  =  s«  =  0 527). 

CO     ' 

Will  man  bei  rasch  umlaufendem  Propeller  den  Eiufluss  seiner 
Massenbeschleunigungen,  die  sog.  Kreiselwirkung ,  beriicksichtigen,  so 
kann  dies  in  folgender  Weise,  mit  hinreichender  Annaherung,  ge- 
schehen.  Man  betrachtet  das  Produkt  TK>,  wo  T  das  Tragheits- 
moment  des  rotierenden  Teiles  ftir  seine  Rotationsaxe  bedeutet,  als 
einen  Vektor  J  von  der  Richtung  dieser  Axe  (Impulsvektor)  und  bildet 
seine  Komponenten  Jlf  J%,  J3  nach  den  Hauptaxen.  Dann  ist  auf 
der  linken  Seite  der  Gl.  (8)  hinzuzuf'iigen: 

Bei  den  bisherigen  Ausfiihrungen  hat  die  Kreiselwirkung  des  Pro 
pellers  keinen  grossen  Einfluss  auf  die  dynamischen  Verhaltnisse  der 
Luftfahrzeuge  erlangt.  Vorschlage  zur  rationellen  Ausnutzung  der 
Kreiselbewegung,  z.  B.  nach  der  Art  des  Schiffskreisels ,  sind  wieder- 
holt  gemacht  worden528). 

26 c.  KLeine  Schwingungen.  Wir  gehen  von  der  zuletzt  be- 
trachteten  stationaren  Bewegungsform  aus:  Ein  Fahrzeug  mit  verti- 
kaler  Symmetrieebene  bewegt  sich  parallel  dieser  Ebene,  horizontal, 
bei  konstant  gehaltener  Geschwindigkeit  v.  Die  Exzentrizitat  6  =  s2, 
die  durch  das  Reaktionsmoment  des  Propellers  bedingt  wird,  diirfen 
wir  als  sehr  klein  ansehen.  Nun  soil  eine  ganz  allgemeine  Stoning 
von  sechs  Freiheitsgraden  eintreten,  und  wir  tragen  ihr  Rechnung, 
indem  wir  in  den  Gl.  (3)  bis  (9)  alle  vlt  v%,  .  .  . ,  Gl}  Cr2,  ...  er- 
setzen  durch  v±  -\-  v^',  v%  -f-  v2',  .  .  . ,  G^  -}-  G±,  G-%  -f-  G2',  •  •  ••  Dabei 
sollen  die  neuen  vlf  v2,  .  .  .  den  Gl.  (10)  der  stationaren  Bewegung 
o-eniio-en  uud  die  v/,  t?2',  .  .  .  mit  ihren  Ableitungen  Tdeine  Grossen  sein 
(wie  &),  deren  Produkte  und  Potenzen  zu  vernachlassigen  sind.  Durch 
einfache  Rechnung  erhalt  man  aus  (3)  bis  (6): 

\          /  VJ*    L     o     1  • 


Die  Klammerausdriicke  rechts   in  der  ersten   und  dritten  der  GL  (7), 

527)  Den  Fall  einer  stationaren  Bewegung  in  einer  Kreisbahn  von  grossem 
Radius  behandelt  H.  Beissner,  Zeitschr.  f.  Flugtechnik   und  Motorluftschitfahrt 
1  (1910),  p.  101. 

528)  Vgl.  L.  Prandtl,   Zeitschr.  f.  Flugtechnik   und  Motorluftschiifanrt   1 
(1910),  p.  Iff  ;  Carpentier,  Paris  C.  R.  150  (1910),  p.  829. 
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die  oben  zur  Abkiirzung  mit  A  und  C  bezeichnet  wurden,  sind  bei 
festgehaltenem  cp  und  #  Funktionen  von  -fr  allein.  Dasselbe  gilt  von 
dem  analogen  Ausdruck  in  der  zweiten  der  Gl.  (8),  fiir  den  wir  jetzt 
M  schreiben,  und  den  wir  ebenso  wie  A  und  C  nach  -fr  differentiieren 
kb'nnen.  So  erhalt  man  schliesslich  bei  konsequenter  Vernachlassi- 
gung  aller  Grossen  hoherer  Ordnung  aus  (7),  (8)  und  (9): 

m  (V  +  v.&  a,,')  =  GY  + 

(12)      m(va'  -f-  t^a,/  —  flgco/)  =  GV  + 


2\  <  =  -  v'JRh  C  -  (c 
(13)  ?'A' 


(14)       G/=     -^.oi,',     Gi=Gi®i~Gi*>i,     G3'-=G'^'. 

Beachtet  man,  dass  nach  (11)  die  Grossen  (u2}'  und  &'  lediglich 
durch  die  Storungen  %',  v3'?  eo2',  die  Grosse  ^'  allein  durch  die  Sto- 
rungen  v%}  GJ/,  co3'  bestimmt  wird;  so  sieht  man,  dass  die  Gl.  (12), 
(lo),  (14)  in  zwei  voneinander  unabbangige  Gruppen  zerfallen:  Die 
Ldngsschwingungen  (v^,  ^3',  &2')  und  Quersctiwinyungen  (v%,  co1',  032') 
beeinflussen  einander  gegenseitig  >n'cA^329). 

Die  Gleicnungen  fur  die  Ldngssdiwingungen  kann  man  nun  etwas 
vereinfachen,  indem  man  das  Axenkreuz  so  dreht,  dass  die  eine  Axe 
in  die  Ricbtung  der  ungestorten  Bewegung  fallt.  Bezeichnet  man 
mit  X,  Z  die  Grossen,  die  dann  an  Stelle  von  A,  C  treten  (also  die 
Komponenten  nach  den  neuen  Axen  fiir  den  aus  A,  C  gebildeten 
Vektor),  und  mit  X',  Z'  deren  Ableitungen  nach  -9-,  lasst  aber  anderer- 
seits  die  Akzente  an  den  vx,  v2,  a>2  fort,  so  entsteht  das  folgende 
System  von  vier  linearen  Differentialgleichungen: 

mv=G 


f  v.  -f- 


Man  sieht   hieraus,    dass   die  Schwingungen   in  der  Langsebene,    von 


529)  W.  Deimler,  Stabilitatsuntersuchungen  fiber  symmetrische  Gleittiieger. 
Diss.  Gottingen  1910;  auch  Zeitschr.  f.  Flugtechnik  und  Motorluftschiffahrt  1 
(1910),  p.  50. 
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der  Wirkuug  der  Schwere  abgesehen,  unter  dem  Einfluss  dreier  storen- 
der  Krafte  erfolgen.  Die  eine  Kraft,  herriihrend  von  der  Anderung 
der  Geschwindigkeits^rosse,  fallt  nach  Richtung  und  Lage  und  bis 
auf  den  Faktor  2vvx  auch  der  Grosse  nach,  mit  der  resultierenden 
Trag-  und  Widerstandskraft  zusammen,  die  bei  der  ungestorten  Be- 
wegung  dem  Gewicht  und  Propellerschub  das  Gleichgewicht  halt. 
Die  zweite  Kraft  wird  bestirnmt  durch  die  Auderung  der  Geschwiudig- 
keiisrichtung  des  Schwerpunktes,  und  man  erhalt  sie  bis  auf  einen 
Faktor  durch  Differentiation  der  ersteii  nach  dem  Anstellwinkel.  Aber 
im  allgemeinen  tritt  noch  eine  dritte,  von  der  .Rotfafa'owsgeschwmdig- 
keit  herruhrende  Kraft  hinzu,  die  sich  nicht  in  gleich  einfacher  Weise 
bestimmen  lasst:  Man  muss  jeden  Bestandteil  der  ersten  Kraft  mit 
20,  jeden  der  zweiten  Kraft  mit  x  multiplizieren  (wobei  x  die  Koor- 
dinate  in  der  ungestorten  Bewegungsrichtung  ist)  und  dann  die  Resul- 
tierende  bilden.  Elementare  Theorieu  der  Stabilitat  (s.  folg.  Nr.) 
pflegen  diese  dritte  storende  Kraft  nicht  zu  beachten. 

Den  Ansatz  fiir  die  Querschivingungcn  kann  man  gegeniiber  (12), 
(13),  (14)  in  der  Weise  vereinfachen,  dass  man  h  =  0  setzt.  Dies  er- 
fordert  nur,  dass  die  reprasentierenden  ,,rnittleren  Punkte"  der  ein- 
zelnen  Flachen  die  Angriffspunkte  der  Luftkrafte  bei  der  ungestorten 
Bewegung  sind.  (Die  Anderung  in  der  Lage  der  Widerstandskrafte 
kommt  in  M'  Gl.  (15)  zum  Ausdruck.)  Werden  wieder  die  Akzente  bei 

den  Variablen  vl}  c^,  <a3,  G2  fortgelassen  und  schreibt  man  g0  fiir  -^s, 
so  erhalt  man  mit  Riicksicht  auf  (11)  das  System  von  vier  simul- 
tanen  Differentialgleichungen: 


m  (i's  —  i\  co3  -f  vd  roj  =  6r2  -J-  vg0  •  v2  —  vag0  •  GJ.,  —  vc</Q  •  03, 


Auch  hier  lassen  sich  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  in  ahnlicher 
Weise  als  drei  storende  Krafte  deuten.  Man  beachte,  dass  nur  die 
auf  den  ,,mittleren  Normalen"  senkrechten  Krafte  auf  die  Querschwin- 
gungen  einwirken. 

In  den  Ansatzen  dieser  Nr.  ist  die  Kreiselwirkung  des  Propellers 
nicht  beriicksichtigt.  Es  bietet  aber  nach  den  Schlussbemerkungen 
in  Nr.  26  a  keinerlei  Schwierigkeit,  dies  nachzuholen.  Ferner  ist 
vorausgesetzt  worden,  dass  die  Komponenten  der  vom  Propeller  her- 
riihrenden  Reaktion  (Slt  S2,  S3;  Ml}  M2,  M9)  bei  der  Stoning  der  Be 
wegung  keine  Anderung  erfahren.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man 
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einer  derartigen  Anderung,  falls  sie  wirklich  eintritt,  bei  Aufstellung 
der  X',  Z',  M'y  in  (15)  Rechnung  tragen  kann. 

26  d.  Stabilitat.  Aus  den  Gl.  (15)  bzw.  (16)  folgen  in  bekanuter 
Weise  die  Mouthschen  Stabilitatskriterien  fiir  longitudinale  bzw.  trans- 
versale  Storungen  des  Fahrzeuges.  Nennen  wir  P,p,  ccp  Grb'sse,  Hebel- 
arm  und  Winkel  mit  der  #-Axe  fiir  jene  Kraft,  deren  Komponenten 
bzw.  deren  Moment  gleich 

•2v*^X       2v*_2?Z       2v*^?M 
(     '  m       >  m       >          ~T~~  ' 

und    analog    Q,  q,  u(-   li,  r,  a,r    die    entsprechenden    Grossen    fiir    die 
anderen  beiden  storenden  Krafte: 

('17'')  ^^_  V  ^  *L~ 

\   1  I      /  ^  "     .  '  m 

m  m  T» 

und: 


so  haben  die  Koeffizienten   der   charakteristischen    Gleiclmng   vierten 

Grades: 

(18)  ^  +  a,  z*  +  a«i-  +  asz  +  a,  =  0 

die  Werte: 

«!  ==  —  (P  cos  up  +  Q  sin  ctp  +  Mr), 


«s  =—  v-GPp—  PQE[rsm(aq—  ctp)-\-qsw(ap—  Kr}-{-psm(ar—  aq 


a4=  —  v2  G  P  Q  [q  sin  a  —  p  sin  K  ]. 

Die  Bedingungen  dafiir,   dass   die  Wurzeln  von   (18)   keine   positiveu 
reellen  Bestandteile  liaben,  sind: 

(20)     ax  >  0,     «2  >  0,     a,,  >  0,     «4  >  0,     (a^  —  %)«3  —  a12«4>  0. 

In    der   gleichen  Weise   lassen   sicli    dann    auch  die  Ansatze  (16)  fiir 
die  Querschwingungen  behandeln. 

Die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  haben.  zuerst  G.  H.  Bryan 
und  W.  E.  Williams™0)  auf  Stabilitatsprobleme  der  Flugapparate  an- 
gewendet.  Sie  behandeln,  wie  auch  die  spateren  Autoren,  lediglich 
den  GleitRng,  bei  dem  kein  Propeller  wirkt,  also  die  Fahrtrichtung 
auch  nicht  horizontal  sein  kann,  und  beschriinken  sich  auf  longitudi 
nale  Storungen.  Die  Ansiitze,  die  mit  den  vorstehend  gegebenen  im 
wesentlichen  iibereinstimnien,  wurden  nach  Bryan  und 


530)  Tjondon  Royal   Soc.  Proc.  1904,  p.  100. 
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von  JPer&cr531)  welter  ausgefiihrt  und  an  Zahlenbeispielen  eingehend 
untersucht.  Den  allgemeineren  Fall  von  Langs-  und  Querstorungen 
hat  H.  Reissner™*)  ins  Auge  gefasst  und  W.  Deimler™9)  ausfuhrlich 
durchgerechnet.  Im  ganzen  scheint  es,  dass  die  Ergebnisse  mit  der 
Erfahrung  gut  ubereinstimmen,  und  dass  von  einer  genaueren  Kenntnis 
der  Kraftgesetze  noch  bessere  Ubereinstimmung  zu  erwarten  ist.  Wie 
weit  die  iibliche  Beschrankung  auf  kleine  Storungen  die  Brauchbar- 
keit  der  Resultate  beeintrachtigt,  ist  noch  nicht  aufgeklart. 

Sehr  zahlreich  sind  die  Versuche,  die  Stabilitatsfragen  auf  ein- 
fachere  Weise534),  insbesondere  durch  rein  statische  Betrachtungen535) 
zu  erledigen.  Soweit  es  sich  dabei  nicht  iiberhaupt  um  Fehlschliisse 
handelt,  gehen  die  Ansatze  aus  den  hier  gegebenen  durch  gewisse 
Vernachlassigungen  hervor,  indem  E  =  0,  r  =  0  gesetzt  wird.  Eine 
besondere  Stellung  nimmt  eine  Betrachtungsweise  von  P.  Painleve'5'66) 
ein,  der  auch  nur  mit  statischen  Begriffen  arbeitet.  Allein  er  strebt 
auch  nicht  Stabilisierung  in  vollem  Sinne  an,  sondern  sucht  nur  die 
durch  Storungen  entstehenden  Krafte  so  zu  gestalten,  dass  sie  durch 
die  instinktiv  vom  Fiihrer  getroffenen  Vorkehrungen  in  jedem  Falle 
leicht  paralysiert  werden  konnen. 

531)  Eevue  d'Artillerie,  Nr.  66,  67,  Paris  1904. 

532)  Jahresb.  d.  Deutsch.  Math.-Ver.  18  (1909),  p.  25. 

533)  Zeitschr.  f.  Flugtechnik  u.  Motorluftschiffahrt  1  (1910),  p.  49  if. 

534)  Vgl.  z.  B.  F.  W.  LancJiester,  deutsch  v.  Runge,  Aeromechanik  2,  Leipzig 
1911,  p.  118  ff. 

536)  Z.  B.  E.  KnoUer,  Die  Stabilitat  der  Drachenflieger,  Wien  1908. 

536)  P.  Painkve  u.  E.  Sorel,  deutsch  v.  Schoning,  Theorie  und  Praxis  der 
Flugtechnik,  Berlin  1911,  p.  182.  Vgl.  a.  Zeitschr.  f.  Flugtechnik  n.  Motorluft 
schiffahrt  1  fifllOX  p.  269. 
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*)  Auf  den  I.  Abschnitt  dieses  Artikels  beziehen  sich  die  zahlreichen  Hin- 
weise  in  den  Artikeln  IV  6  (Stdckel)  und  IV  10  (v.  Mises).  Bei  der  Bearbeitung 
des  Referates  ist  der  Verfasser  von  den  Herren  G.  Hamel  (Aachen),  F.  Klein  (Gfit- 
tingen),  E.  v.  Mises  (StraBburg  i.  E.)  und  P.  Stdckel  (Heidelberg)  unterstiitzt  worden. 
Der  Redaction  und  Durchsicht  des  Textes  hat  Herr  C.  Mutter  (Hannover)  ganz 
besondere  Miihe  gewidmet.  Die  letzte  Korrektur  und  Revision  wurde  von  Herrn 
F.  Noether  (Karlsruhe)  besorgt.  Allen  genannten  Herren  sei  Her  der  Dank  des 
Verfassers  ausgesprochen.  j£  Heim. 
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1.    Vorbemerkungen. 

1  a.  Historische  Ubersicht.  Die  altesten  Objekte  der  mechanischen 
Forschung  waren  Verbundsysteme.    Archimedes  (287 — 212)  begrundet 
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das  Grleichgewicht  (d.  h.  die  Bedingung  fur  das  Fehlen  der  System- 
beschleunigung)  bei  einem  schweren  starren  Korper,  der  urn  einen 
ruhenden  (Tragkorper)  mit  fester  Axe  drehbar  1st  (Hebelgesetz).  8.  Stevin 
(1548 — 1620)  fiigt  den  entsprechenden  Satz  der  Stereostatik  fiir  den 
Fall  der  reinen  Translation  (Gesetz  der  scliiefen  Ebene)  hinzu.  P.  Va- 
rignon  (1654 — 1722)  befreit  die  Statik  von  der  bis  dahin  allein  iib- 
lichen  Vorstellung  des  Verbundsystems,  indem  er  zuerst  die  allge- 
meinen  Gleicligewichisbedingungen  fur  den  starren  Korper  ausspriclit. 
Er  gewinnt  bei  dieser  Induktion  den  wichtigen  Begriff  der  Redktion, 
welche  dem  Verlust  irgendeines  Freiheitsgrades  der  Beweglichkeit  des 
starren  Kb'rpers  entspricht. 

Die  Entdeckung  des  elementarsten  kinetischen  Grundgesetses  durch 
G.  Galilei  (1564 — 1642)  liess  sich  nicht  sofort  auf  den  freien  starren 
Korper  iibertragen,  weil  die  hierzu  notwendigen  stereokinematischen 
Systemgrossen  erst  nach  und  nach  mit  Aufwendung  bedeutender  An- 
strengung  gewonnen  werden  konnten.  Zunachst  nahm  man  in  ge- 
wissem  Sinne  den  Punkt  als  Objekt  der  Bewegungslehre.  Aber  genau 
genommen  ist  das  materielle  Element  in  der  Kinetik  I.  Newtons  (1643 
—1727)  doch  das  corpus,  d.  h.  ein  beliebig  ausgedehnter  starrer  Korper 
dessen  Drehbewegung  ausgeschaltet  ist.  In  erganzendem  Sinne  hatte 
Glir.  Huyghens  (1629 — 95)  die  Begriffe  des  Trdgneitsmomentes  und  der 
Winkelgeschwindigkeit  entdeckt.  Dieser  gewann  zugleich  eine  —  wenn 
auch  noch  beschrankte  —  Auffassung  der  kinetischen  Energie  des  starren 
Korpers.  Die  endgiiltige  systematische  Ausbildung  der  Stereokinetik 
verdanken  wir  der  rastlosen  Tatigkeit  L.  Eulers  (1707 — 83);  seine 
Theoria  motus  (1765)  giebt  eine  zusammenfassende  Darstellung  dieses 
Gebietes.  Eider  beherrschte  den  starren  Korper  als  Glied  eines  Verbund- 
systems  ebenso  vollstiindig  wie  den  freien  starren  Korper.  Er  ist  der 
Schopfer  der  Systemmechanik  in  vektorieller  Form.  J.  le  Rond  d'Alem- 
berts  (1717 — 83)  Prinzip  ist  in  seiner  urspriingliclien  Fassung  als  ein 
kinetostatisches  Korollar  der  vektoriellen  Systemmechanik  zu  betrachten 
(vgl.  Nr.  7  a). 

Auf  P.  L.  M.  de  Maupertuis  (1698—1759)  und  Euler  geht  eine 
zweite,  wesentlich  skalare  Ausdrucksform  der  Ansatze  der  allgemeinen 
Systemmechanik  zuriick,  deren  systematische  Durchbildung  wir  J.  L.  La- 
grange  (1736 — 1813)  verdanken.  Ausgehend  vom  Prinzip  der  Jcleinsten 
Aktion  oder  von  der  in  der  Litteratur  so  lange  vernachlassigten  Zentral- 
gleiclmng  (vgl.  Nr.  11),  die  man  noch  bis  in  die  neueste  Zeit  mit  einer 
Formulierung  des  d'Alembertsohen  Prinzips  verwechselt  hat7  fand 
Lagrange  die  nach  ihm  benannten  skalaren  kinetischen  bzw.  kineto- 
statischen  Grundgleichungen  in  energetischer  Form.  Erst  gegen  Ende 
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seines  Lebens  gelang  es  ihrn;  den  merkwiirdigen  Zusammenhang  von 
Eulers  vektorieller  Systemmechanik  mit  seiner  energetisclien  Form  der 
kinetischen  Gleichungen,  der  durch  die  Aufstellung  der  tjbergangs- 
gleichungen  (vgl.  Nr.  11)  zum  Ausdruck  gebracht  wird,  vollig  aufzu- 
klaren.  Die  Bedeutuug  dieser  fiir  die  Weiterentwicklung  der  System 
mechanik  grundlegenden  Entdeckung  blieb  langer  als  fiinf  Jahrzehnte 
unverstanden. 

Nachdem  durch  Euler  und  Lagrange  die  allgemeinen  Grundlagen 
der  Systemmechanik  geschaffen  waren,  blieb  noch  eine  Reihe  von 
Fragen  offen,  welche  zum  Teil  mehr  der  mathematischen  Weiterfiih- 
rung  der  vorhandenen  Theorie  angehorten,  zum  Teil  aber  auch  die 
Fortbildung  derselben  im  Hinblick  auf  die  Bediirfnisse  der  Physik  und 
Chemie  betrafen. 

Zur  formalen  (mathematischen)  Weiterbildung  der  allgemeinen 
Kinetik  gehort  zunachst  die  Einfiihrung  der  Impulse  an  Stelle  der 
mit  ihnen  linear  verkniipften  Koordinatengeschwindigkeiten  bzw.  all- 
gemeineren  Geschwindigkeitsparameter.  Diese  Kanonisierung  der 
Grundgleichungen  wurde  von  S.  D.  Poisson  (1781 — 1840)  und  Lagrange 
begonnen  und  dann  von  W.  R.  Hamilton  (1805 — 65)  und  C.  G.  J.  Jacobi 
(1804 — 51)  systematisch  durchgefiihrt.  A.  Castigliano  (1847 — 1884)  hat 
das  analoge  Problem  fiir  die  Statik  der  elastischen  Kontinua  behandelt 
und  ist  dadurch  zu  den  nach  ihm  benannten  Satzen  gelangt,  ohue  ihre 
enge  methodische  Verwandtschaft  mit  der  Kinetik  der  Systeme  zu  er- 
kennen.  Die  kanonischen  Formen  der  Differentialgleichungen  bieten 
prinzipiell  den  Vorteil  einer  Erleichterung  der  sukzessiven  naherungs- 
weisen  Integration  und  sind  deshalb  heute  fiir  die  wissenschaftliche 
Technik  von  derselben  Bedeutung  wie  fiir  die  astronomischen  Nahe- 
rungen,  welche  ihre  Ausbildung  urspriinglich  veranlasst  hatten. 

V.  Volterra,  P.  Woronez,  L.  Boltzmann  und  G.  Hamel  haben  rein 
kinetische  Differentialgleichungen  fiir  Systeme  von  einer  endlichen  An- 
zahl  von  Freiheitsgraden  in  verallgemeinerter  Form  aufgestellt,  so  class 
die  Eulerschen  wie  auch  die  Lagrangeschen  Gleichungen  als  besondere 
Falle  darin  enthalten  sind.  Sie  gelten  auch  fiir  Systeme,  deren  Be- 
weglichkeit  durch  nichtholonome  Bedingungen  eingeschrankt  ist. 

Ein  wichtiger  Fortschritt  in  der  formalen  Entwicklung  der  System 
mechanik  sowohl  in  bezug  auf  die  physikalischen  wie  die  technischen 
Anwendungen  war  die  Zerlegung  der  Systemkoordinaten  in  zwei  oder 
mehr  Gruppen.  Kommen  die  Koordinaten  einer  dieser  Gruppen  in  der 
Lagranyeschen  Funktion  (vgl.  Nr.  '2 3  a)  des  Systems  nicht  vor,  so  nennt 
man  dasselbe  in  bezug  auf  diese  Koordinaten  ein  zyldisclies.  Dieser  Fall 
ist  von  E.  J.  Routh,  H.  v.  Helmholtz  und  von  W.  Thomson  und  P.  G. 
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Tait  eingeheiid  beliandelt.  Auch  Joseph  Thomson  hat  mannigfache  An- 
wendungen  der  zyklischen  Bewegungsgleichungen  auf  physikalische 
und  chemische  Prozesse  gemacht,  die  sonst  als  Folgerungen  des  zweiten 
Hauptsatzes  der  Warmelehre  aufgefasst  wurden. 

Dieser  Koordinaten-Gruppierung  ordnet  sich  selbstverstandlich 
auch  die  Kinetik  der  Systeme  mit  zeitlich  gefiihrten  Koordinaten 
unter,  wobei  die  letzteren  die  ausgeschiedene  Menge  bilden.  Unter 
diesem  Gesichtspunkte  wurden  die  expliziten  Differentialgleichungen 
der  gefiihrten  Bewegung  von  W.  Thomson  uud  P.  G.  Tait  und  von 
L.  Boltemann  entwickelt.  Die  sog.  Coriolisbeschleunigung  (vgl.  Nr.  16) 
tritt  hierin  in  der  fur  die  Lagrangesche  Mechanik  typischen  skalaren 
Form  auf. 

Aus  dem  grossen  Gebiet  der  Mechanik  gespannter  Kontinua  sind 
in  diesem  Artikel  die  Elastizitatstheorie  und  die  Hydromechanik  aus- 
geschieden,  weil  sie  in  besonderen  Artikeln  (IV  23 — 27)  behandelt 
sind.  Diese  Lostrennung  ist  ausser  durch  den  gegenwartigen  Stand 
der  Systemmechanik  auch  durch  tiefer  gehende  Griinde  gerechtfertigt. 
Bereits  in  den  grundlegenden  Untersuchungen  von  A.  L.  Cauchy  (1789 
— 1857)  iiber  Spannung  und  Deformation  tritt  deutlich  die  Auffassung 
hervor,  dass  diese  beiden  Zustande  des  Volumelementes  in  den  mannig- 
fachsten  Beziehungen,  von  denen  das  Hookesche  Gesetz  nur  ein  be- 
sonderer  Fall  ist,  stehen  konnen.  Die  neuere  Litteratur  (W.  Thomson 
und  P.  G.  Tait,  W.  Voigt]  bringt  das  Bediirfnis  nach  einer  allgemeinen 
Theorie  deformierbarer  Kontinua  noch  deutlicher  zum  Ausdruck  und 
hat  in  der  Monographie  von  E.  und  F.  Cosserat1}  einen  gewissen  for- 
malen  Abschluss  erreicht.  Es  handelt  sich  dabei  im  wesentlichen  um 
eine  Ausdehnung  der  Eulerschen  Stereomechanik  auf  das  Voluinelement 
des  Kontinuums,  wodurch  zwei  Deformationsdyaden  und  ebenso  viele 
Spannungsdyaden  eingefuhrt  werden.  Da  das  Medium  aus  einem  An- 
fangszustande  in  einen  beliebig  weit  von  diesem  entfernten  Zustand 
iibergefiihrt  wird,  so  sind  umfangreiche  kinematische  Untersuchungen 
unter  Voraussetzung  von  vier  unabhangigen  Veranderlichen  erforderlich, 
die  gleichfalls  von  E.  und  F.  Cosserat  methodisch  durchgefiihrt  sind. 

Dieses  teilweise  neue  Gebiet  der  Systemmechanik  steht  im  engsten 
Zusammenhange  mit  den  Vorstellungen  und  Methoden  der  Vektorrech- 
nung,  wie  sie  von  J.  W.  Gibbs  (1839 — 1903)  und  G.  Jaumann  ausge- 
bildet  sind  (vgl.  Nr.  Ic).  Ihre  Anwendung  vereinfacht  nicht  nur  die 
Schreibweise  der  zuweilen  recht  verwickelten  Ansatzgleichungen,  son- 
dern  lasst  auch  ihren  wesentlichen  Inhalt  unmittelbar  vor  Augen  treten. 


1)  E.  et  F.  Cosserat,  Theorie  des  corps  deformables,  Paris  1909. 
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In  den  Jahren  1875  bis  1878  veroffentlichte  Gibbs  seine  Unter- 
suchungen  iiber  das  Gleichgewicht  lieterogener  Substanzen  und  erweiterte 
darait  die  Grundlagen  der  Systemmechanik  in  durchgreifender  Weise. 
Durch  konsequente  Einfiihrung  der  Temperatur  und  der  Entropie 
neben  der  potentiellen  Energie  ging  Gibbs  fiber  den  Begriff  des  starren 
Korpers  der  klassischen  Mechanik  in  wesentlichen  Punkten  hinaus. 
Alle  Systeme  sind  nach  seiner  Auffassung  gespannte  Kontinua  oder 
wenn  es  sich  urn  heterogene  Substanzen  handelt,  Zusammensetzungen 
aus  solchen.  Das  korperliche  Element  (nieht  notwendig  infinitesimal 
aufgefasst)  wird  in  einem  beliebigen  physikalischen  und  chemischen 
Znstande  betrachtet  und  ist  nickt  mehr  der  Bedingung  unterworfen, 
seine  Masse  zu  wahren.  Diese  Anschauung  machte  es  erforderlich, 
den  Begriff  der  Phase  in  die  Systemmechanik  einzufiihren.  Alle 
korperlichen  Elemente,  welche  in  ilirer  Zusammensetzung  oder  in 
bezug  auf  ihren  Zustancl  voneinander  abweichen,  werden  als  verschie- 
dene  Phasen  der  Materie  betrachtet.  Eiue  ganz  besondere  Bedeutung 
konimt  jetzt  dem  Yerhalten  zweier  oder  mehrerer  sich  beriihrender 
Substanzen  von  verschiedener  Phase  zu,  und  es  gelingt  Gibbs,  die  End- 
zustande  von  Losungsvorgangen,  die  kapillaren  Prozesse  und  die  osmo- 
tischen  Erscheinungen  in  den  Bereich  der  allgemeinen  Systemmechanik 
zu  ziehen  und  damit  diesen  Gebieten  den  Charakter  isolierter  physi- 
kalischer  Probleme  zu  nehmen.  Noch  fehlt  die  kinetische  Erweiterung 
der  GibbSBchen.  Ansatze.  G.  Jaumann  hat  neuerdings  die  Grundlegung 
einer  universellen  Systemkinetik  versucht,  wobei  er  jedoch  das  von 
Gibbs  beibehaltene  Prinzip  der  Massenerhaltung  aufgiebt.  Die  metho- 
dische  Ausbildung  der  Kinetik  gespannter  Kontinua,  wie  sie  zurzeit 
vorliegt,  inacht  es  wahrscheinlich,  dass  diese  absehliessende  Leistung 
-  soweit  die  allgemeinen  Ansatze  in  Frage  kommen  -  -  nicht  mehr 
lange  aussteht. 

Ib.  Abgrenzung  und  Zielpunkte  des  Beferates.  Ini  I.  Teil 
(Stereomechanik)  ist  vvesentlich  unter  dem  Gesichtspunkt  der  Anwen- 
dungen  referiert.  Es  werden  also  bestimmte  Urteile  iiber  den  objek- 
tiveu  Gebrauchswert  der  vorhandenen  Methoden  abgegeben.  Eine 
solche  Wertung  der  praktischen  Seite  der  theoretischen  Hilfsmittel 
sollte  naturgemass  zunachst  auf  Erfahrung  gegriindet  sein,  die  aber 
dem  einzelnen  immer  nur  in  beschranktem  Qmfang  zu  Gebote  steht 
und  dementsprechend  auch  sein  empirisches  Urteil  einschriinkt.  Nur 
durch  eine  exakte  und  unbefangene  Auffassung  des  theoretischen  In- 
halts  der  dynamischen  Methoden  im  Hinblick  auf  die  Gegenstande  der 
Anwenduugen  kann  dieser  Mangel  einigermassen  ausgeglichen  werden. 
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Ein  genaues  Stadium  eines  Werkzeuges  ermoglicht  bis  zu  einem  ge- 
wissen  Grade  die  Einsicht  in  seinen  Leistungsbereich. 

Im  individuellen  Falle  ist  allerdings  der  objektive  Gebrauchs- 
wert  der  gewahlten  Methode  nicht  immer  ausschlaggebend  gewesen. 
Sehr  oft  sind  zufallige  oder  wesentlich  subjektive  Momente,  wie  die 
gewohnheitsmassige  Beherrschung  einer  kleinen  Anzalil  von  Methoden, 
die  durchaus  nicht  die  zweckmaBigsten  zu  sein  brauchen,  entscheidend 
gewesen. 

Doch  darf  diese  Tatsache  nicht  dahiii  fiihren,  statische  und  kine- 
tische  Methodeu,  die  mathematisch  durchgebiidet  voiiiegen,  aber  noch 
keine  Werkzeuge  in  der  Hand  des  Technikers  geworden  sind,  ohne 
Priifung  als  nutzlos  zu  bezeichnen  und  damit  jeden  Fortschritt  in 
dieser  Richtung  abzuschueiden.  In  diesem  Sinne  sind  gerade  die  clem 
Techniker  weniger  oder  noch  gar  nicht  gelaufigen  Methoden  in  bezug 
auf  ihren  Gebrauchswert  eingehender  beurteilt  als  die  allgemein  iiblichen 
elementaren  Methoden.  Dies  gilt  insbesondere  fur  die  statischen  und 
kinetischen  Auffassungen  von  Lagrange  und  ihre  Weiterfuhrung  durch 
Hamilton,  Jacobi,  Maxwell  und  W.  Thomson  (Lord  Kelvin],  die  zweifel- 
los  fiir  den  weiteren  Ausbau  der  technischen  Mechanik  einen  ebenso 
grossen  Wert  besitzen  wie  fiir  die  Entwicklung  der  Physik,  wo  diese 
Hilfsmittel  seit  langem  benutzt  und  geschatzt  sind.  Uuter  diesem  Ge- 
sichtspunkt  war  auch  die  bisher  fast  nur  von  den  Astronomen  ge- 
brauchte  Methode  der  Variation  der  Konstanten  im  folgenden  zu  be- 
riicksichtigen. 

Die  Grenzen  der  Stereomechanik  sind  dabei  etwas  weiter  gesteckt, 
als  es  in  den  Darstellungen  der  angewandten  Mechanik  bisher  iiblich 
ist.  Sie  decken  sich  im  allgem einen  mit  denjenigen,  welche  in  Art.  IV  6 
(Stacke!)  die  Umrahmung  des  Stoffes  bewirken.  Dieser  Artikel  ent- 
halt  auch  neben  den  geschichtlichen  Nachweisungen  die  Begriindung 
der  hier  gegebenen  stereomechanischen  Gebrauchsformeln.  Eingehen- 
dere  Beriicksichtigung  findet  im  vorliegenden  Artikel  die  Mechanik 
der  Korperketten.  Bei  diesen  technisch  besonders  wichtigen  Systemen 
tritt  der  starre  Korper  unmittelbar  als  Element  auf.  Gleichen  elemen 
taren  Charakter  haben  dementsprechend  alle  Systemgrossen,  welche 
sich  auf  den  einzelnen  starren  Korper  beziehen.  Soweit  diese  in 
der  Mechanik  der  Ketten  gebraucht  werden,  sind  sie  im  folgenden 
mit  Hinweis  auf  ihre  Bedeutung  als  Werkzeuge  der  angewandten 
Mechanik  kurz  zusammengestellt,  und  es  ist  zugleich  auf  diejenigen 
Stellen  des  Art.  IV  6  (Stdckel)  verwiesen,  wo  dieselben  erlautert  sind. 

Im  II.  Teil  (Mechanik  der  Konlinua)  konnte  der  Gesichtspunkt 
der  Anwendungen  zuriicktreten,  da  er  in  den  Artikeln  IV  27  (v.  Kdrmdri), 
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IV  28  (Eeissner),  IV  29  (Gruning  und  Wieghardt}  und  IV  31  (v.  Kantian 
und  L.  Foppl)  zum  Ausdruck  kommt. 

Die  Darstellung  des  Stofi'es  im  III.  Teil  (Heterogene  Substanzen) 
ist  eine  allgemein  theoretis  che.  So  weit  hier  Anwendungen  in  Frage 
kommen,  fallen  sie  in  das  Gebiet,  welches  Bd.V  (Physik)  zugewiesen  ist. 

Ic.    Hilfsmittel  aus   der  Dyadenrechntmg. 

K)  Der  Begriff  der  Dyade.  Zur  Darstellung  der  naturgemass  ver- 
wickelten  Beziehungen  in  der  Systemmechanik  verwendet  man  neuer- 
dings  mehrfach  die  Dyadenrechnung  in  der  von  J.  W.  Gibbs  begriin- 
deten  Form.  Wir  bezeichnen  das  dyadisclie  (uiibestimmte)  Produkt  aus 
den  Vektoren  «  und  7i  durch  a'  a  und  legen  es  durch  die  Giblsschen 
Multiplikationsregeln 

m  •  cc'a  =  ma  •  a,     a'  a  -H  —  cc-an 

fest.2)  Die  Dyade  im  Sirme  der  Eaumgeometrie  ist  die  Summe  von 
drei  dyadischen  Produkten.  Es  entsteht  also  aus  dem  Bezugstripel 
<*i»  <*2>  <*s  (Grundstreclteii)  und  dem  zugeordneten  Tripel  a\,  a2,  «s 
(Hauptstrechen)  die  Dyade 

a  =  a1'~di  +  «27^2  +  <*s'as, 
woraus 


2 


d.  h.   eine   lineare  Vektorfunktion  folgt.    Wahlt  man  als  Grundstrecken 
ein  orthogonales  Einheitstripel  ~s1}  £2>  ^3;  so  w^r(^ 

mU  =  m^  +  ^2^2  ~f~  ws<V  •-' 
Der  Ausdruck 

aj'tti  -j-  a^a2  +  «a'  ^a  ==  ^x 

heisst  die   zu  a  umgesiellte  Dyade.     Statt  ax  =  a^!  +  a2'i2  +  aa'*8 
kann   man  auch   schreiben  P    =  V«ix  +  Vrtsx  +  V  V-    Man  nennt 

2)  Das  skalare  Produkt  a&  cos  (a  ,6)  zweier  Vektoren  a  und  6  ist  in  dem 
vorliegenden  Referat  mit  a&,  das  vektorielle  Produkt,  dessen  Skalarwert  ab  sin  (a,  ft) 
ist,  mito&  bezeichuet.  Da  die  Alphabete  hier  nicht  —  wie  mehrfach  gebrauchlich 
—  zur  Unterscheidung  der  Skalare,  Vektoren  und  Dyaden  benutzt  sind,  stehen  dieselben 
im  folgenden  zur  Kennzeichuung  der  geometrischen  Dimensionen  der  mechanischen 
Grossen  zur  Verfugung.  Eine  solche  Dimensionierung  wird  erreicht,  wenn  man 
der  Zeit  und  der  Masse  die  geometrische  Dimension  Null,  der  Kraft  die  geo- 
metrische  Dimension  -f  1  giebt.  Die  Dimensionen  Null  bis  -f  3  sind  der  Reihe 
nach  durch  griechische  Minuskel,  lateinische  Minuskel,  lateinische  Majuskel, 
griechische  Majuskel  bezeichnet,  wiihrend  die  Dimension  —  1  durch  gotische 
Minuskel,  die  Dimension  —  2  durch  gotische  Majuskel  angedeutet  ist.  Abgeleitete 
Systemgrossen  sind  in  der  Regel  durch  fettere  Typen  von  den  gleichartigen 
Elementargrossen  ausgezeichnet  (Kursiv  fur  Teilsysteme,  Antiqua  fur  das  ganze 
System). 
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*VS  <VS  ®a*  ^e  umgestellten  Hauptvektoren  von  a .  1st  eine  Dyade 
ihrer  Umgestellten  gleich,  so  wird  sie  als  symmetrisclie  bezeichnet,  ist 
sie  aber  ihrer  Umgestellten  entgegengesetzt  gleich,  so  nennt  man  sie 
eine  alternierende.  Zu  jeder  Dyade  a  gehort  der  Skalar  (Arbeit  der 
Dyade) 

cc^  -}-  a2a2  +  a3as  =  |  aln , 

der  Vektor  (Moment  der  Dyade) 

aiai  ~f~  K2a%  H~  ttzaz  ~    ®\ 
und  die  Determinante  aus  den  Hauptstrecken,  namlich 

ai  a2  as  ===   1^13' 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Determinante  von  Null  verschieden  ist, 
bildet  man  aus  den  Hauptstrecken  von  a  =  fi/^  -f-  £2'«2  -f-  £3'«3  die 
retiproken  Vektoren 


*r1=  i 

i«l3 


und  nennt  den  Ausdruck 


die  zu  a  reziproke  Dyade. 

Eine  Dyade,  welche  ihrer  Umgestellten  reziprok  ist?  heisst  ortho 
gonal.  Fur  «  =  g/^  -f-  £2;62  -|-  £3;£3  wird 

JL>  c  —  cX/  . 

d.  n.  £  ist  eine  Einheitsdyade. 

Die  Produktdyade  a*  ft  —  ?  ist  definiert  durch  die  Festsetzung 
iyl  =  afi.  In  gleicher  Weise  werden  die  ternaren  Produktdyadeu 
(ax/3jxy  und  ax(^xj/)  gedeutet.  Man  kann  diese  Multiplikation  auch 
nach  der  gleichwertigen  Regel 

a'b  x  m'n  =  bm  •  a'n 
ausfuhren.    Wir  finden 


und  schreiben  dieses  Arbeitsprodukt  in  der  einfacheren  Form  a/3. 

Die  Arithmetik  der  Dyaden  umfasst  alle  Operationen  (Division, 
Potenzbildung  usw.),  wenn  man  das  kommutative  Gesetz  bei  der  Multi 
plikation  nicht  zulasst.  Eine  solche  Algebra  der  Dyaden  behandelt 
ausfiihrlich  G.  Frobenius*).  Als  Teil  der  Vektoranalysis  wird  die 


3)  G.  Frobenius,  J.  f.  Math.  84  (1878),  p.  1.  Man  vergleiche  auch  das 
Referat  von  A.  Loewy  in  E.  Pascal,  Repertorium  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  I1, 
herausgegeben  von  P.  Epstein,  Leipzig  1910,  Kap.  2. 
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Dyadenreehnung  behandelt  von  J.  W.  Gibbs^}.  Hieran  schliesst  sich 
die  Darstellung  von  G.  Jaumann5\  der  auch  die  hoheren  Dyaden- 
gebilde  behandelt.  Diese  entstehen  durch  fortgesetzte  Bildung  unbe- 
stimmter  Produkte.  Aus  drei  Dyaden  al}  «2,  a3  mit  dem  gemeinsamen 
Bezugstripel  ^  £2,  £3  erhalt  man  die  Triade 

_? 

a  =  sla1  -f  ia'aa  +  s3a5 

_3        _3       _3 

und  aus  drei  Triaden  aly  a2,  aB  die  Tetrade 

Ji  1  !  _     3. 

a==  £i«l   +   *8'«2   +   «37«3- 

Die  Triade  zeigt  eine  gewisse  Analogic  zum  Vektor.    Man  ordnet 
ihr  den  Vektor 

J5 

\a  =  an  -f-  a22  -f-  a33 
und  die  Dyade 


ZU. 

/3)  Die  Fldchendyade.  Der  (rcn<s5schen  Flachentheorie  und  ihrer 
Anwendung  auf  die  Mechanik  zweidimensionaler  Kontinua  (gespannte 
Flachengebilde)  entsprechen  Dyaden  mit  zwei  Hauptstrecken  (eI9  en). 
Als  Grundstrecken  nimmt  man  zwei  orthogonale  Einheiten,  welche 
von  den  raumlichen  Einheiten  £1}  ~£2,  £3  unterschieden  werden  miissen. 
Wir  bezeichnen  sie  deshalb  mit  ij,  £n  und  schreiben  die  Fldchendyade 

in  der  Form 

~e  =  ~eI'cI  +  En'eII. 

Aus  den  beiden  Parametern  99I?  qpn  bildet  man  den  Vektor 

V  =  <Pi  *i  +  ^n  % 
und  dann  die  Dyadenprodukte 

<p  e  =  qpT  fij  +  qpn  cn  , 

^  .  exex  .  ^p  =  e/g?!  +  2^^  •  ^(jPn  -f-  €&<?&. 

e\,  e^elly  e^    sind    die   Skalare,    welche    C.  Fr.  Gauss   mit  E,  F,  G 
bezeichnet. 

Ubertragt  man  diese  Auffassung  auf  eine  beliebige  Anzahl  ortho- 
gonaler  Einheiten  elt  ellf  .  .  .,  %,  so  kann  man  den  Komplex  der 
Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  fiir  ein  System  von  n  Freiheits- 
graden  in  eine  vektorielle  Form  zusammenfassen. 


4)  J.  W.  Gibbft,    Elements  of  Vector  Analysis,  New-Haven  1881  u.  1884  = 
Scientific  Papers  Vol  2,  New-York  1906,  p.  18—90  und  J.  W.  Gibbs,  Vector  Analysis, 
ed.  by  E.  B.  Wilson,  New-York  1901. 

5)  G.  Jaumann,  Die  Grundlagen  der  Bewegungslehre  von  einem  modernen 
Standpunkte  aus,  Leipzig  1905. 
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y)  Die  Ableitungsdyade.  Gibbs*)  zerlegt  in  der  Feldgleichung 
y  =  f(x]  die  Vektoren  x  und  y  nicht  nach  demselben  Axenkreuz. 
Er  nimmt  vielmehr  zwei  orthogonale  Einheitstripel  cclt  «2,  a3  und 

ft,  ft,  ft  an,  so  dass 

x  =  #!«!  +  x.2cc2  +  #3«3 
und 

y  =  yj*i  +  2/2  ft  -f&ft 

wird.    Da  nun  in 

dy  =  d&ft  +  dy^  +  dys^8 

^^  =  grad  yi  •  dx  =  y'da;  zu  nehmen  ist,  so  hat  man 


Die   Grosse  y    nennt   (r.  Jaumann   die  AUeitungsdyade    des  ^-Feldes 
nach.  dem  ^-Felde.    Darin  ist 


zu  setzen. 

Aus  <?«/  =  «/'rf^  folgt  fiir  ein  konstantes  ^^  durch  weitere  Diffe 
rentiation  d2y  =  ^^/'c?2?  Da  y'  =  jS/i//  +  ft  2/2'  +  ft  &'  ist?  so  wir(^ 

3 

<^«/'  =  (ft'  2/1"  +  ft'  ya"  4-  ft"  2/3")  ^^  =  y"d%  • 

Hiermit  wird  das  zvveite  Differential 

3 

d*y  =  y'dx  •  dx. 
_a 
Man  bezeichnet  y"  als  Ableitungstriade  des  ?/-Feldes  nach  dem  ^-Felde. 

In  der  Mechanik  der  gespannten  Kontinua  kommt  neben  diesen 
Ableitungsgrossen  noch  der  Dyadengradient  eines  SJcalars  vor.  Ist 
F  =  f(x}  =  ffa,  x2,  x^),  so  wird 

dF     _          8F,_     .     cF  ,_ 


wenn  ^"=  a/^  -\-  K^'x2  -\-  a3'xs  ist.    Wegen  dxt  =  Ktdx   erhalt  man 


wo 

^=d~-a   4-  —  a   4-  -—  a 
2«£        3ajrt    ]     '    2a;lg    !     '    ^a?(S    3 

zu  nehmen  ist.     Der  Faktor  von  dx  ist  der  Dyadengradient  von  F. 
Wegen  der  elementaren  vektoriellen  Differentialgrossen  vergleiche 
Art.  IV  14,  Nr.  4,  5  (Abraham}. 


6)  /.  W.  Gibbs,  On  the  equilibrium  of  heterogeneous  substances.  Trans,  of 
the  Connecticut  Academy  3  (1876)  and  3  (1878)  =  Scientific  Papers,  Vol.  1,  New- 
York  1906,  p.  55. 
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I.  Teil.    Systeme  aus  diskreten  starren  Elemeuten. 

2.  Systemkoordinaten  und  -Parameter.  Zur  Bestimmung  der 
Lage  eines  starren  Korpers  oder  eines  Mechanismus,  welch  en  man 
zunachst  als  eine  Verbindimg  starrer  Glieder  ansehen  kann,  ist  die 
Angabe  einer  gewissen  Mindestzahl  geometrischer  Grossen  erforderlich, 
die  man  in  dieser  allgemeinen  Auffassung  als  Positionskoordinaten  oder 
schlechthin  als  Koordinaten  bezeiclinet.  Daneben  treten  noch  andere  von 
der  Zeit  unabhangige  Grossen,  welche  entweder  nnmittelbar  geometri 
scher  Natur  sind  oder  infolge  der  kinematischen  Durchfiihrung  ein- 
treteu.  Diese  Grossen  sollen  als  Parameter  des  Systems  von  den  Koordi 
naten  unterschieden  werden. 

Bei  holonomen  Bewegungen  ist  die  Zahl  der  Koordinaten  gleich 
der  Zahl  der  Freihcitsgrade ,  wie  in  Art.  IV 1,  Nr.  37  (Voss]  gezeigt 
wurde. 

1.  Zur  Lagenbestimmung  des  freien  starren  Korpers  (Art.  IV  6, 
Stdckel  Nr.  28 a  und  p.  552 — 553)  benutzt  man  vorwiegend  die  recht- 
winkligen  Koordinaten  x°,  ?/°?  z°  eines  willkiirlich  gewahlten  Bezugs- 
punktes  C,  durch  welchen  man  die  Rotationsaxe  gelegt  hat,  und  die 
drei  Eulerschen  Winkel.  Der  Punkt  C  ist  auf  ein  ruhencles  recht- 
winkliges  Axenkreuz  Oxyt  bezogeu.  Das  im  Korper  feste  Axenkreuz 
Cabc  ist  danu  durch  die  Eulerschen  Winkel  #,  ifr,  cp  (Art.  IV  6,  p.  552) 
gegen  das  ruhende  0  eindeutig  orientiert.  Zugleich  ist  damit  die  Lage 
eines  Systempunktes  mit  den  unveranderlichen  Koordinaten  a,  b,  c  im 
ruhenden  Raume,  d.  h.  im  Axenkreuz  Oxyz  bekannt. 

Wegen  des  hiiufigen  Gebrauchs  sollen  die  Eulerschen  Orientierungs- 
formeln  hier  wiederholt  werden.  Wenn  der  Kosinus  des  Winkels, 
welchen  die  Axe  Ca  mit  der  Axe  Ox  bildet,  mit  ax  bezeichnet  wird, 

so  ist 

ccx  =         cos  (f  cos  ^  —  sin  cp  sin  i\i  cos  <#•, 

«  =  —  sin  cp  cos  i[)  —  cos  tp  sin  ^  cos  &, 
az  =  sin-ijj  sin-01. 

fix=  cos  cp  sin  t/>  -f-  sin  cp  cos  iff  cos  ft, 
{}  =  —  sin  cp  sin  ty  -f-  cos  cp  cos  ^  cos  &. 
fiz=  —  cos  V  sin-91. 

yx=  sincp  sinO1, 
y  —  coscp  sin-91, 

yz  =  cos  & . 

Rein  geometrische  Parameter  treten  beim  einzelnen  freien  starren 
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Korper  nicht  auf.  In  Betracht  kommen  fiir  den  allgemeinen  Be- 
wegungsvorgang  nur  die  Gesamtmasse  ^*,  die  Koordiuaten  a*,  &*,  c* 
des  Schwerpunktes  S,  die  unveranderlichen  Tragheitsmomente  Ta,  TM  Tc 
um  die  Axen  Ca)  Cb,  Cc  und  die  Deviationsmomente  J)a  =  j bcd[i, 
D6  =  Ccadfi,  Bc=  Cabdp,  wo  dp  das  Massenelement  im  Punkte 
a,  I,  c  bedeutet.  Diese  Grossen  sind  vom  Standpunkt  der  ,,Geometrie 
der  Massen"  in  Art.  IV  4  (G.  Jung]  behandelt. 

Fiir  die  ebene  Sewegung  (Art.  IV  6,  Nr.  33)  reduzieren  sicli  die 
betrachteten  Koordinaten  und  Parameter  auf  XQ,  if  (Koordinaten  von,  C), 
#  (Drehwinkel),  ft*  (ganze  Masse),  a*  (Exzentrizitat),  T  (Tragheits- 
moment  urn  C\  so  lange  nicht  kinetostatische  Fragen  in  Betracht 
kommen. 

2.  Bei  den  Gderikketten  CMS  starren  Gliedern  treten  die  geometrischen 
Parameter  neben  die  massengeometrischen.  Sind  nur  Kugelgelenke  bei 
einer  raumlichen  Kette  vorhanden,  so  sind  die  Abstande  der  aufein- 
ander  folgenden  Kugelmittelpunkte  die  einzigen  geometrisclien  Para 
meter.  Mit  ihnen  lasst  man  je  eine  Axe  der  in  den  Gliedern  fest- 
zulegenden  Koordinatensysteme  Cabc,  Ca,b,c,  usw.  zusammenfallen  und 
wahlt  die  Lage  einer  zweiten  Axe  derselben  zweckeritsprechend  in 
dem  betreffenden  Gliede. 

Raumliche  Gelenkketten  mit  gekreuzten  Zylinderzapfen  sind  bis 
jetzt  nur  in  ganz  speziellen  Fallen  (z.  B.  der  Wattsche  Regulator)  be 
handelt.  Dem  zylindrischen  Zapfengelenk;  welches  zwei  starre  Korper 
miteinander  verbindet,  entspricht  in  beiden  Kettengliedern  eine  zwar 
im  Raum  bewegliche,  aber  in  den  Kettenelementen  feste  Axe.  Um 
zwei  aufeinander  folgende  Rotationspunkte  6\;  C2  und  das  irn  ersten 
Gliede  feste  Axenkreuz  zweckmassig  zu  fixieren,  ziehe  man  den 
kiirzesten  Abstand  zu  den  beiden  (windschiefen)  Zapfenaxen  und  be- 
trachte  den  Anfangspunkt  desselben  als  den  Rotationspunkt  Ct  des 
ersten  Gliedes.  Von  dem  Endpunkt  des  kiirzesten  Abstandes  gehe  man 
in  der  zweiten  Zapfenaxe  um  eine  Strecke  (?)  in  dieser  Axe  bis  zum 
Anfangspunkt  des  kiirzesten  Abstandes  von  der  nachstfolgeiiden  Zy- 
linderaxe  weiter  und  lege  so  den  folgenden  Rotationspunkt  C2  in  ®2 
fest.  Damit  ist  die  Gliedaxe  CtC2  bestimmt.  Gleichzeitig  ist  das 
Axenkreuz  Cabc  in  dem  betreffenden  Kettengliede  gegeben.  Denn 
durch  die  Richtung  des  kurzesten  Abstandes,  die  erste  Zapfenaxe  und 
eine  zu  diesen  beiden  Richtungen  Senkrechte  (in  bestirnmter  Er- 
streckung  z.  B.  nach  der  Korkzieherregel)  ist  Cabc  festgelegt.  Dieses 
Verfahren  kann  unverandert  auf  alle  folgenden  Glieder  fortgesetzt 
werden  Als  geometrische  Parameter  hat  man  jetzt  fiir  das  einzelne 
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ECettenelement  die  VerbindungSBtrecke  (<J)  der  beiden  Itotationspunkte 
Ci,  (.\  vnul  <lrn  Winkel  (y]  /wise-hen  den  beiden  uufo  in  under  folgenden 
Zapfenazen  /u  betrachten.  Hei  dein  7/<w/,rschen  Universalgelenk  sind 
diese  Winkel  wie  bcini  H'<tf/schen  Regulator  reohte.  IVaktiseh  wichtig 
ist  der  Fall,  dass  einige  dieser  Wiukel  sehr  klein  sind,  wiihrend  andere 
sehr  wenig  von  einem  Rechten  abweichen. 

Unsere  Walil  dor  Azenkreuze  Cilhc  in  den  Kettengliederq  hat  ge- 
wisse  Nachteile  ini  Gefolgo,  welche  man  abor  in  den  Kanf  nelimen 
muss,  wenn  nuin  nil-lit  die  geometrische  Vereinfncliung  aufgeben  will. 
Dio  Rotationspunkte  (•  1'allen  nicht  in  it  den  (rliodsehwerpunkten  5 
•/usannnen,  und  die  Axenkreu/e  C<ihi,  gehen  nieht  durch  die  Hauptaxen, 
so  dass  Ezzentrizitaten  CS  niui  Deviationsmomento  in  die  olinehiu 
nicht  einfaohen  Formeln  eintreten.  Aus  dieseui  Grunde  mussten  in 
den  ini  i'olgt>uden  niitgeteilten  Gebrauchstbrmeln  diese  Parameter  mit- 
gd'iihrt  werden. 

Fiir  raumliche  Zylindergelenkketten  in  it  windschiefen  Axen  liisst 
sieh  die  Koordinierung  der  anteinander  folgenden  Glieder  (^,  ^2, 
,Sls)  (lurch  /'j/Avsche  Winkel  ohne  Schwierigkeit  allgemein  durch- 
I'Uhren.  Die  Richtungen  der  /apt'enaxen,  welehe  7Ai  S?j  gehoren,  seien 
>/,,  >;.,,  die  /u  5L  gehorenden  Axenrichtimgen  seien  durch  1/S,  ri3  he- 
zeichnet.  Das  Axenkreuz  filr  ^l  ist  danu  beatimmt  durch  die  Rich 
tungen 

»/i  =  "f  i  „  j  (»/i  ^  >h  •  si»  }'i  =  f  i  ft,  »A  *;-  :  sin  }\  =  *i  c» 

wo  yt  die  Winkelabweichung  von  i/s  gogen  >^  bedeutet.  Analog  ist 
j'8  der  Neigungswinkel  von  >;.,  gegen  >;a  usw.  Als  Nullstellung  der 
Kette  bezeichnen  \vir  diejenige  Kouh'guration  derselbeu,  bei  welcher 
a  lie  Zapfenazen  cincr  Ebeue  parallel  sind  und  5?,  noch  nicht  um  t^ 
gedroht  ist.  Das  ruhende  Axenkreuz  Oxvf  sei  durch  die  Eiuheits- 
strecken  'trt  .-•„,  ,--.  testgel«>gt.  Nacli  der  Divining  Ol  um  »/x  =  ef  hat 
man 


Wird    nun    noch   die  Drehung  03   um  die   zweite  Xapfenaxe6*)  von  $t 

6*)  Zur   Abloitun^  der    folgondon   Rolationon   kann   man    die   Vektorformel 
,r'  —•  ,r  ooa6  -f-  TJX  sinO  -|-  fjic  (1  —  cos  0)  jj 


Ilii  .....    l)ed(Mito<        I'incii    Voktor    ''\    in   den     \\cnkrru.-    "rf.. 
die  Drohunjjf  «'  (Amplitude)  um  die   durch  ()  gchende  Axo  »j  wird  .r  in  5'  uber- 
gofiihrt.     Vgl.   A".  7frii»,  Kinematik,  p.  164—179. 
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ausgettihrt,  so  ist  das  /u  $2  gehorende  Axenkreu/,  durch  die  Ein- 
heitsstrecken 

*2a  =  cos  Y\  •  £x  ~f-  sm  V\  cos  0X  •  £y  +  sin  ft  sin  0t  •  ez, 

«26=       -tflO'«*  +011'*,,  H-^01'^; 

£2o=          ^01  <C*  -~°lO-~£y  -^00'*, 

bestimrat.  Nach  der  dritten  Drchung  0y  urn  die  /woite  Zapfenaxe 
von  ^a  wird  die  Stellung  des  zu  ^3  gehorenden  Axenkreu/.es  gegebeu 
durch  die  Axeneinheiten: 


cos 


in  0S)  ey 


=          Ooi  sin  ^» 


C()S 


cos  0,A  —  A10  sin  08) 


In  diesen  Ausdrilcken  ist  /ur  Abkiir/ung  gesetxt: 
sin  yt  sin  02  =  <?01    sin  ft  cos  Ov  = 


und 


Ferner 


-  cos  j^  cos  y«  -f-  sin  ft  sin  %  cos  02  =  y00, 
sin  ft  cos  ft  -f-  sin  ft  sin  ft  cos  0a  —  ft0, 
cos  yx  sin  ft  -j-  sin  ft  cos  ft  cos  0a  = 

-  sin  ft  sin  ft  -f-  cos  ft  cos  ft  cos  02  = 


fto  cos  0t  —  sin  y2  sin  0t  sin0s  =  A0()7 
y,0  sin  0t  -f  sin  ft  cos  Ol  sin  02  =  A01, 
ftt  c,os  0,  —  cos  ft  sin  0t  sin  02  =  /11(); 
ftt  sin  0j  —  cos  y2  cos  0X  sin  02  =  An  . 
Endlich  treten  noch  neben  die  Grosser!  yik  die  folgenden 

-  cos  0t  cos  02  -f  sin  0:  sin  02  cos  ft  =  000, 
sin  01  cos  02  +  cos  Ot  sin  02  cos  ft  =  010, 
cos  0X  sin  02  -f-  sin  0X  cos  02  cos  ft  =  001, 

-  sin  0t  sin  02  -f  cos  0X  cos  02  cos  ft  =  0U. 

Die  geometrische  Bedeutung  dor  Hilfsgrossen  ylk  und  Otk  lasst 
sich  aus  den  entsprechenden  sphiirischen  Dreiecken  leicht  erkennen. 
Im  Gegensatz  /ur  ebenen  Gelenkkette  fallen  jctzt  die  Verbindungs- 


elf  (72(78=  e2,  usw.  nicht  uiehr  rait  einer  der  Korper- 


strecken 

axen  zusammen.     Es  ist  vielmehr 

^1  ==  ^1  a  4~ 


i  c  , 


Enoyklop.  d.  math.  Wiaaonaoh.     IV  1,  n. 


26 
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usw.  zu  setzen,  und  man  kann  die  Komponenten  eva,  evb,  erc  von  er 
als  geornetrische  Parameter  von  $,,  ansehen.  Jetzt  sind  aber  die  Ver- 

drehungswinkel  y  nicbt  mehr  unabhangige  Stiicke.  Man  hat  tgyr  =  - 

eva 

Ferner  ist  et.c  der  kiirzeste  Abstand  der  Zapfenaxe  >?,,+  1  von  ?]  in  ®v. 
Die  Koordinierung  des  einzelnen  starren  Korpers  durch  die  Euler- 

7t  It 

scben  Winkel  entspricht  dem  Sonderfalle  yx  =  —  ,  y2  =  —  ,  wenn  man 

sicb  auf  das  Glied  ®s  der  Zylindergelenkkette  beschrankt.  Es  wird 
dann  <?01  =  sin  02,  <y,0  =  cos  02,  y00  =  cos  02,  yn  =  -  1  ,  yol  =  y10  =  0, 
010  =  sin  6l  cos  61  ,  001  =  cos  0t  sin  02,  A00  =  -  sin  01  sin  02,  A01  =  cos  0X 
sin02,  A10  =  =  —  cos0t,  Au  =  —  81110!,  und  man  erhalt  uacb  Weg- 
lassung  des  Gliedindex  3  aus  den  obenstehenden  allgemeinen  Aus- 
driicken 

~sn  =  —  cos  02  •  £r  —  sin  0t  sin  02  •  ~f.y  +  cos  0!  sin  02  .  ~s,, 

fb=  sin  02  sin  03  •  f  t.  -+-  (  —  cos  0X  cos  03  -f-  sin  0t  cos  02  sin  08)  £u 

—  (      sin  0X  cos  03  -)-  cos  0t  sin  02  sin  03)  «z, 

f  c  =.  sin  02  cos  0S  •  f  3.  +  (      cos  0X  sin  03  -f-  sin  02  cos  02  cos  03)  £y 

-|-  (       sin  #!  sin  03  —  cos  0j  sin  02  cos  03)  £,. 

Fur  die   zweigliedrige   Kette   mit   recbtwinklig    gekreu/ten  Axen 


bat  man  yt  =  —  zu  setzen.      Dann  wird 

ft 

?0  a  =  COS  #1  *  *y  H~    S^n  Ol'^z) 

F26  =  —  cos  02  •  £r  —  sin  0t  sin  02  •  ey  -f-  cos  0t  sin  02  •  « ,7 
c-;   =        sin  00  •  £x  —  sin  Ol  cos  02  •  «  -f-  cos  0!  cos  02  •  £.. 

Die  allgemeinen  Orientierungsformeln  geben  aucb  das  Mittel  an 
die  Hand,  einen  Zylindergelenkmecbanismus  zu  studieren,  dessen  auf- 
einauder  folgende  Zapfengelenke  teils  nabezu  parallel,  teils  nabezu 
recbtwinklig  zueinander  steben.  Wir  Avablen  als  Beispiel  y:  ==  4)  -f-  y/, 
yg  =  y2'7  wo  yj'  und  y2'  so  klein  sein  sollen,  dass  man 

sin  yx  =  1 ,    cos  yx  =  —  yj',    sin  y2  =  y/,    cos  y«  =  1 

setzen  darf  und  dementsprecbend  ibre  Produkte  als  kleine  Grossen  der 

nachsten  Grossenordnung  zu  vernacblassigen  sind.     Unter  dieser  Vor- 

aussetzung  wird 

y00  =  y/  +  y-'  cos  02,  A00  =  cos  01  —  y2'  sin  0X  sin  02, 

y10  =  1,  A01  ==  sin  0J  -j-  y./  cos  0t  sin  027 

y01  =  cos  08,  A10  =  (y/—  y/  cos  0t)  cos  0^  —  sin  0j  sin  0S, 

yu  =  y/ —  y/  cos  02,  An  =  (y/ —  y/  cos  02)  sin  0^  —  cos  0X  sin  02, 
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und 


6W  =  —  cos  01  cos  02  — 


cos      — 


cos      sn 


sn 


sn 


sin 
cos 
sin 
cos 


sin  0 


2, 


sn 


cos  02 
cos  0 


Im  besonderen  Falle   erlaubt    die    Kenntnis    des    Grossenverhalt- 

,.,.,.,       del    dOv    d8. 
nisses  der  relativen  Wmkelgeschwmdigkeiten  -^ ,  —• ,  -£  noch  weitere 

Vernachlassigungen  auf  der  Impulsstufe. 

Bei  allgemeinen  Ansatzen  gewahren  die  von  0.  Fischer'1}  eingefiihrten 
reduzierten  Schwerpunkte  (Haupipunkte)  und  reduzierten  Tragheits- 
und  Deviationsmomente8)  eine  schat- 
zenswerte  formale  Vereinfachung  und 
tragen  zu  einer  iibersichtlicheren  Ge- 
staltung  der  Kettenansatze  wesentlich 
bei9).  Dieses  Reduktionsverfahren  ist 
in  Art.  IV  6,  Nr.  41  c  (Stackel)  klar- 
gestellt. 

Bezeichnet  man  die  Massen  der 
Kettenglieder  $1?  $2,  ^3  mit  |ti1?  |it2,  |W3 
und  die  Schwerpunktstrecken  QS^, 
CA  CSSS  mit  al,al,  c%  (Fig.  1)  dann 


Fig.  1. 


sind   die   entsprechenden   Hauptstrecken   aj ,  a2 ,  aj   definiert   durch  die 
folgenden   Gleichungen,  in   denen  noch  ^*  =  /^  +  ^2  +  M-s  gesetzt  ist: 


und  die  Formeln  fiir  die  reduzierten  jTra^effemomente  lauten  fiir  die 
ebene  Kette10) 


T;  =  T, 


T  = 


T;  -  T3. 


Hierbei  sind  die  Tragheitsmomente  T1}  T2,  T3 

bezogen.     Der  Gesamtschwerpunkt  S*  ist  bestimmt  durch  die   Strecke 


auf  die  Pole  C1}  C2,  Ct 


=  c      a 


7)  0.  Fischer,  Uber  die  reduzierten  Systeme  und  die  Hauptgleichungen  der 
Glieder  eines  Gelenkmechanismus,  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  432.  Vgl. 
auch  0.  Fischer,  Theoretische  Grundlagen  fiir  eine  Mechanik  der  lebenden  Korper, 
Leipzig  1906. 

8)  Wegen  der  Reduktion  der  Deviationsmomente  siehe  Nr.  4g. 

9)  Die  Falle,  in  denen  diese  Vereinfachung  aufgegeben  werden  muse,  sind  in 
Nr.  4c  angedeutet. 

10)  Bei  den  Ketten  mit  windschiefen  Zylinderaxen  werden  die  Tragheits- 
dyaden  analog  reduziert.  Daraus  folgen  die  Reduktionsregeln  fiir  die  Kompo- 
nenten:  Tragheitsmomente  und  Deviationsmomente.  Vgl.  Nr.  4g. 

25* 
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3.    Methoden  der  phoronomischen  Beobachtung. 

3  a.  Bemerkungen  zur  Experimentalmechanik.  Unter  Phoro- 
nomie  wollen  wir  den  Inbegriff  von  Methoden  verstehen,  die  auf  die 
Erforschung  der  aktuellen  Bewegungsform  eines  Punktes  oder  eines 
materiellen  Systems  abzielen.  In  diesem  Sinne  sind  die  astronomischen 
Bahnbestimnmngen  der  Planeten,  die  Ermittlung  der  Lagenanderung 
der  Drehaxe  im  Erdkorper,  die  empirische  Feststellung  des  Kolbenwegs 
bei  einer  Dampfmaschine  als  Funktion  der  Zeit  phoronoinische  Probleme. 

Auch  G-alileis  Messung  des  Fallwegs  auf  der  schiefen  Ebene  in 
bezug  auf  den  Zeitverlauf  gehort  in  dieses  Gebiet  der  Mechanik, 
wahrend  die  abstrakte  Formulierung  des  Fallgesetzes  als  Induktion 
aus  den  konkreten  Versuchsresultaten  ausserbalb  desselben  fallt. 

In  der  Punktmecbanik  ist  die  Durchfiihrung  der  pborononiischen 
Aufgaben  am  einfacbsten.  Deinentsprecbend  sind  bier  auch  die  ex 
periment  ell  en  Hilfsmittel  am  besten  ausgebildet.  Fur  die  geradlinig 
oder  kreisformig  gefiibrte  Punktbewegung  konimen  in  der  Hauptsacbe 
drei  Metboden  zur  Feststellung  des  Ortes  als  Funktion  der  Zeit  in 
Anwendung : 

1.  Scbreibvorricbtung  mit  Uhrwerk  (A.  J.  Morin11)), 

2.  Pbotograpbiscbe    Aufzeicbnung    mit    Beniitzung    eines    abge- 
stimmten  Funkenincluktoriums  (O.Fischer12)), 

3.  Perforation    eines    Papierstreifens    durch    elektrische    Funken 
(P.  Conti13}). 

Bei  allgemeineren  nicht  ebenen  Bewegungsformen  ist  die  photo- 
grapbische  Aufnabme  rnit  Plattenwecbsel  in  gleicben  Zeitabscbnitteri 
aus  den  Endpunkten  einer  Standlinie  auf  raumlich  orieutierte  Flatten 
am  zweckmassigsten.  Sie  gestattet,  alle  Punktorte  als  Funktionen 
der  Zeit  darzustellen.  Docb  treten  bier  Scbwierigkeiten  auf,  die  bei 
der  topograpbiscben  Pbotogrammetrie u)  nicbt  in  Betracht  kommen. 
Im  Falle  rascher  Bewegung  mit  starken  Bescbleunigungen  ist  der 
Geschwindigkeit  des  Plattenwecbsels  eine  obere  Grenze  gesetzt,  auch 
selbst  dann,  wenn  die  Flatten  durch  Filmrollen  ersetzt  werden.  Ferner 
verlangt  eine  erhebliche  Distauzanderung,  wie  bei  den  kinematogra- 
pbischen  Aufnabmen7  ein  Objektiv  von  kleiner  Brennweite,  damit 


11)  A.  J.  Morin,  Paris,  Mem.  sav.  etrangers  4  (1833). 

12)  0.  Fischer,  Der  Gang  des  Menschen,  Leipz.  Abhandl.  1895—1904. 

13)  P.  Conti,  Roma  Atti  Lincei,  (2)  2  (1875),  p.  16. 

14)  Vgl.  VI  1,2  (Finsterwalder).   Die  dort  im  Hinblick  auf  die  Geodasie  dar- 
gestellten    Methoden    lassen    sich    vielfach  passend  modifiziert  auf  mechanische 
Prozesse  iibertragen.    In   der  Technik   hat  man   sich  bisher  meistens  auf  ebene 
Bewegungen  beschrankt. 
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die  Einstellebene  sich  moglichst  wenig  von  der  Plattenflache  entfernt. 
Endlich  muss  die  Orientierung  der  Standlinie  und  der  Flatten  bei 
unveranderlichen  perspektiven  Konstanten  (vgl.  Nr.  3b)  bei  Beginn 
der  Aufnabmen  so  gewahlt  sein,  dass  ein  moglichst  grosser  Bewegungs- 
bereich  zur  Darstellung  kommt.  Bei  einer  Weiterbildung  der  kine- 
matischen  Photogrammetrie  wird  man  dem  letzterwahnten  Ubelstande 
begegnen  konnen,  wenn  man  die  Versuchsanordnung  so  einrichtet,  dass 
einige  der  perspektiven  Konstanten  bekannte  Funktionen  der  Zeit 
werden.  Die  Aufnabmeapparate  werden  also  zweckmassig  gefuhrte 
Bewegungsformen  besitzen,  die  wahrend  der  Aufnahmezeiten  zu  unter- 
brechen  sind. 

3b.  Photogramme.  Bestimmung  der  absoluten  Raumkoordi- 
naten  aus  den  Bildkoordinaten  eines  Punktes.  Da  man  von  dem 
allgemeinen  Falle  leicht  zu  den  Sonderf  alien  iibergehen  kann,  so  ge- 
niigt  es,  hier  die  Grrundformeln  der  orientierten  Perspektive  und  ihre 
Verwendung  fur  die  Errnittlung  von  Punktortern  mitzuteilen.  Es 
werden  Aufnahmeapparate  vorausgesetzt,  die  mit  Einrichtungen  ver- 
sehen  sind,  welche  nicht  nur  die  Feststellung  des  Azimuts  (/3)  und 
der  Zenitdistanz  (a)  der  optischen  Axe,  d.  h.  der  Normal  en  (v)  zur 
Bildebene  ermoglichen,  sondern  aucn  die  Messung  des  Winkels  (y)  zu- 
lassen,  welchen  die  Unterkante  der  Platte  wahrend  der  Aufnahme  mit 
ihrer  horizontalen  Lage  bildet.  Die  Platte  wird  also  in  bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt  E  genau  so  orientiert,  wie  ein  starrer  Korper  durch 
die  drei  Eulerschen  Winkel,  welche  hier  mit  «,  /3,  y  bezeichnet  sind. 
Das  Projektionszentrum  sei  C  und  der  Anfangspunkt  des  raumfesten 
Axenkreuzes  0.  Setzt  man  OE  =  e,  OC  —  c,  so  wird  die  Gleichung 
der  Bildebene  x  —  e  v  =  0  und  diejenige  ihres  zentralen  Normalstrahls 
(optische  Axe)  (x  —  c)  v  —  0.  OX  =  x  bestimmt  den  abzubildenden 
Raumpunkt  X  und  0  Y  =  y  sein  perspektives  Bild.  Die  Abbildung 
wird  ausgedriickt  durch  die  Gleichung 


e  —  c  * 


f-\\  —    * 

(1)  y  —  C  =  -          -X  —  C. 

x  —  cv 

In  der  Bildebene  ziehe  man  von  E  aus  zwei  aufeinander  rechtwinklige 
Koordinatenstrahlen  EIf  En  und  lasse  den  dritten  Strahl  E-ni  mit 
der  Plattennormale  v  (im  Sinne  der  Korkzieherregel)  zusammenfallen. 
Auf  den  Strahl  en  des  Axenkreuzes  EIIIIU  trage  man  die  Einheits- 
strecken  slf  £n,  £ni  der  Reihe  nach  ab.  Die  Koordinaten  des  Bild- 
punktes  werden 
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Hierin  ist  h  der  Abstand  des  Projektionszentrums  C  von  der  Bild- 
ebene.  Ferner  giebt  die  Komponentenzerlegung  nach  dem  absoluten 
Axenkreuz  0128  : 

eIx  —  c  =  ell    (xt  —  cj  -f  elt    (x2  —  C2)  +  £It    (x3  —  c3)  , 

(3)        £IIX^-'C  =  EUl     (Xl  —  q)  +  %,    (#2  —  C8)  +  %,    0*3  —  Cs)  , 


Hierzu  treten  die  bekannten  Ausdriicke 
fli==      cos/3cosy—  -sin/3sinycosa,      £m= 


=  sn  a  sn 


ni] 

£Ti=  —  sin/3cos7  —  cos  /3  sin  y  cos  a,      em=    —  sin  /3  sin  y  -j-  cos  |3  cosy  cos  a, 

£nil=  sin  a  cos  /3; 
5^=        sin  a  sin  y,  £ii3  =  —  sin  a  cosy, 

£nlj  =  COS  K  . 

Die  Grossen  ct,  C2,  cs,  a,  0,  7  und  //  sind  die  perspektiven 
Orientierungskonstanten  der  Abbildung.  Als  projizierender  Strahl  ist 
der  optische  Hauptstrahl  des  abzubildenden  Punktes  X  anzusehen, 
welcher  in  den  ersten  (vorderen)  Hauptpunkt  eintritt,  aus  dem  zweiten 
mit  einer  Parallelverschiebung  austritt  und  die  Bildebene  in  dem 
Bildpunkt  Y  durchsticht.  Das  Projektionszentrum  C  fallt  also  in 
den  ersten  Hauptpunkt.  Die  perspektive  Bildebene  liegt  urn  den 
Abstand  der  beiden  Hauptpunkte  parallel  verschoben  vor  der  Platte. 
h  ist  fur  die  kineniatische  Photogrammetrie  nur  fur  unendlich  ent- 
fernte  Objekte  konstant. 

Aus  den  vorstehenden  Grundformeln  der  orientierten  Perspektive 
gewinnt  man  sofort  die  Formeln  der  allgemeinen  Photogrammetrie. 
Die  Gleichung  (1)  giebt 


x  —  c  v  — 

x  —  c=  y  —  c^ 

e  —  c  v 


Man  hat  also 


Wenn  die  beiden  aus  den  verschiedenen  Standpunkten  erhaltenen 
Plattenkoordinaten  &x,  6n  und  &r',  ft^  desselben  Raumpunktes  X,  die 
zu  den  Orientierungskonstanten  q,  c2,  C37  a,  /3,  7,  h  bzw.  c/,  C2  ,  C3, 
a't  ft')  y>  '*'  gehoren7  bekannt  sind,  so  lassen  sich  die  Unbekannten 
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X1}  x.),  x3  aus  den  vier  Gleichungen 


+ 


welche  sich  nach  der  Natur  der  Aufgabe  nicht  widersprechen,  eindeu- 
tig  durch  Rechnung  oder  Konstruktion  bestirnmen.  Wegen  weiterer  Aus- 
fulirungder  vorstehenden  Formeln  fiirbesondere  Falle  siehe  A.  Sprung  15). 

3c.  Messungen.  In  Art.  V  1  (Runye)  wird  das  Messen  der 
Zeit;  der  Lange  und  der  Masse  behandelt.  Als  Masseneinheit  benutzt 
man  in  der  Technik  der  Maschinen  fast  ausschliesslich  eine  von  der 
Krafteinheit  (Kilogramm)  abgeleitete  Grosse.  C.  Runge  spricht  a.  a.  0. 
die  Ansicht  aus,  dass  auf  diesem  Gebiet  ein  Wechsel  der  gebrauch- 
lichen  Einheiten  (Sekunde,  Meter,  Kilogramni)  nicht  wiinschenswert 
ist.  Iin  folgenden  ist  daher  das  technische  Masssystem  allein  beruck- 
sichtifft.  Durch  Angabe  der  Dimensionen  der  rnechanischen  Grossen 

o  ~ 

ist  es  leicht,  von  den  urspriinglichen  Einheiten  im  gegebenen  Falle 
zu  Bruchteilen  (cm,  mm)  oder  Vielfachen  (Tonne)  iiberzugehen. 

A.  Vektorielle  Ansatze. 
4.  Systemgeschwindigkeit,  Impuls  und  kinetische  Energie. 

Der  Geschwindigkeitszustand  eines  freien,  sttirren  Korpers  ist 
durch  zwei  Vektoren  bestimmt,  namlich  durch  die  Geschwindigkeit 

j—  0  t  f       _ 

u  =  —    des   Bezugspunktes  C  und   die  Winkelgeschwindigkeit  co  um 

die  durch  C  gehende  Drehaxe.  Demi  durch  diese  Angabe  sind  die 
Geschwindigkeiten  aller  Systempunkte  (a)  vermoge  der  Beziehung 
v  =  u  -\-  coa  eindeutig  bestimmt.  Fiir  das  bewegliche  Axenkreuz  Cabc 
hat  man  die  Komponenten 

Va  =  Ua  +  »*  C  ~  Vct,      Vb=Ub+  (0CCI  —  G)aC,      Vc  =  Uc  +  &J)  —  W6«, 

wahrend  fur  das  ruhende  Axenkreuz  Oxy.  die  Gleichungen 


Vz  =  Ut  +&x(y  —  7/°)   —  G3y  (X  —  0°) 

gelten.     Man  vgl.  Art.  IV  6,  Nr.  28  c  (StdckeT). 

Der  Zusammenhang  der  Komponenten  von  co  mit  den  Eulerschen 


15)  A.  Sprung,  Forrueln   der  Photogrammetrie  ;   Ergebnisse  des  Internatio- 
nalen  Wolkenjahres,  Potsdam  1896/97. 
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Winkeln  ist  gegeben  durch  die  Ausdriicke 

oa=  sin#  s\ncp-il>  -\-  cosy-  ft,  C3X=  sin  #•  sin  ^'  •  <p  -|-  cos  ^  •  -9-  , 
(ob  =  sin  &  cos  y  •  ty  —  sin  cp  •  #,  oy  =  —  sin  0-  cos  i[>  •  cp  -f  sin  ^  •  ft  , 
oc  =  cos  &  •  ip  -f-  <p  .  oz  =  cos  #•  •  9?  -|-  ^  • 

Wegen  des  Einflusses  der  Verlegung  des  Rotationspunktes  C  nach 
einer  anderen  Stelle  C'  des  Korpers  siehe  Art.  IV  6;  Nr.  28  c. 

4  a.  Allgemeine  Ansatze  fur  die  Raumbewegung  des  starren 
Korpers.  Neben  die  primitiven  Greschwindigkeitsgrossen  der  Trans 
lation  und  Rotation  u  und  w  treten  dbgeleitete  Systembeyriffe  ,  welche 
durch  Resultant-  und  Momentbildung  aus  dem  Elementarimpuls  pv, 
also  nach  den  Regeln  der  elementaren  Statik,  hergestellt  sind.  Es  ist 
dies  (Art.  IV  6,  Nr.  29  a)  die  Im.pulsresidtante: 

p  = 
und  das  Impulsmoment: 


Die  Summation  ist  iiber  alle  Massenpunkte  des  Korpers  zu  er- 
strecken. 

Fiir  die  angewandte  Mechanik  sind  diese  jEWerschen  Systemgrossen 
Werkzeuge  von  so  durchschlagender  Bedeutung,  dass  eine  Auszeich- 
nung  derselben  durch  bestimmte  Buchstaben  notwendig  erscheint.  In 
Art.  IV  6  (StackeC)  konnte  dies  unterbleiben,  weil  die  betreffenden 
Grossen  dort  bei  den  Formelangaberi  den  entsprechenden  eingepragten 
Momentankriiften  (Schiebestoss  und  Drehstoss,  wenn  der  Schwerpunkt 
als  Bezugspunkt  gewahlt  ist)  gleich  sind.  Durch  das  Hinzutreten  der 
Verbindungsreaktionen  wird  auch  fiir  den  einzelnen  starren  Korper 
als  Kettenglied  diese  Gleichheit  aufgehoben. 

Aus  den  vektoriellen  Formen 


p  =  [i*  (u  -J-  coa*)  =  [i*[u  -|-  a(x*  -  -  x°)], 
T  =  ft*a*w  -f-  Sfia((aa)  =  [L*a*u  -\-  J? 

wo  /i*  die  ganze  Masse  des  Korpers  und  J  den  Drehimpuls  bedeutet, 
ergeben  sich  unmittelbar  die  gebrauchlichen  Koniponentenformen. 
Statt  dessen  kann  man  auch  von  der  Jcinetischen  Energie 

E«En+EOT+Er, 


wo 


(c*Ma  —  a*-Mc)w*+  (a*ut 
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ist;  ausgehen  und  die  Komponenten  als  Differentialquotienten  gewinnen: 

PA  =  H*  (Uh  4-  03,  a*  CO    C*~]  —  -f —  . 


und 


Die  Komponenten  des  Drehimpulses  sind: 


J -!-»» -D  «- 


Fiir  das  ruhende  Axenkreuz   0       hat  man 


und 


Will  man  in  den  Ausdriicken  fiir  den  Drehimpuls  die  von  der 
Zeit  unabhangigen  auf  Caba  bezogenen  Tragheits-  und  Deviations- 
momente  beibehalten,  so  muss  man  (Art.  IV  67  Nr.  29) 


sefeen.  ..  .         .   . 

Auch  fiir  die  Koordinaten   des   auf  C  bezogenen   Schwerpunktes 
gelten  diese  Beziehungen,  welche  man  durch  das  Schema 

a*     5*    c* 


ausdriickt. 
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4  b.  Impulsgrossen  fiir  die  Planbewegtmg  des  starren  Korpers. 

Die  ebene  Bewegung  eincs  starren  Korpers  (Art.  IV  G,  Nr.  33)  tritt  in 
den  Anwendungen  in  zwei  Formen  auf,  welche  kinetisch  identisch,  aber 
fiir  die  kinetostatische  Behandlung  zu  unterscheiden  sind.  Im  ersten 
Falle  verschwinden  die  Deviationsmomente  um  die  auf  der  Drehaxe 
senkrechten  Axen  in  der  Bewegungsebene  des  Schwerpunktes  wie  bei 
einer  unendlich  diinneu  Scheibe.  Diesen  Sonderfall,  der  in  der  alteren 
Schulmechaiiik  mit  Vorliebe  behandelt  wurde,  wollen  wir  als  Scheiben- 
betvegung  bezeichnen  und  fiir  den  allgemeinen  Fall  den  Ausdruck 
Planbewegung  gebrauchen.  Fiir  die  ebene  Bewegung  der  Korperketten 
kommt  die  allgemeine  Auffassung  viel  haufiger  vor  als  der  Sonderfall 
der  Scheibenbewegung. 

1st   Oxy   die  Bewegungsebene,   welche  den   Schwerpunkt  S  nicht 
enthalten  soil  (z*  und  c*  von  Null  verschieden),  so  wird 


und  nur  o2  =  oc  =  co  bleibt  von  Null  verschieden.     Man  hat  jetzt 
p  =  n*(u  -f-  roa*),    V  =  n*a*u  +  J 

fiir  die  Impulsresultante  und  das  Impulsmoment. 

In  bezug  auf  das  ruhende  Axenkreuz  wird  die  kirietische  Energie 

E  ==  fa*(»x*  +  M/)  +  H*[(x*-X»)Uy-  (</*-  ^  Ux]  0  + 

und  die  entspreehenden  Impulskomponenten  sind 


V  =        ,a*  8*  ux  —  Dx  to  , 

Y;=         „*[(**-  x«}uy-  (if-  yO)Mj  +  To,  =  d~ 

Hier  ist  ^°=0  angenommen,   was   immer   zulassig  ist.      Ferner 
hat  man  in  diesen  Formeln  zu  setzen  (vgl.  Art.  IV  6,  Nr.  32) 

x*  —  x°  =  a*  cos  6  —  6*  sin  0, 

y*  -  yO  =   a*   sin    Q   _j_    ^*  CQS   f) 

und 

Dx  =  -f  Da  cos  6  -\-  D6  sin  0, 

Du  =  —  D    sin  04-  D,  cos  0. 

y  u>  i  y 

Die  Deviationsmomente  Da  und  D6  sind  Korperkonstanten. 


4b.  Impulsgrossen  fiir  die  Planbewegung  des  sfcarren  Korpers.  383 

Filr  die  Kinetostatik  braucht  man  auch  noch  die  kinetische 
Energie  und  die  Impulskomponenten  nach  dem  leweglichen  Axen- 
lireaz  Cab.  Diese  Ausdriicke  lauten: 

E  =       *2  +    *a*«*  —  &** 


Pc  =  0. 


Insbesondere  hat  man   fiir    die   Komponenten    des    Drehimpulses 
die  Werte 


Die  Gro'Ben  J  und  Y  fallen  also  bei  der  Planbewegung  keines- 
wegs  in  die  Drehaxe  hinein.  Dies  gilt  nur  fiir  die  Kompo 
nenten  Jc  und  Yc>  welche  fiir  die  Jdnetischen  Gleichungen  allein  in 
Betracht  kommen.  Ferner  ist  zu  beachten,  dass  die  Komponenten 
Ya,  V6  nicht  als  Diiferentialquotienten  von  E  auftreten  wie  beim 
freien  Korper. 

Der  Vorgang  der  Impulsion  ist  bei  den  vorstehenden  Formeln  so 
gedacht,  dass  der  Geschwindigkeitszustand,  der  durch  die  Grossen  u,  a 
ausgedriickt  ist,  zeitlos  von  u  =  0,  cJ  =  0  ausgehend,  erreicht  wird. 
Ist  der  Anfangszustand  durcb  u  =  it0,  to  =  w°  und  der  Endzustand  der 
Geschwindigkeit  durch  u  —  ul}  to  =  co1  bestimmt,  so  ist  fiir  den  freien 
Fall 

5  =  ^—  P°,   v==  V1—  v° 

zu  nehmen.     Vgl.  Art.  IV  1,  Nr.  41   (A.  Voss}. 

4c.  Impulsgrbssen  fiir  die  Scheibenbewegung  ebener  Zylinder- 
zapfenketten.  Fiir  die  kinematische  Auffassung  des  Geschwindigkeits- 
zustandes  einer  ebenen  Gelenlckette  erscheint  es  vorteilhaft,  die  allgemeine 
Behandlung  voranzustellen,  da  es  leichter  ist,  von  dieser  auf  teilweise 
beschrankte  Systeme  iiberzugehen,  als  von  einem  Sonderfalle  aus- 
gehend  die  etwa  notwendig  werdertde  Verallgemeinerung  vorzunehmen. 
Ausserdem  hat  der  allgemeine  Fall  auch  eine  selbstandige  Bedeutung 
fiir  die  Mechauik  der  gegliederten  Ketten. 

In  Anbetracht  der  geringen  Ausbildung,  welche  der  hier  behan- 
delte  Gegenstand  in  der  Lehrbuchlitteratur  erfahren  hat,  sind  im 
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folgenden    die    Gebrauchsformeln    in    entsprechender    Ausfiihrlichkeit 
mitgeteilt. 

Bei  der  Planbewegung  einer  Kette  stehen  alle  Gelenkaxen  auf 
einer  Ebene  senkrecht,  so  dass  jedes  Glied  im  Sinne  der  Mechanik 
des  einzelnen  starren  Korpers  eine  Planbewegung  ausfiihrt.  Zunachst 
soil  diese  Auffassung  jedoch  auf  die  Scheilenbewegung  beschrankt  sein, 
da  diese  fur  die  Kinetik  der  Kette  ausreicht.  In  Nr.  4-f  wird  dann 

diese  Einschrankung  mit  Bezugnahme  auf 
die  technisch   sehr  wichtigen   kinetostati- 
.     schen  Probleme  aufgehoben. 

Die  Glieder  der  ebenen  Kette  (®!,®2; 
S's)  seien  durch  die  Zylindergelenke  C2,  C& 
miteinander  verbunden  (Fig.  2).  Alle 
Grossen,  welcbe  sich  auf  ein  bestimmtes 
Glied  beziehen,  sind  durch  den  ersten  un- 
teren  arabischen  Zahlindex  als  solche  be- 
zeichnet,  und  das  Moment  von  ,^  ist  auf 
GI  bezogen.  Man  hat  diese  jetzt  -  -  im 
Gegensatz  zum  ganzen  System  —  als  Ele- 

mentargrossen  zu  betrachten.    In  diesem  Sinne  sind  sie  ausserdem  durch 
fette  Kursivtypen  von  den  Systerngrossen,  die  durch  fette  Steilschrift 
bezeichnet  sind,  sofort  kenntlich  gemacht. 
Aus  den  elementaren  Impulsgrossen 


Fig.  2. 


und 


Ps  =  fti[ft' 

F_  rri  ,. 

1 Awl 

TT ff!  — 

*  2  J-^C02 

~WT rwi  — 

'S  J-S^B 


•    *  — 


,u2  (x*  — 


werden  die  folgenden  Eulerschen  Systemgrossen  der  Impulsion  gebildet: 


v  =  ^p  +  y 
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von  denen  die  letzte  dem  Flachenansatz  (Art.  IV  6,  Nr.  29  a  (StdcJcel)) 
entspricht,  wahrend  die  vier  vorangehenden  den  kinetischen  Impuls- 
zustand  des  Systems  bestiminen.  Aus  ihnen  ergiebt  sich  auch  sofort 
die  kinetiscke  Energie  des  Systems  nach  der  Gleichung 

2  E  =  p  ^  +  Y^O!  -f-  Y<2)ra2  +  Y(»)ra3  . 

Nach  Einfuhrung  der  0.  Fischerschen  reduzierten  Scliwerpunlde 
und  Trcigheitsmomente,  (vgl.  Nr.  2)  also  mit  Beriicksichtigung  der  Glei- 
chungen  0*  =  ^  +  f*a  +  J*s): 

/*i  «*  +  (f*g  4-  /*s)  Ct  ,     T;  =  T!  +  (>2  +  ^3)  *!*, 


erhalt  man  die  fundanientalen  Impulsgrosseu  in  einer  iibersichtlichen 
und  gebrauchsfertisen  Form.    Es  wircl 


p  =  ^*  [%  +  »i  <X—  ^?)  +  »2(x;  —  a$  +  w3(x; 

mit  den  Komponenten  nach  dem  ruhenden  Axenkreuz   Ox 


OTP 

P,  =  ^*[%y  +  (x;  -  *?)  »i  +  W  —  «S)  «2  +  W  —  $1  ra,]  =  ^- 

ly 

Weiter  ist 


Hier   bedeutet  ab    den   Skalarwert    der    £-Komponente    des   Moment- 
produktes  ab.     Es  ist  also 


x  —  a^  =   x  -      wly  —  y  —          ,,  usw. 
Ausserdem  hat  man 

xi  —  ^?  =  a^  cos  61  —  bj  sin  6i} 

yi  —  2/5  ==  a^  sin  0t  -{-  bj  cos  6lf  usw. 
und 


e"i  •  xj  —  x\  =  e1  [aj  cos  (02  —  0X)  —  bj  sin  (02  —  0J],  usw. 

zu  setzen,  um  an  Stelle  der  veranderlichen  die  konstanten  Grliedpara- 
meter  einzufuhren. 
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Mit  Benutzung  der  kinetischen  Energie  des  Systems 


2 


';; 


hat  man 

y(i)  =  .?JL       y(2)  =  2E_       Y(S)  _  ^E_ 

2V  aw,'         ~~0w8' 

Endlich  kann  man  fiir  T  noch  den  expliziten  Ausdruck  auf'stellen 
t=        [^Org-x^o)  +  (e.-^-x^)  +  (e^-x^)  +  T;]^ 
+  [q*(^x7^|)  -f  fc-iqpaj!)  +  (^.x^-)  +  T']w, 


wo  ^*  die  Schwerpunktstrecke  0>S*  vom  Anfang  des  ruhenden  Koor- 
dinatensystems  (Oxy)  nach  dem  Gesamtschwerpunkt  S*  der  Kette  be- 
zeichnet. 

Fiir  manche  Anwendungen  (vgl.  z.  B.  Art.  IV  6  Nr.  41  b  (StdcM)) 
ist  es  bei  freien  Ketten  nicht  vorteilhaft,  ul  •  einzufiihren  ,  sondern 
passender  die  Geschwindigkeit  eines  anderen  Gelenkpunktes,  sowie 
die  relativen  Winkelgeschwindigkeiten  o2  —  Kti,  as  —  co2  an  Stelle 
der  absoluten  zu  benutzen.  Auch  die  Beibehaltung  der  reduzierten 
Schwerpunkte  und  Tragheitsmomente  kann  bei  speziellen  kinetischen 
Problemen  der  Maschinenmechanik  unbequem  werden.  In  diesem  P'alle 
setzt  man  die  Werte  dieser  Grossen  ausgedriickt  durch  die  Glied- 
grossen  vor  dem  Gebrauch  der  Impulsformeln  in  dieselben  ein. 

4d.  Die  kinetische  Energie  des  Flachreglers.  Die  Glieder  &1?  ®z, 
®3,  $4  bilden  eine  Plankette  (Fig.  3).  &,  und  ^4  sind  gesondert  um 
die  ruhende  Axe  C:  drehbar.  Mit  Riicksicht  auf  die  technischen  Aus- 
fuhrungen  kann  man  fi3  und  T3  gleich  Null  setzen.  Auch  ^  und  Tt 
sind  kleine  Grossen  ,  so  dass  nur  (is,  T2  und  ^4,  T±  vorwiegende 
rnassengeometrische  Parameter  bleiben. 

Um  die  voile  Allgerneinheit  der  Betrachtung  zu  wahren,  sollen 
jedoch  die  Reduktionen  nicht  gemacht  werden.  Dann  ist  die  'kine 
tische  Energie  des  Systems  (unter  Einfuhrung  des  Vektors  zt'=X(*  —  #9) 
ausgedriickt  durch 


K>2co3  -f 
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Die  Gleichungen  des  geometrischen  Zusammenhanges  sind  (Fig.  4) 

a)  e,  sin  (02  —  0J  +  e,  sin  (03  —  0,)  +  e,  sin  (04  —  0,)  =  0, 

b)  e<  4-  e»  cos  (02  —  0.)  +  e,  cos  (03  -  0X)  +  e4  cos  (04—  0:)  =  0. 

/          1        I  •  \      2  I/          1  O  \      O  J./          i  -±  \      "±  i.  / 

Wahlt    man    0t    und 

04'  =  04  —  Oi   als  Koordi 
naten  der  Kette,  dann  wird 
o4=  «!  -(-  ca4'.  Mit  den  Ab- 
N\         kiirzungen     02  —  61  =  02', 
\      03  —  ^i  ==  #3'  und  den  ent- 
\     sprechenden  fur  die  co  folgt 
I     aus    a)    und    b)    o2  =  ol 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


wo  <?2  =  o>2':  o4'  und  <?3  =  co3':  co4'  bedeutet.  Die  Grossen'  <?27  <?3  sind 
bekannte  Funktionen  der  Koordinaten  6l  und  04'.  Fiir  die  kinetische 
Energie  erhalt  man  also  einen  Ausdruck  von  der  Form 

E  =  ^An(D12+  A1203XC34'4-    1-A22034'2. 

Das  mittlere  Glied  A12  ist  im  allgemeinen  von  Null  verschieden, 
d.  h.  es  kann  nur  fiir  spezielle  Werte  der  Koordinaten  01;  0/  ver- 
schwinden. 

4e.  Anwendung  auf  den  Kurbelmechanismus.  Hier  liegt  eine  ge- 
bundene  dreigliedrige  Kette  mit  einem  Freiheitsgrad  der  Bewegung  vor 


/'/////////// /// /SfTfff 


Fig.  5. 


(vgl.  Fig.  5).  Die  Gleichungen  des  geometrischen  Zusammenhanges  sind 
Uj_  =  0,     ei  sin  0X  +  e2  sin  02  =  0,     03  =  0 . 
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Mit  Beriicksichtigung  dieser  Beziehungen,  aber  mit  Beibehaltung 
von  02,  werden  die  Komponenten  der  Gliedimpulsionen  nach  dem 
ruhenden  Axenkreuz  in  der  bisherigen  Bezeichnungsweise: 

Pi  x  =        -  f*l  W  Sin  ei  +  &f  COS  #l)  Wl  > 
Ply==  ,Ul(a*  COS  #1  ~~    &f  Sin  ^l)03!? 

Pzx  =  —  ^slA03!   Sin   #1  +   («*  Sin  #2  +  &f  COS  ^)08], 
—  603     COS  ^        ~     a      COS  ^    -  ^*   gin  ^C0 


(Pol  C2)   F2,  =  u2q[«f  cos  (02  —  ^)  —  5*  sin  (02  —  OJ]^  +  T2ra,  . 

Zuweilen  braucht  man,  z.  B.  zur  Bestimmung  der  Gelenkreaktionen, 
die  Zerlegung  von  jt>2  nacn  der  Axe  CZCS  der  Lenkstange  und  senk- 
recht  dazu.  Diese  Komponenten  sind 


!h  ei  roi  cos     2  —    i         032  «     • 
In  vielen  Fallen  sind  &*  und  ?>f  sehr  kleine  zu  vernachlassigende 

JL  2  CJ 

Grossen,  und  a*  ist  wegen  der  vorwiegenden  Masse  des  Schwungrades 
von  derselben  Ordnung  klein,  so  dass  die  angegebenen  und  die 
folgenden  Impulsformeln  unter  dieser  Voraussetzung  sehr  einfach 
werden. 

Der    Ausdruck    fiir    die    Impulsresultante    p    ^es    Gelenksystems 

bleibt  gegen  oben  Nr.  4  c  formal  ungeandert.  Man  hat  nur  032  =  ^  -,?-  Oj 
zu  setzen.  Demnach  sind  die  Komponenten  der  Impulsresultante  nach 
dem  ruhenden  Axenkreuz 

Pa,  =  —  /**f~ai  sin  #i  +  l>i  cos  OL  +  tg-0*  (aj  sin  02  +  bj  cos  02)J  w^ 
py  -         a*  [a;  cos  6^  —  l>;  sin  81  +  *|  ^  (aj  cos  02  —  b2  sin  02)]  ^  . 

Infolge  des  geometrischen  Zusammenhangs  verlieren  die  kine- 
tischen  Impulsmomente  T(1)  und  T<2)  ihre  Selbstandigkeit  und  bilden 
das  einzige  Impulsmoment  T*  des  zwanglaufigen  Systems  nach  der 
Relation 

y*  =  y(j)  4- 

Hierin  ist 
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so  dass 

T*  =    T;  +  2^*«,[a;  cos  ($,-  OJ  -  V,  sin  (fl,-  «,)] 


2 

wircl. 

Damit  hat  man  nun  auch  die  Ttinetische  Energie  des  Mechanismus 


oder  wenn  man,  wie  iiblich, 

E  =  £Fraa 
setzt: 

F  =  T;  +  2^*ei[a2'  cos  (02-  OJ  -  b'  sin  (02-  0t)]  ||  +  T'  (||)3. 

Neben  diese  nach  0.  Fischer16)  reduzierte  Form  stellen  wir  noch 
die    urspriingliche    Form,    welche    die    unmittelbaren    Gliedparameter 
enthalt: 
F  =  Zi  +  (^2+  ^)e12+2ei{^[a*GOB(d,-  0,)  -  &*sin(^-^)] 


Das  Gesamtmoment  aller  Massengeschwindigkeiten  der  System- 
punkte  /M>  ewe  durch  den  Wellenmittelpwrikt  C^  gehende  auf  der  Se- 
wegungsebene  senkrecMe  Axe  ist 


Es  bestimmt  unmittelbar  das  betrefifende  Moment  der  Massen- 
wirkung  fiir  eine  Impulsion  des  Mechanismus. 

4f.  Erweiterring  der  liapulsmomente  fiir  die  Planbewegung 
der  Zylinderzapfenkette.  Hier  sind  gegen  friiher  (Nr.  4c)  auch  noch 
die  Momentkomponenten  Vlx)  Vly  usw.,  sowie  die  daraus  abgeleiteten 
Systerngrossen  zu  betrachten.  Die  Punkte  0,  Clf  C2,  C3  konnen  in 
eine  Ebene  gelegt  werden,  d.  h.  wir  konnen  ^  =  0,  z®  =  0  und  #3=0 
setzen.  Ferner  ^*  =  cf  ,  z*  =  eg  ,  z*  =  cf.  Dann  wird  fur  die  freie 


16)  0.  Fischer,   Theoretische  Grundlagen   fiir  eine  Mechanik   der  lebenden 
Korper,  Leipzig  1906,  p.  123—128. 

Encyklop.  d.  math.  "Wissensoh.    IV  1,  n.  26 
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Gelerikkette 


iy+«i  COS0!-  coj  —  I>2yra2, 

^  ei  Sin  #1  '  «>l)  —  I>2*ra2> 

y  +  Ci  cos  #!  •  «!  -f  e2  cos  02  •  ra2)  —  D3y«3, 
PS*  =        Ps  cf  Kx  +  ei  sin  #1  •  <°i  +  £>  sin  6/2  •  co2)  —  D8jeo3  . 

Diese  Elementarformeln  lassen  sich  sofort  auf  den  Kurbelinecha- 
nismus  iibertragen,  indem  man  ulx=  0,  uly=  0,  co3  =  0  setzt.  Nach 
Einfuhrung  der  konstanten  Deviationsmomente  erhalt  man  fur  das 

Kurbelgetriebe  mit  «2  =  ,  g  -  2  ojj  : 

o      1 

Fix=       (Dlasin^—  D]6cos^)a>1; 
Fly  =  —  (Dla  cos  01  +  D16  sin  04)  ra^ 

^*  =  (D2a  Sin  ^2  —  D26  COS  ^)ra2  —  ,U2  61  Cf  COS  ^1  '  ran 

F2y  =  —  (D2a  cos  02  +  D,6  sin  02)a>2  —  ^eic*  sin  #1  '  wn 
FS.J.  =  0,    da  G!  cos  0:  •  GJI  -f-  e2  cos  02  •  «2  =  0  ist  ; 
V*y=     ~  ^sc*  (ei  sin  ^i  '  <°i  +  %  sin  02  •  co2)  =  —  c*_p3x  . 

Hiermit  sind  auch  die  kinetostatischen  Komponenten  des  Total- 
momentes  der  impulsiven  Massenwirkung  T  (in  bezug  auf  den  Pol  C^) 
gegeben,  namlich 

Vx=Vlx+V2x+V3x,    Vy=Fly+FIy+F,,. 

4g.  Impulsgrbssen  fur  die  raumliche  Zylinderzapfenkette. 
Hierhin  gehoren  die  Gyrostatenketten,  der  Zentrifugalregulator,  Rader- 
fahrzeuge,  kurz  alle  diejenigen  Mechauismen  von  mehreren  Graden 
der  Bewegungsfreiheit,  die  sich  nicht  in  das  Schema  der  Planbewegung 
einordnen  lassen.  Da  jedes  Kugelgelenk  in  drei  Zylindergelenke  auf- 
gelost  werdeu  kann,  so  sind  auch  die  raumlichen  Ketten  mit  Kugel- 
gelenkverbindung  hierin  einbegriffen.  In  der  technischen  Literatur  ist 
man  einer  allgemeinen  Auffassung  des  Impulszustandes  solcher  Systeme 
trotz  ihrer  praktischen  Wichtigkeit  meist  aus  dem  Wege  gegangen 
und  hat  sich,  wo  immer  es  erlaubt  zu  sein  schien,  mit  der  Einfuhrung 
von  Ersatzpunkten  beholfen.  Bei  der  heutigen  —  wenn  auch  in  mancher 
Hinsicht  noch  mangelhaften  —  theoretischen  Ausbildung  der  Mechanik 
der  Raumketten  (vgl.  Art.  IV  10,  Nr.  14  (v.  Mises))  ist  ein  solches  Ver- 
fahren  um  so  weniger  gerechtfertigt,  als  bei  dem  zunehmenden  Bestreben, 
die  Geschwindigkeiten  des  Mechanismus  auf  moglichst  hohe  Werte  zu 
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bringen,  die  Fehler,  welche  derartige  willkiirliche  Ersatzverfahren  mit  sich 
bringen,  oft  sehr  grosse,  imkontroUierbare  Betrage  erreichen  konnen. 
An  und  fur  sich  sind  die  weitgehendsten  Vernachlassigungen  bei  der 
Untersuchung  verwickelter  Mechanismen  erlaubt,  sobald  man  die  infolge 
derselben  eintretenden  Fehler  dbschatzen  kann,  und  wenn  der  Nachweis 
erbracht  wird,  dass  dieselben  unter  gewissen  relativ  kleinen  Grenzen 
bleiben.  Diese  Abschatzung  ist  aber  nur  moglich,  wenn  die  strengen 
Formeln  bekannt  sind,  so  dass  sie  mit  den  reduzierten  verglichen 
werden  konnen. 

Bei  der  raurnlichen  Gelenkkette  kommen  zunachst  nur  die  beiden 
Impulsvektoren  fur  das  Glied  ®;  : 

Pi  =  /**[««*  +  o*(af  —  ^)] 


in  Betracht,  da  aus  diesen  die  Systemgrossen 

-----  \-~PV, 


= 

T  *  v-\ 

yw    =  F 

* 


gebildet  werden.    Ist  dies  geschehen,  so    hat   man  fiir  die  kinetisctie 
Energie  der  Kette  den  Ausdruck 

2  E  =  p  uj_  +  V(1)Si  +  V(2)<o2  +  •    •  +  TWS,, 
und  fiir  das  totale  Impulsmoment  (Pol  0): 


Die   kinetische  Energie  kann  auch  unmittelbar  nach  der  Formel 

*=*  l=v 

E  =  y  ^  [it,  u,2  +  2^"^^^X  .  a  i  4-  J^  oj  =  V  ^ 

^=1  ttl 

gebildet  werden. 

0.  Fischer11^  hat  die  kinetische  Energie  einer  zweigliedrigen  raurn- 
lichen  Kugelgelenkkette  aufgestellt,  indem  er  die  Eulerschen  Wiukel 
der  einzelnen  Glieder  als  Koordinaten  verwendet.  Dieses  System  be- 
sitzt  neun  Freiheitsgrade,  da  zu  den  sechs  Positionswinkeln  noch  die 
drei  Koordinaten  #£,  yj,  ^  des  Punktes  Ct  hinzukommen.  Fasst  man 

17)  0.  Fischer,  Theoretische  Grundlagen  fur  eine  Mechanik  der  lebenden 
Korper,  Leipzig  1906,  p.  137  ff. 

26* 
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dasselbe  System  als  Zylindergelenkkette  auf,  so  hat  man  sich  sechs 
Zapfengelenke  vorzustellen,  von  denen  je  drei  aufeinander  senkrecht 
stehen  (Cardanisches  Gelenk)  und  bzw.  durch  die  Drehpunkte  Ct  und  (72 
gehen. 

Um  die  Gelenkreaktionen  des  Mechanismus  bestimmen  zu  konnen 
(vgl.  Nr.  8 a),  miissen  die  p^  und  F";  auf  ein  und  dasselbe,  iibrigens 
beliebig  wahlbare  Axenkreuz  bezogen  werden.  Handelt  es  sich  jedoch 
nur  um  die  Aufstellung  von  E,  so  kann  man  einen  bequemeren  Weg 
einschlagen.  Man  bezieht  nainlich  alle  fiir  E^  in  Betracht  kommen- 
den  Grossen  auf  das  in  dem  Gliede  $A  feste  Axenkreuz  C^abc,  rechnet 

EI  aus  und  bildet  E  = 

Die  grosste  Einfachheit  und  tJbersichtlichkeit  im  Rechuungsgang 
und  in  den  Resultaten  wird  durch  unmittelbare  Einfiihrung  der 
Systemimpulse  p,  yw,  y(2),  .  .  .,  y(v)  in  den  Ausdruck 

2  E  ==  Mjp  +  o^yw  +  «2T(2)  H h  wry(0 

erreicht.  Wir  fiihren  den  Eechnungsgang  fur  eine  dreigliedrige  Zylinder- 
zapfenkette  (v  =  3)  durch.  Wir  setzen  noch  wx  =  0,  dann  ist 


Hier  ist  zur  Abkiirzung  xv  —  a£  =  ~zv  gesetzt. 
Aus  den  Elementarimpulsen 


F2=a2,s*l 

I/'    I*    »H!  i 


bildet  man  die  Systemgross&n, 


und  fiihrt  die  reduzierten  Schwerpunktsstrecken  zj,  zj,  zj  entsprechend 
den  JFVsc^erschen  Relationen    p  =  i  -{-  t  4~  ^3  : 


-     ^2  ,U3     «1  =  /*  ^,       f*f/*»l  —  ^»       ^l'1" 

en. 

G^.  Jaumann11*}  benutzt  zur  weiteren  formalen  Vereinfachung 
das  dyadiscJte  Product  ab,  welches  definiert  ist  durch  die  Glei- 
chung  a(bxj  —  at  x.  Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar 
y.cibx  =  yabx.  Jetzt  ist  Tv=  —  Spvl!^,  der  vollstandig  be- 
stimmte  Ausdruck  fur  die  Trdglieitsdyade  des  Kettengliedes  $,,.  Denn 


17  a)  G.Jaumann,  Grundlagen  der  Bewegungslehre,  Leipzig  1905,  p.  170. 
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aus  der  Zerlegung 

0  —  *!  •  «1  -f-  V  ^  +  *g  •  «8 

folgt 


—  T=       SILZ^-  sl£i 

i  '  fi^fj  -f-  SllZ*Z  •  £2£2  -f- 


Der  Fischerschen  Reduktion  der  Tragheitsmomente  bei  ebenen 
Ketten  entspricht  im  Raum  die  Reduktion  der  Trdgheitsdyaden  in  der 
Form 

-M  (^2~T  Ms)  eiei  ==   •*•!?        -*8  ^Seze2~      -*"2>        -^3==-*-8' 

Dementsprechend  hat  man  fiir  die  Reduktion  der  Komponenten 
die  Beziehungen  fa  +  fit  +  l  -\  -----  h  /*,.  =  .a<ir): 

^«a         Pi+llvC^fft  ~T  O  ~     *i«>       *^ia         .u/  +  llve<6e(c==    ''tat 


Die  Deviationsmomente  bleiben  also  nur  dann  von  der  Reduktion  aus- 
geschlossen,  wenn  die  Verbindungsstrecke  ev  der  beiden  aufeinander- 
folgenden  Bezugspunkte  Cv}  Cv+l  mit  einer  Axe  des  zu  $v  gehorenden 
Koordinatensystems  zusamnienfallt. 

In  dyadischer  Bezeichnungsweise  wird  dann  also 


und  die  kinetische  Energie  der  dreigliedrigen  Zylindergelenkkette  mit 
windschiefen  Zapfenaxen  ergiebt  sich  aus  der  einfachen  Formel18) 

o  ~tf  —       m  •  —      i     —      TTJV  —      i     —       m .  — 


3^3 


-  2  [i  ((D!  •  c,  zj 


Fiir  eine  derartige  Kette  von  beliebig  vielen  Gliedern  hat  die 
kinetische  Energie  eine  ebenso  iibersichtliche  Form,  die  auch  erhalten 
bleibt,  wenn  Kugelgelenke  auftreten.  An  einer  solchen  Stelle  ver- 
schmelzen  drei  aufeinanderfolgende  Zapfengelenke  zu  einem  Kugel- 
gelenk. 

Zur  Auswertung    der  Produkte  y  •  a  b  x    benutzt   man    entweder 


18)  Vgl.  den  entsprechenden  Ausdruck  fur  die  ebene  Gelenkkette  in  Nr.  4c. 
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den  angegebenen  Ausdruck  yd  bx  oder  die  Forinel: 

y  .  ab  x  =  —  yv [(0,6,  +  as&3)  xl  —  a^  xz  —  as\  xs] 

~  2/2  Ka3  &3  +  ai  &l)  #8  —  «S  &2  ^3  —  «1  h  Xi] 

-  2/3  [K&i  +  «A)  #3  —  «A  «i  —  «A  #8]  > 

was  bei  der  Ausfuhrung  der  Tragheitsdyaden  etwas  bequemer  ist. 

Die  WinJcelgeschwindigkeiten  sind  bei  Benutzung  der  relativen  Dreh- 
winkel  6ly  62,  6S  zunachst  dargestellt  durch 


det  , 

1  *    O 


—     I    —     |    d8,  —i, 

=-S 


wo  die  Einheitsstrecken  (vgl.  Nr.  2) 

£2  a  =  cos  yx  •  sx  -f-  sin  ^  cos  0X  •  £  -f-  sin  yl  sin  ^  •  £, 

die  Richtungen  der  relativen  Drehaxen  bestimmen.    Es  wird  also  mit 
Bezug  auf  das  Axenkreuz  Oxyg: 

+  cos  v\  777)  ^  +  sin  ft  cos  ^i  fr* '  \  +  sin  n  sin  0i  ^r  •  «,  • 
rd^  J^  d0g  _         <20g\  .-  _L_  ^;1          ^  fl  do.J    ,    ^    d0s\  _ 


dds 
cos  n        - 


Im  Falle,  dass  mehrere  anfeinanderfolgende  Zapfenaxen  parallel 
werden,  lasst  sich  eine  Vereinfachung  der  Formeln  erreichen,  wenn 
man  die  betreffenden  Drehungen  von  demselben  festen  Azimut  rechnet. 
Dies  ist  in  dein  folgenden  Beispiel  geschehen. 

4h.  Anwendung  auf  den  Muffenregler.  Das  erste  Glied  $x 
hat  die  Winkelgeschwindigkeit  O3t  urn  die  im  Raum  feste  Axe  Oy, 

das  zweite  Glied  ®  besitzt  die 


Fig.  0. 
die    Figur    angiebt.      Es    ist    also 


Winkelgeschwindigkeit  «2'  um 
die  bewegliche  Axe  C2c)  das  dritte 
Glied  die  Winkelgeschwindigkeit 
MS  um  C3c  (vgl.  Fig.  6).  Der 
Muffenkorper  soil  vorlaufig  ver- 

•  nachlassigt  werden,  so  dass  das 
System  zunachst  als  eine  ein- 
seitig  freie  (offene)  Raumkette 
aufgefasst  wird.  Die  Drehwinkel 
01?  02,  63  sind  so  gerechnet,  wie 

w2  =  a>!  +  "2'?    «3  =  »i  +  ^s'    zu 


nehmen.     Mit  diesen  Voraussetzungen  wird 


4h.  Anwendung  auf  den  Muffeuregler. 
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5,  •  T,  «2  =  (T2a  sin2  02  +  2D2c  sin  02  cos  02  +  T26  cos2  02)  n* 
+  2  (D2  6  sin  09  —  A  «  cos  02)  03!  o2'  +  T2  c  co2'2, 

^3  .  ^  «3  =  (T3a  sin2  03  +  2  J>30  sin  6/3  cos  63  +  T36  cos2  03)  V 
+  2(D36  sin  03  —  D3a  cos  03)  ^01,'  +  T3c  o>3'2, 

»!  •  e7Z2  «a  =         ~  6i  (Z2  a  COS  62  +   Z2  6  sin  ^)  ^l2; 

w2  •  e2z3  ra3  =  —  e2  cos  B2(z'Sa  cos  6>8  +  Z36  sin  08)  ra^ 

-  e2  sindjZJjOjfljj' 

-  e2  [zja  cos  (03—  02)  -f  Z3'6  sin  (08—  02)]  O32'cjs', 

w3  •  z^  »!  ==  ^(z^  cos  03  +  z3*6  sin  03)  c^2. 

Hierzu    treten    noch  fiir   die  Reduktion    der  Tragheitsdyaden  die 
Ausdriicke 


Die  Einsetzung  dieser  expliziten  Werte  giebt  die  kinetische  Energie 
der  offenen  dreigliedrigen  Kette  in  der  Form: 


^  COS 


cos  02)(z;a  cos 


3'6  sin  03) 
2'6  cos202 


i  T;a  sin2  03  +  l)2c  sin  03  cos  03  +  %  T36  cos2  08]rais 

[D26  sin  02  —  D2a  cos  02  -f  (1%  sin  02  Z3c]  ^032'  -f  |"T3cc92' 

[D36  sin  03  —  D3  n  cos  B^  C33' 

+   f*  LZ«  COS  (^3—  ^)  +  Z36  Sin  (08  —  ^)]  «2/033' 


Die  Jiinetische  Energie  des  Mujfengliedes  $4  ist     ^ 

Der  geometrische  Zusammenhang  der  Kette  (vgl.     |  $ 
Fig.  7)  liefert  die  beiden  Beziehungen 

1)  e2  sin  02  -f-  ea  sin  #3  +  e±b =  ®> 

2)  e2  cos  02  +  e3  cos  03—  (el  —  e4a)  =  0. 

Gl.  2)  stellt  die  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  0, 
und  03  her,  so  dafi 

dd. 


sm 


-j- 

dr 


n  a  .-. 

sm  0H  -j-2-  =  0 
s  dr 


,'  =  -T2    durch  cj9'=-,-2    auszudriicken  erlaubt. 


Fig.  7. 
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Gl.  1)  liefert 

=  ^46  _  _   /       CQ80dp  +  e    COS03^)  • 
4  at  \  *  *  dr  8  dr) 

Demnach  wird 

E4  =  I  f*4(«8  COS  #2  '  <0s    +  6S  COS  #3  '  G>s')8  +  i  2*46  «12' 

Fiir  die  kinetische  Energie  des  Wattschen  Regulators  hat  man  also 
den  Ausdruck 

E  =  E1+EM+E,'S+E<. 

E2'3    bezieht    sich    auf   den    den    Gliedern   ®2  ,  ®s    korrespondierenden 
Systemteil  $2',  $/  der  anderen  Regulatorseite.     Man  hat 


zu  nehmen. 

Nachdem  der  Winkel  03  in  E  eliminiert  ist  -  -  oder  wenn  die 
Gl.  2)  bei  den  Differentiationen  beriicksichtigt  wird  -  -  erhalt  man  die 
beiden  Impulskomponenten  des  Systems  in  der  Lagrangeschen  Form 

P       _  j??       P          '  |: 

r^"~a«t'   r^~J^f' 

Der  vollstandige  Ausdruck  fur  E  zeigt,  dass  die  Glieder,  welche 
mit  den  Faktoren  ol  a2',  C31  os'  multipliziert  sind,  bei  den  im  Maschinen- 
bau  tiblichen  Ausfiihrungen  fast  iinmer  vernachlassigbare  Grossen  sind. 
AVegen  weiterer  zulassiger  Vereinfachungen  von  E  vgl.  IV  10,  Nr.  15 
(v.  Mises). 

Bringt  man  die  kinetische  Energie  des  Muffenreglers  in  die  Form 

E  ==  i  An  cv  +  A12  Ol  «;  +  -t  A22  <»;*  19), 

so  wird  das  mittlere  Glted 


12  =        26  Sn     2  —       2a  COS 

+      ^o     8111  l/o    /TV  •          f\  Tk  yi    \ 

f"  £  CT  ^6  Sm  03  —  I>3  a  COS  ^s)  • 
es  BUI  as 

Es  verschwindet  also,  wenn  die  massengeometrischen  Grossen 
zjc,  D2a,  Da6,  D3a,  D36  einzeln  verschwinden.  Fur  die  bisher  ublichen 
Ausfiihrungen  kann  man  daher  die  kinetische  Energie  immer  in  der 
charakteristischen  Form 

E  =  £A11<o12 
annehmen. 


19)  Dieser  Ausdruck  ist  in  K.  Heun,  Kinetische  Probleme  der  wissenschal't- 
lichen  Technik,  Jahresb.  d.  deutsch.  Math.  Ver.  9  (1900),  p.  72— 74,  direkt  aus 
der  Formel  fur  den  Kurbelmechanismus  abgeleitet.  Im  iibrigen  gilt  die  Formel 
fur  E  allgemein,  wenn  die  Relativbewegung  eine  ScheiV)enbewegung  ist. 
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5.    Systembeschleunigung. 

Die  Idee,  den  Beschleunigungszustand  auf  Grand  des  Impuls- 
begriffes  als  nachst  hohere  Stufe  aufzufassen,  geht  auf  Galilei,  den 
Schopfer  der  technischen  Mechanik,  zuriick.  In  diesem  Sinne  ist  die 
Beschleunigung  des  materiellen  Punktes  von  Newton  in  seiner  ,;lex 
secunda  motus"  definiert  und  durch  die  Arbeiten  Eulers  (Theoria 
motus)  auf  den  einzelnen  starren  Korper  iibertragen.  Bald  darauf  hat 
Lagrange  den  Gedanken  einer  ziveistufigen  Massenkinematik  des  Systems 
ganz  allgemein  durchgefiihrt.  Auch  in  der  neueren  technischen  Lite- 
ratur  ist  diese  Auffassung  zur  Geltung  gekommen,  wodurch  die 
Schwierigkeit  einer  exakten  Vorstellung  des  Beschleunigungszustandes 
komplizierter  Systeme  wesentlich  vermindert  wurde. 

Die  numerischen  Werte  einer  Punktbeschleunigung  lassen  sich 
immer  aus  dem  bekannten  zeitlichen  Geschwindigkeitsverlauf  mathe- 
matisch  (oder  durch  gleichwertige  mechanische  Hilfsmittel)  ableiten. 

Massenbeschleunigungen  sowohl  in  rein  kinematischer  als  auch 
in  kinetostatischer  Auffassung  werden  nach  dem  Vorgange  J.  Radingers 
noch  vielfach  als  ,,Massenwirkungen"  bezeichnet,  wahrend  die  nega- 
tiven  Werte  derselben  nach  alterem  Sprachgebrauch  ,,Tragheits- 
krafte"  heissen. 

5 a.  Allgemeiner  Beschleunigungszustand  des  starren  Korpers. 
Hier  kann  ebenso  wie  in  Nr.  4  a  wegen  der  allgemeinen  Auffassung 
und  der  Durchfiihrung  im  einzelnen  ganz  auf  Art.  IV  6;  Nr.  29  und 
Nr.  30  (StdckeT)  verwiesen  werden.  Die  nachfolgende  tJbersicht  der 
Gebrauchsformeln  ist  deshalb  auf  das  Notwendigste  beschrankt. 

Zur  Bestimmung  der  Systembeschleunigung  des  starren  Korpers 
hat  man  nach  Art.  IV  6,  Nr.  29 a  die  beiden  EWerschen  Vektoren,  d.  h. 
die  Beschleunigungsrestdtante 


und  das  Beschleunigungsmoment 

Q    7—   — oT~    -  w  __  d^ 

jj  LL  \JjC  ~~~~~  Ou    )  iV  ff    — -      j  -  — T —  tt<  Jj  . 

tt-'T 

w  =  -j—  ist  die  Punktbeschleunigung.     Durch  Einsetzen   der  Impuls- 
vektoren  p  und  Y  ergeben  sich  die  iibersichtlichen  Ausdrucke 

*du    . 
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Wir  bezeichnen  im  folgenden  die  Koordinatenstrecke  des  Schwer- 
punktes  x*  —  XQ  mit  a*  und  benutzen  das  Differentialsymbol  d*  in 
dem  in  Art.  IV  6,  p.  573  (StackeT]  angegebenen  Sinne.  Dann  ist 


du        ,     d*ii       doa(x*  —  a;0)  _    — / ^.T    .    - — ^ 

dr  dr  }  dr 

dJ  _     -   ,     .    d*3 

dr  *     dr 

(b  =  -^-  bedeutet  die  Winkelbeschleunigung  des  Korpers  nach  GroBe 

und  Richtung. 

Fiir  die  Vorstellung  des  Beschleunigungszustandes  (q,  W)  sind 
also  in  der  Eulerschen  Auffassung  vier  Vektoren  in  ihrem  Zeitverlauf 
zu  verfolgen,  namlich 

1)  [i*-,     die  Beschleunigung  des  Bezugspunktes  C, 

xdco(x*  —  x°)   die    Beschleunigung    des    Schwerpunktes   S   fiir 
dr          seine  Relativbewegung  um  C, 

3)  -r-  die  Anderungsgeschwindigkeit  des  Drehungsimpulses, 

^  du  das  Moment  der  Beschleunigung    ,    des  Schwer- 

A   \       1 1  v  ( /V»* T®  \    'dt 

)       \  \.  ~  )    fl  y^ 

punktes  S  in  bezug  auf  den  Pol  C. 

Das  Glied  n  =  fi*o  (a?  a*)  ist  die  Normalbeschleuuigung  des 
Schwerpunktes  fiir  seine  Bewegung  um  die  inomentaiie  Drehaxe. 
G-.  Koenigs90)  benutzt  zur  Darstellung  der  Komponenteu  dieses  Vektors 
die  Funktion 

d.  h. 

und  erhalt 


Man  hat  jetzt   fiir  die  Besdileunigungskomponenten  nach  dem  zu- 
ndchst  im  Korper  ruhend  angenommenen  Axenkreuz  Cabc  die  Ausdriicke 

^./dca,,     j.        dco,. 

-f 


qc  = 


aT,*  ^a)(.'  ^*\ 

6*-  -  -dr  a*) 


20)  G1.  Koenigs,  Le90us  de  cinematique,  Paris  1897,  p.  131. 
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und 


In  der  von  Lagrange  gegebenen  quasi-energetischen  Form  lauten 
diese  Eulerschen  Besclileunigungskomponenten  (vgl.  Art.  IV  6,  Nr.  29  a): 


T         Q  1?  Q  T1  3  "I?  £i  t1  ^  T? 

Ct^/lJi  £/  Jj  C'Jji  £7  JLJ  c/  J-J 

w       d  as*  ,      _a_E°  _       dj^  ,      J?E_        M. 

Weun  das  Axenlweuz  Cabc  im  Korper  nicht  fest,  sondern  inner- 
halb  desselben  eine  bestimmte  Translations-  und  Rotationsbewegung 
besitzt,  so  kann  man  die  Komponenten  q  und  W  in  sehr  einfacher 
Weise  auf  dieses  bewegliche  Axenkreuz  (vgl.  Art.  IV  6,  p.  588  und  653) 
beziehen.  Es  seien  u'a,  ub',  uc'  die  Komponenten  der  absoluten  Gre- 
schwindigkeit  u  des  Bezugspunktes  Cr  und  ua,  ub,  uc  die  Kompo 
nenten  der  Geschwindigkeit  u  desjenigen  Systempunktes,  welcher 
momentan  mit  C'  zusammenfallt.  Ferner  seien  to^,  cab,  coc'  die  Kom 
ponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  to'  des  rechtwinkligen  Axen- 
kreuzes  Cubo  und  oa,  to6,  03C7  wie  bisher,  die  Komponenten  der  Winkel 
geschwindigkeit  des  Korpers.  Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man 
fur  die  Komponenten  der  beiden  Eulerschen  Besclileunigungsvektoren  im 
beweglichen  Axenkreuz  die  folgenden  Ausdrucke  in  der  quasi-energeti 
schen  Form: 

:t        d  "I?  QT  Cl  1? 

«      GKt       j  /  Oft  r    V Xi 

CL  ===  1       ~^~       — |—  O^  ~F^    :  C3A    rfTT"  , 
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w          d    aE  ,  aE  ,  aE  ,  aE  ,  aE 

W.==  j—  «  ---  h  coA  -^  ---  c3/-  o       +  uh  "d  —  —  w<-   s  —  > 
a         dr  8<aa    '        *  a«c  c  gro6     ]        *   ?MC  c    a«6  ' 

w  _       d     gE  ,  aE  '  2E.         ,  aE  '  ^1. 

n*  —  dr  d«,6  ~i  ra<  a  »~     ro«  a»c  "1  M«  a«a     M«  a«c  » 
w      d  aE        ,  aE        ,  aE        ,  as        ,  aE 

V\  ,  =   %—         --  h   03  -  GK    0          +   W.,  -    ----   «tA   -5  -- 

dr  atoc  n     a  cwb       b  da>a  '    c  a«6       *  at*0 

Selbstverstandlich  sind  bei  dieser  Auffassung  die  Schwerpunkts- 
koordinaten  a*,  6*,  c*  sowie  die  Tragheits-  und  Deviationsmomente 
nicht  mehr  konstante  Korperparameter.  A  her  trotzdem  hat  dieselbe  fiir 
manche  Untersuchungen  gewisse  Vorteile,  wie  H.  Resalsi\  E.J.Routh**) 
und  P.  Appell^}  gezeigt  haben. 

Eine  iibersichtlichere  Darstellung  giebt  die  vektorielle  Schreibtveise 


5b.  Beschleunigung  bei  der  Planbewegung  des  starren 
Korpers.  Als  Bewegungsebene  wahlen  wir  wieder  die  Koordinaten- 
ebene  0^  und  nehmen  die  Drehaxe  darauf  senkrecht  an.  Es  ist 

xy 

also  t\z  =  0  und  W^,  Wy  haben  lediglich  kinetostatische  Bedeutung. 
Ohne  Beschrankung  der  allgemeinen  Giiltigkeit  kann  man  ^°  =  0 
setzen.  Fur  das  raumfeste  Axenkreuz  Oxyt  sind  die  Komponenten  der 
beiden  Beschleunigungsvektoren 


*  {dux         orfw         *    g\         ^  ^^ 
CL*=/*  (-j       —y\i    —  #*or    =-T 

\  dr         ^    dr  J         dr  dux 

duv    .      <.d(o          •!•     »\          d  c  E 

j-ar-j  --  y  *co  n  =  -,-  Q 

r  dr         J         I         dr  cu 


f/  ,       , 

dr  y  dr 

V?  =       ^*^*rf^  _  I)   ^w  _  D   •  w2, 

dr  *  dr  y 

W^.1  pduy          *dux\     i     m^00           ^    ^^ 
.  =       tt'iar-T2  -  v*^,      4-  Tj—  —  ^-  ^ 

\       dr         J     dr  J  dr          dr    dot 

Hierzu  treten  noch  die  Beziehungen 

a*  =  a*  cos  B  —  &*  sin  B, 
y*  =  a*  sin  B  -J-  6*  cos  B 


21)  Vgl.  bei  P.Appell,  Traitg   de  m^canique  generale,   2.  e"d.,  Paris  1902, 
Bd.  1,  2. 

22)  J?.  /.  Routh,  Advanced  rigid  dynamics,  4.  ed.,  London  1884,  1.  Kapitel. 

23)  P.  Appell,    Mouvements    de    roulement,    Paris   1899,    p.  12;    vgl.   auch 
P.  Appell,  Traite  de  mecanique,  2.  ed.  Paris  1904,  Bd.  2,  p.  12  und  den  Ansatz  bei 
H.  B.  Hayward,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  10  (1858)  [1856],  p.  1. 
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und 

Dx  =       Da  cos  6  -\-  D6  sin  6, 

D   =  —  D    sin  6  -f-  D6  cos  ^. 

Die  Zerlegung  nach  dem  Uweglichen  Axenkreuz  Cabe  gibt  die  Kom- 
ponenten 


-t-c          ,.,.     2  d 

fl*        -  &    ffl      =     ~ 


und 


*  Ausschluft  der  Translationsbeivegung,  also  fur  wa=  0,  w6=  0, 
hat  man  fur  <fte  aw/"  ^as  Lager  ubertragene  Massenwirkung  die  wich- 


tigen  Formeln 
q.  -*• 


Sie  zeigen  deutlich  den  Einfluss  der  Exzentrizitat  (05)  auf  den  Lager- 
druck  und  der  Deviationsmomente  auf  das  verdrehende  Paar  der  Trag- 
heitskrafte. 

5c.  Planbewegung  der  Gelenkkette  mit  Anwendung  auf  den 
Kurbelmechanismus.  Der  Ubergang  von  der  Impulsstufe  zur  Be- 
schleunigungsstufe  einer  Jreien  dreigliedrigen  Kette,  welche  durch  die 
Vektoren  q,  W^>,  W'W,  W^  bestimmt  1st,  erfolgt  nach  den  Gleichungen 


Hierin  bedeuten  qlfqtf  qz  die  BescMeunigungsresultanten  der  Ketten- 
glieder  ^\  ®&,  ^(8)  und  W^\  W<?\  W^  die  Beschleunigungsmomente 
dieser  Glieder  lezogen  auf  die  Gelenltpunlde  Clt  C2,  C3.  Es  ist  also 


wo  %  die  Geschwindigkeit  des  Bezugspunktes  C^  bedeutet. 
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Daneben  stellen  wir  nocb  mit  Riicksicht  auf  den  Flachenansatz 
die  Systemgrosse 

Spi  X1C01  -\-  Stl2  ZjWg  -f  S[ls  tfgCOg  =  W, 

also   das  Totalmoment  allcr  Massenbeschleunigungen  in  beizug  auf  den 
festen  Raumpunkt  0.     Der  ausgefiibrte  Wert  von  W  ist 

W  =  x/q  +  W«  +  Wto  +  WO. 
Fur  die  einseitig  befestigte  Kette  (x^  =  0)  wird 

W  =  ww  -f  W<2)  +  W'3), 

und  diese  Grosse  bestimmt  zusammen  mit  q  die  totale  Massenwirkung 
auf  das  Fundament. 

Mit  Benutzung  der  Fischer  schen  Reduktionselemente  lassen  sich 
die  expliziten  Formen  fur  die  Systemgrossen  des  Beschleunigungszustandes 
der  freien  dreigliedrigen,  ebenen  Gelenkkette  in  eine  sehr  iibersichtliche 
Form  bringen.  Es  wird 


=  ^       +  ^<X-*)  4-    (5)  +    W 


;^  +  ^(^  •  x-  -  ^)  A,  +  .u 


4)  of  —  j^*  %  (K's  — 


'I, 


=  ,<**(Xs  — ' 


Die  Bedeutung  der  vektoriellen  Abkiirzungen  ist  dieselbe  wie  in  Nr.  4c. 
Ausserdem  wurde  noch  - ,  l-  =  u±  und  -3--  =  c?;  gesetzt. 

Die  obenstebenden  Komponenten  konnen  aucb  unmittelbar  aus 
der  kinetischen  Energie  E  des  Systems  gewonnen  werden  nach  den 
Lagrangeschen  Gleicbungen 

d  /^E\_ai_W(i)    A^E\_^1=W(2)      d  /aE\_aE=W(3) 
drVaco^       8^        "*    >  dr  \drnj       80,        "'    >   dr\dett/       dds 

Hiernacb  ist  auch 

d 
und     «r-37 

Bei  raumlicben  Ketten  bestebt  diese  Ubereinstimmung  der  Lagrange- 
schen  Komponenten  mit  den  Komponenten  der  .EwZerschen  Vektoren 
q,  W(x)  im  allgemeinen  nicht. 
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Der  Einblick  in  den  Beschleunigung  szustand  des  Kurbelmechanismus 
(Fig.  8),  dessen  Elemente  eine  allgeuieine  Planbewegung  ausfiihren,  lasst 
sicb  nur  durcb  Verfolgung  aller  derjenigen  Yektoren  erreichen,  die  fur 
den  kinetiscben  und  den  kinetostatiscben  Prozess  in  Betracbt  kommen. 

Dies  sind  zunachst  die  Besclileunigungsresultanten  der  einzelnen 
Glieder  ®t  (rotierender  Korper),  ®2  (Lenkstange),  $8  (Kreuzkopf, 
Kolbenstange  und  Kolben)  nacb  den  Axen  Cx  und  Cy  zerlegt: 


=  —  ^  fo  (a*  sin 
=        ft  [a»i(af  cos 

=  —  ^2  [A  ei  sin 

-  ^  [a»f  ej  cos 

==       ^2  [®i  ei  cos  0 

-  o>*  e  sin  0 


+  &*  cos  ^)  +  a»*  (a*  cos  6,  —  Zf  sin  0J] 
—  6*  sin  OJ  +  ^  (a*  sin  6,  +  fefcos^)] 

+  «a(af  sin  ^2  +  &*  cos  ^2)] 
+  to*  (a*  cos  02  —  6*  sin  02)]7 

+  "2  (a*  cos  e2  —  &f  sin  ^2)] 
+  o|(a*  sin  02  +  6*  cos  0,)], 

+  "2  62  Sm  08)  —  ^(^l6!  COS  01  +  O*!^  COS 


fr     a 

J".  Eadinger™}   setzt  a^  =  0,   das  Verhaltnis   des  Kurbelarms  zur 
e2  ==  £  und  nimmt  wegen   der  geometrischen  Be- 
e    sin      =        anenabert    w   =  —  £  cos 


=  0    angenabert    w2  =  — 
3  ex  (cos  6  -{-  «  c 


Lenkstangenaxe 
dingung  et  sin 
so  dass 


wird.  Uber  die  weiteren  in  der  tecbnischen  Literatur  gebraucblichen 
Naberungswerte  der  Komponenten  q^  und  q2  ist  in  Artikel  IY 10, 
Nr.  9,  11  (v.  Mises)  berichtet. 

Das  Besclileunigungsmoment  W^  des  rotierenden  Korpers  ^  hat  die 
Komponenten 


1  ^  =  (A  a  Sin  01  - 


6 


COS 


(A  a  COS  01  +  A 


Die  entsprechenden  Grossen  fur  die  Lenkstange 
V^x=       (J>2 a  sin  02  —  J)26  cos  08) ob2  - 


(J>8a  sin  02  —  D26  cos  02)co2 
T2«2  +  ^2  ^  [of  sin  (0,  —  0t 


sind 

Cf  COS  01  '  ®1 

c*  sin  6>x  •  <o 
^  cf  sin  ^  •  ^ 
&i  c*  cos  0t  •  a?^ 
f  cos  (0,  —  0, 


+  ^  e,  [a*  cos  (0,  —  00  —  &*  sin  (02  —  0t)]  ^  . 

24)  J.  Radinger,  tJber  Dampfmaschinen  mit  hoher  Kolbengeschwindigkeit, 
Wien  1870;  3.  Aufl.  Wien  1892. 
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Fur  den  rein  translatorischen  Maschinenteil  $3  ist 

W5x  =  0,     WZs  =  0     und      WSy=      -c*q3l. 
Die  kinetischen  Beschleunigungsmomente  des  Systems 

w,o>  =  T;  ^  +  ffr  x2-  -  **)«,,  -  ^(x;  _4)  «22, 
w.w  =  T;  a2  +  ^  x;  -  ^  -  ^e^y-^o)  Ol" 

verlieren  wegen  des  geometrischen  Zusammenhanges 
el  sin  0j  +  e2  sin  02  =  0 

des   speziellen   Systems   ihre    Selbstandigkeit    und    geben    das    einzige 
Jcinetische  Beschleunigungsmoment  des  Kurbelmechanismus 

W*  _  W  (1)     I      %^«    W  (2)  —      — 

r'tge,  n*      ~dr 
oder 

W?  «  {  T;  +  tu*  Cl  ^  ^  [a;  cos  (02  -  ^)  -  b;  sin  (d,  -  ^)]  }  A, 


-  ^*et  [a2'  sin  (0S  —  0X)  +  fo2'  cos 
Hierin  ist  noch 

tff  0»  T       cb.          co,  ca, 

co,  =  7?  -=.  oi,      und  -1-  =    . 


-.    ,  --         . 

tg  6l  ojj          a?!          sm  2  04         sin  -2  0t 

infolge  des  geometrischen  Zusammenhangs  zu  nehmen.  Statt  der 
letzten  Beziehung  zwischen  den  Winkelbeschleunigungen  ^  uud  o>2 
kann  man  auch  die  folgende  (qSy  =  0)  benutzen: 

coi  e±  cos  01  -j-  o>2  e2  cos  ^2  =  (Oj2^  sin  6l  -f-  co22e2  sin  02. 
Die  Komponenten  des  Momentes  der  totalen  Massenwirkung  sind 


Wenn  der  Schwerpunkt  S*  wahrend  der  Bewegung  des  Kurbel 
mechanismus   in  Ruhe   bleibt,    so   verschwindet    die   Gesamtresultante 

rf*x* 
der  Massenwirkung  q  =  u*  -J~T-    Nun  ist25)  nach  Nr.  2  (vgl.  Fig.  8) 


Der   Schwerpunktsvektor  x*    bleibt   also   nach   Grosse    und  Richtung 
unverandert,    wenn    a^  =  0,    S2  =  0  wird,  d.  h.   wenn  der  reduzierte 


25)  Man  kann  hier  unter  ai  =  xi,  aj  =  xj  —  x\,  aj  =  xj  —  xs  ihre  Projek- 
tionen  auf  die  Bewegungsebene  c*  =  0  verstehen. 
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Schwerpunkt  (Hauptpunkt)  von  ^  nach  Cl  mid  derjenige  von  $2 
nach  C.2  fallt,  da  aj  konstant  1st.  Diese  Formulierung  der  Bedingung 
fiir  das  Verschwinden  der  Resultante  der  gesamten  Massenwirkung26) 
wurde  von  O.Fischer21)  gegeben  und  im  einzelnen  interpretiert. 


Fig.  8. 


Die  Festsetzungen  Dla  =  0,  Dlt>  =  0,  Z>2a  =  0,  1>86  =  0, 
c*  =  0,  c*  =  0  bringen  die  Momentkomponenten  W^  und  W  der 
totalen  Massenwirkung  des  Kurbelmechanismus  zum  Verschwinden. 
Hierbei  ist  die  Bewegungsebene  wie  bisher  durch  c*  =  0  bestimmt. 

Bemerkt  sei  noch,  dass  die  baryzentrische  Bedingung  aj  =  0  fiir 
die  dritte  Komponente  Wz  auf  den  einfachen  Ausdruck 

fiihrt,    der   bei   der  Beurteilung   der  Massenwirkung  von  Lokomotiv- 
maschinen  in  Betracht  kommen  kann. 

5d.  Das  Rollproblem  des  einzelnen  starren  Korpers  als  Bei- 
spiel  eines  nichtholonomen  Systems.  In  der  historischen  Entwicklung 
der  Mechanik  ist  der  spezifisch  kinematische  Gesichtspunkt  bei  der 
Durchfiihrung  nichtholonomer  Probleme  erst  verhaltnismassig  spat  zum 
Ausdruck  gekommen.  Eine  Darstellung  dieser  Entwicklung  ist  in 
Art.  IV  1,  Nr.  38  (Fo/3)  gegeben.  Weitere  methodische  Ausfiihrungen 
findet  man  in  Art.  IV  6,  Nr.  31  und  38  (StacfaT). 

Da  fiir  technische  Anwendungen  eine  genaue  Kenntnis  der  Einzel- 
heiten  des  Rechnungsverfahrens  notwendig  erscheint,  so  sollen  im  vor- 
liegenden  Referate  die  beiden  wichtigsten  kinematischen  Methoden  in 
bestimmter  Gebrauchsform  dargestellt  werden.  Die  eine  dieser  Methoden 
ist  im  wesentlichen  eine  Erweiterung  der  Lagrangeschen  Gleichungen, 
sie  bezweckt  die  Aufstellung  von  erweiterten  Lagrangeschen  System- 
grossen,  denen  aber  nicht  mehr  die  urspriingliche  rein  energetische 
Form  eigen  ist.  Wir  wollen  sie  daher  quasi-energetische  Formen  nennen. 


26)  In   der  technischen  Literatur  ist  diese  Bediugung  uud  ihre  Folgerungen 
lange   bekannt.    Vgl.  A.  Yvon  Villarceau,  Theorie   de  la  stabilite   des  machines 
locomotives  en  mouvement,  Paris  1852,  p.  75. 

27)  0.  Fischer,  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  446. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  u.  27 
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G.  Hamel  bezeiclinet  sie  als  Layrange-Eulersche  Systemgrossen.  Hier- 
iiber  wird  weiter  unter  berichtet  (vgl.  Nr.  14  c). 

Neben  dieser  Methode  giebt  es  noch  eine  andere  —  naherliegende  — 
die  ihren  Ausgangspunkt  uninittelbar  von  den  Eulerschen  Ausdriicken 
fiir  die  Vektoren  der  Beschleunigung  eines  einzelnen  starren  Korpers 
oder  einer  Kette  solcher  nimmt.  Sie  ist  in  bezug  auf  Durchsichtigkeit 
und  narnentlich  graphische  Verwertung  der  vorerwahnten  vielleicht 
iiberlegen.  Ihre  Grundziige  sollen  hier  nur  fiir  das  Rollproblem  des 
einzelnen  starren  Korpers  dargestellt  werden.  Wegen  der  allgeraeinen 
Auffassung  sei  auf  IV  6,  Nr.  31  c  (Stcicltel)  hinge  wiesen. 

Die  Punkte  der  Tragflache  und  des  rollenden  Korpers  ($)  werden 
auf  ein  ruhendes  Axenkreuz  Oxyz  bezogen,  wie  in  Nr.  4,  und  die 
Koordinaten  des  Beriihrungspunktes  (A'~)  seien  x',  y,  z  (sein  Orts- 
vektor  x'\  Wie  dort,  werde  fiir  einen  beliebigeu  Punkt  von  ®  in- 
bezug  auf  den  Rotationspunkt  (C)  x  —  XQ  =  a  gesetzt.  Damit  Rollen 
moglich  ist;  muss  die  Fiihrungsgeschwindigkeit  des  Beriihrungspunktes 
verschwinden  ,  d.  h.  es  muss  u-\-aa'=0  sein.  Dies  ist  die  nicht- 
holonome  Bedingung.  Fiihrt  man  sie  direkt  in  den  allgemeinen  Aus- 
druck  fur  das  Impulsmoment 

Y  =  ft*a*w  -f-  J 
ein,  so  erhalt  man 

V==  J  —  ^*o*((oa') 

oder7  indem  man  den  Momentpol  in  den  Beriihrungspunkt  legt  und 
die  entsprechenden  Mornente  mit  einem  Index  (')  versieht.  ergiebt  sich 


Y'  =  J  —  ft*  [a*(o>a')  +  a'(<oa*)  —  a'(coa')] 

nach  dem  bekannten  Verfahren  der  Polverlegung28).  Mit  Benutzung 
der  Dyadenbezeichnung  (Nr.  4g)  wird 

V  '  =  [T  +  ti*(a*~a'+  a  a*  —  77}]  ra  , 

wo  T  die  symmetrische  Tragheitsdyade  von  ^  bezeichnet.  Schreibt 
man  diesen  Ausdruck  in  der  Form 

Y'  =  I'co, 

so  kann  man  B/  einfach  als  Holldyade  bezeichnen  und  erkennt,  dass 
dieselbe  nicht  mehr  wie  die  urspriingliche  Tragheitsdyade  konstant  ist. 
Nun  ist  -  -  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnuug  -  -  das  Mo 
ment  der  Beschleunigung  fiir  den  Beriihrungspunkt 

W'=  W—  a'q, 


28)  Es  ist  T'  =  Y  —  a  p      und      p  =  fi*  oo(a*  —  a') . 


5d.  Das  Rollproblem  d.  einzelnen  starren  Korpers  (nichtholonomes  System).     4Q7 
wo  (vgl.  Nr.  5  a) 

zu  nehmen  ist. 

Die  Gleichung  der  Tragflache  in  Parameterform  sei 


bezogen  auf  Oxyt,  diejenige  der  Oberflache  des  Rollkorpers 

r->'(*/,  *„), 

bezogen  auf  das  in  $  feste  Axenkreuz  Cabc.    Hieraus  folgen   die  De- 
finitionen  der  Begleitstrecken  (vgl.  Nr.  11) 

dx'         -  ,         da'          7,         da'  , 


_  - 

~ 


fur  beide  Flachen.    Die  geometrischen  Bedingungen  des  Rollens  lassen 
sich  jetzt  in  die  Form  bringen: 


(gemeinsame  Normale)  und  als  Koordinaten  von  ^  konnen  die  Grossen 
ein  Winkel  ^    bestimmt    durch    die   Beziehun 


c)  tg»  - 

elfl 

gewalilt  werden.  Die  Koordinaten  x  —  x°,  y  —  y°}  z  —  ^°  sind  zu- 
nachst  durch  a',  V,  c  und  die  Eulerschen  Winkel  (Nr.  2),  welche  wir 
hier  mit  a,  /3;  y,  bezeichnen  wollen,  ausgedriickt,  nach  den  Gleichungen 
b)  und  c)  aber  als  Funktionen  der  5  Koordinaten  <plf  qoa,  ^  ^  ^ 
darstellbar.  Nun  fiihrt  man  ein  drittes  Axenkreuz  ein,  dessen  Anfang 
im  Beriihrungspunkt  A  liegt  und  dessen  Strahlen  durch  die  Strecken 
fj,  sff  und  s  bestimmt  sind.  Es  sei  durch  das  Symbol  Aj,u,m,  yon 
den  beiden  ersten  unterschieden.  Dieses  dritte  Axenkreuz  ist  weder 
im  rollenden  Korper  fest  noch  im  Raume  0  .  In  bezug  auf  diesen 

besitzt  es   eine   Translationsgeschwindigkeit  -,X  =  u    und  eine  Dreh- 

dt 

geschwindigkeit  ra',  welche  leicht  ausdriickbar  ist.  Man  hat  nun  die 
Beziehungen 


=  f',4; 


und  folgert  daraus 


27 
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wo  noch 


p  =  p*^(fl*~  a),  M'p  =  ^//'[^K—  a')]  +  ^*^/;/[o(a*—  a')] 
zu  nehmen  1st. 

Hiermit  ist  der  Vektor  des  Momentes  der  Rollbeschleunigung  fur 
den  Beriihrungspunkt  (A')  als  Pol  explizit  ausgedriickt,  und  zwar  gauz 
im  Sinne  der  Eulerschen  Kinematik  des  starren  Korpers. 

6.    Statische  Kraftereduktionen. 

Das  System,  an  dem  die  Kraftereduktiou  ausgefiihrt  wird,  kaun 
mit  Riicksicht  auf  die  Falle,  welche  in  den  Anwendungen  am  hiiufig- 
sten  vorkommen,  sein 

1.  ein  gebundenes  System  diskreter  Punkte   in  endlicher  Anzahl, 
wie   es    durch    zweckinaBige   Idealisierung    von    meistens    gegliederten 
Systemen  entsteht; 

2.  ein  starrer  Korper  als  Glied  eines  allgemeinen  Systems; 

3.  eine  Korperkette  aus   starren   Grliedern  von  endliclien  Dimen- 
sionen; 

4.  ein  lineares,  flachenartiges  oder  raumlicnes  Continuum,  soweit 
es  sich  mit  den  Hilfsmitteln  der  Stereomechanik  bebandeln  laBt. 

Es  sind  hierbei  erstens  innere  und  duftere  Krafte,  zweitens  Volutn- 
und  Flachenkrafte  29)  ,  drittens  eingeprdgte  und  Reaktionskrafte  sorg- 
faltig  zu  unterscheiden.  Dies  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn  der 
Systembegriif  (vollstandiges  System  und  Teilsyst^m)  folgerichtig  im 
Auge  bebalten  wird,  wie  dies  scbon  in  der  Kinematik  notwendig  ist. 
Der  Auffassung  der  materiellen  Systeme  geht  dann  die  Auffassung 
der  dynamischen  Gebilde  (Resultante,  Moment,  Kraftkreuz,  Lagrangesche 
Krafte  usw.)  vollstiindig  parallel.  In  der  Entwicklung  der  Statik  haben 
sicb  zwei  Arbeitsweisen  selbstandige  Bedeutung  verschafft:  die  altere 
lost  sich  von  der  Auffassung  des  starren  Korpers  prinzipiell  nicht 
los,  benutzt  also  bestandig  die  elementaren  Hilfsmittel  der  Stereo- 
statik  und  fiihrt  dementsprechend  auf  Gleicligewicldsbedingunyen  in 
vektorieller  Form,  die  neuere  benutzt  von  vornherein  die  Vorstellung 
allgemeiner,  skalarer  Positionskoordinaten  in  Verbindung  mit  dem 
dynamischen  Arbeitsbegriff  und  fiihrt  demgemass  auf  Gleichgewiclits- 
bedingungen  in  skalarer  Form.  Diese  Unterscheidung  tritt  schon  in 
der  Kinematik  (vgl.  Nr.  5  a)  auf,  hat  aber  fur  die  Dynamik  eine  noch 
einschneidendere  Bedeutung.  Wir  wollen  die  genannten  Methoden- 


29)  In  der  Punktrnechanik  fallt   die  TJnterscheidung  zwischen  Volum-  und 
Flachenkraften  selbstverstiindlich  aus. 
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gruppen30)  kurz  als  Eulersche  und  Layranyesche  bezeichnen,  ohne 
dabei  diese  Namen  mit  dem  Ursprung  und  der  Entwicklung  der  ein- 
zelnen  Ansatze  in  Verbindung  bringen. 

6  a.    Die  Gleichgewichtsbedingungen  in  Eulerscher  Form.    Ein 

gebundener  PunJct  wird  frei  gemacht,  indem  man  die  Punktreaktion  (r) 
zu  der  eingepragten  Resultantkraft  (&)  geometrisch  addiert.  Die  Gleich- 
gewichtsbedingung  ist  also  k  -{-  r  =  0.  Wird  mit  den  eingepragten 
Kraften  k  irgendeine  statische  Reduktion  ausgefuhrt,  so  ist  damit 
auch  die  entsprechende  Reduktion  fur  —  r  gegeben. 

Von  den  sechs  Freiheitsgraden  eines  freien  starren  Korpers  kann 
eine  beliebige  Anzahl  durch  Beschrankung  der  Freiheit  ausfallen.  In 
welchem  Zusammenhang  der  Korper  ($)  mit  anderen  stehen  mag, 
immer  wird  fur  den  Fall  des  Gleichgewichts  (ohne  Reibung) 

k  -{-  f  =  0,         M  -f  R  =  0 

sein,  wo  k  und  M  Resultante  und  Moment  der  eingepragten  Krafte, 
r  und  B  die  entsprechenden  Reaktionsgrossen  bedeuten.  Besitzt  der 
gebundene  Korper  $  noch  v  Freiheitsgrade,  so  mu6  zwischen  r  und 
R  eine  Beziehung  f(f}  R)  =  0  bestehen,  welche  v  skalaren  Glei- 
chungen  entspricht.  Als  Beispiel  diene  das  Reaktionssystem  an  einer 
Sckraubenpresse.  Die  Axe  der  Schraubenspindel  mit  der  Ganghohe  h 
sei  durch  den  Einheitsvektor  ??  festgelegt.  Ohne  Einschrankung  der 
eingepragten  Krafte  ist  die  Gleichgewichtsbedingung  (ohne  Reibung) 
Ak^  -j-  2jcM^  =  0,  und  die  einzige  Beziehuug  zwischen  den  Reaktions- 
komponenten  lautet  hrz  -\-  2rt~R2=  0,  wenn  nach  einem  raumfesten 
Axenkreuz  Oxyz  zerlegt  wird. 

Wir  nennen  die  Yektoren  r  und  R  .EWersche  oder  absolute 
Reaktionen.  Diese  Benennung  soil  auch  beibehalten  werden,  wenn  r 
die  Resultante  von  zwei  oder  mehr  PunktreaJctionen  ist,  wie  es  die 
Auffassung  der  Gelenkreaktionen  in  der  Statik  der  Korperketten  ver- 
langt  (vgl.  Nr.  8  a). 

Die  Gleichgewichtslagen  eines  von  drei  ruhenden  Flachen  ge- 
stiitzten  starren  Korpers  unter  dem  EinfluB  der  Reibung  sind  von 
J.  H.  Jellet31)  behandelt.  Die  Durchfiihrung  entspricht  jedoch  uicht 
vollstandig  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 


30)  Diese  wesentliche  Unterscheidung  und  eine   gleiche  Benennung  findet 
man  bei  F.  Klein  u.  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Heft  1,  Leipzig  1897,  p.  154. 

31)  J.  H.  Jellet,  Theorie  der  Reibung,  deutsch  von  J.  Liiroth  und  A.  Scliepp, 
Leipzig  1890,  p.  101  ff. 
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wo  f  der  resultierende  Reibungswiderstand  gegen  Verschiebung  mid 
F  das  resultierende  Bohrmoment  der  Reibung  bedeutet. 

Technisch  verwertbare  statische  Bebandlungen  von  Reibungs- 
problemen  in  der  Ebene  findet  man  bei  E.  J.  Routk32),  die  nahe- 
liegende  Erweiterungen  zulassen. 

6b.  Lagrangesche  Gradientengleichungen  fiir  Punktsysteme. 
Lagrange  hat  die  Gleichgewichtsbedingungen  fiir  ein  System  diskreter 
Punkte  xlf  x.2,  .  .  .  xv,  die  durch  die  Gleichungen 

^IV-^llJ  X\1)  ^185    ^21?  -^227  ^235    •  •  •)  =       -> 

U*(%119  X12>  ^ISJ    X2l)  X2%>  ^28'    •  •  •)  —      ^7    •  •  •    V n  = 

mit  einander  verkniipft  sind,  in  der  bekannten  Gradientenform33)  dar- 
gestellt: 

ff  O    TJ 

K0  V-^  -  =  0,     L=  1,  2,  ...v. 
Q   dx 
e  =  l 

Hierbei  sind  vLx,  >L2,  ...  Aff  die  Lagrange scben  Multiplikatoren,  und 

d  U 

es  bedeutet  -^J-  den   Gradienten  der  skalaren  Funktion    JJ    in  bezug 
oxt  <f 

auf  den  Vektor  xt.  Die  Punktreaktion  rl  ist  also  gegeben  durch  die 
Gradientensuinme 

TT 


und  erst  bekannt,  nachdem  die  Multiplikatoren  A^^g,  .  .  .  Aff  berechnet 
sind.  Als  Beispiel  kann  der  Schubkurbelmechanismus  dienen,  weon 
man  annimmt,  dafi  nur  in  den  Punkten  C^  und  C2  Einzelkrafte  wirken. 
Setzt  man  in  Fig.  5  C1C*  =  xl}  G^C5  =  x%,  so  lauten  die  Bedingungs- 
gleichungen 

TJ  -  -  ~  2        p  2 A       77  --~Z>       ~^  _  /,  2 ()       TT  —  K     =  0 

C/ 1  i. ~^- ~  «X/-|          "" ™   C/i  "*    v/ •        ^o  Ju<n  JU-t  c/o  v«  3    **2  ^ 

und  die  Bestimmung  der  >L  hat  keinerlei  Schwierigkeit.  Damit  ist 
aber  auch  der  Gebrauchswert  des  Lagrangeschen  Gradieutenansatzes 
klar  gelegt.  Man  wird  die  Methode  nur  in  solchen  idealisierten  Fallen 
anwenden,  in  denen  das  Kraftesystem  aus  einer  geringen  Anzahl  von 
Punktkraften  besteht  und  es  nicht  allein  darauf  ankommt,  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen  in  fertiger  Form  (d.  h.  ohne  das  Hinzutreten  der 
Punktreaktionen)  zu  gewinnen.  Auf  kontinuierliche  Systeme  ist  diese 
Methode  selbstverstandlich  auch  anwendbar.  **) 

32)  E.J.Eouth,   Analytical  statics,   2.  ed.,   Bd.  1,  Cambridge  1896,  p.  130. 

33)  Wegen  der  Definition  des  Gradienten  siehe  Art.  IV 14,  Nr.  4  (Abraham). 

34)  Vgl.  0.  J.  Broch,  Lehrbuch  d.  Mechanik.   Berlin  und  Christiania  1854, 
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6c.  Bedeutung  von  Zentralaxe  und  Kraftkreuz  fiir  die  Auf- 
fassung  der  Systemreaktion  am  unfreien  starren  Korper.  Die 

Zentralaxe^  ernes  Kraftesy  sterns  ist  der  geometrische  Ort  des  Poles  0', 
fiir  welchen  das  resultierende  Moment  M'  der  Resultante  k  parallel, 
d.  h.  gleich  j>k  wird.  Der  Parameter  p  (Streckenlange)  ist  bestimmt 

durch  p  =  -J-T  ,  wenn  M  das  resultierende  Moment  in  bezug  auf  den 

urspriinglichen  Pol  0  bedeutet.    Die  Zentralaxe  geht  durch  den  End- 

kM 

punkt  der  Strecke  e=  .2    (O0'=e).    Durch  diese  Angaben  ist  sie 

in  jedem  Falle  leicht  konstruierbar  oder,  wenn  man  es  vorzieht;  auch 
auf  analytischem  Wege  zu  gewinnen. 

Die  Ausfiihrung  giebt  bei  unsymmetrisch  verteilten  Kraften 
(vgl.  etwa  das  Beispiel  der  Schraubenpresse  in  Nr.  6  a)  eine  sehr  an- 
schauliche  Vorstellung  von  der  Beanspruchung  des  Tragkorpers,  mit 
welchem  der  Korper  ^  verbunden  ist,  und  giebt,  wenn  der  Trag- 
korper  das  sogenannte  Fundament  ist;  eine  bestimmte  Art  der  Ver- 
ankerung  desselben  an.  Das  Bild  der  Systemreaktion  ist  jetzt  ge- 
geben  durch  r  =  —  k,R'=  —  p\i  (Pol  0'  auf  der  Zentralaxe). 

Ebenso  lasst  sich  auch  die  Reduktion  eines  Kraftesystems  auf 
ein  Kraftkreuz36},  d.  h.  auf  zwei  Ersatzkriifte  k',  H"  in  Ttonjugierten 
Wirkungslinien  fiir  die  Auffassung  des  Reaktionssystems  verwerten. 
Zwei  durch  die  Punkte  X'  und  X"  (OX'  =  x'  OX"  —  x")  gehende 
gerade  Linien,  welche  die  Kraft  k'  bzw.  fc"  enthalten,  heissen  in 
bezug  auf  die  Resultante  k  und  das  Moment  M  (Pol  0)  eines  ge- 
gebenen  Systems  von  Punktkraften  konjugiert,  wenn 

^'-|-fc"=k     und     x'k'  -\-  x"k"—M. 

ist.  Die  Angriffslinie  der  ersten  Ersatzkraft  &'  kann  beliebig  angenommen 
werden.  Alsdann  ist  der  kiirzeste  Abstand  (Er  E"  =  e)  der  Angriffs- 
linien  nach  Grrofie  und  Richtung: 


\k'k" 
und  es  besteht  die  Beziehung: 

kM  —  (5'M  +  fli'k)*', 

wenn  man  k'  =  kfK,  m  =  X'K    setzt. 


p.  26,  wo  die  statischen  Grundgleichungen  des  starren  Systems  auf  diesem  Wege 
abgeleitet  sind.  Bei  H.  Lorenz,  Dyriamik  der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1901,  p.  4 
werden  Lagranges  kinetische  Gleichungen  in  Gradientenform  (vgl.  Nr.  7  a)  eben- 
falls  auf  ein  kontinuierlicb.es  System  angewendet. 

35)  Vgl.  Art.  IV  2,  Nr.  8  (Timerding). 

36)  Vgl.  Art.  IV  2,  Nr.  22  und  IV  5,  Nr.  26  (Henneberg). 
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Nach  diesen  Formeln  kann  man  die  Aufgabe  ebensowohl  auf  ana- 
lytischem  als  auf  graphischem  Wege  durchfiihren. 

Die  Kenntnis  irgendeines  der  moglichen  Kraftkreuze  und  die 
geometrische  Auffassung  der  entsprechenden  Reaktionsersatzkrafte 
f'=  —  k',  r"  =  —  k"  gestattet  jetzt  eine  sehr  einfache  (wenn  auch 
nur  in  gewissen  Fallen  zweckmassige)  Verankerung  cles  Tragkorpers, 
wenn  es  gelingt,  durch  passende  Wahl  yon  r'  auch  r"  in  eine  be- 
queme  Lage  zu  bringen. 

6d.  Vektorstatik  der  Gelenkketten.  1st  ein  Kettenglied  $(  mit 
zwei  anderen  Gliedern  ^(_1  und  $?l  +  1  durch  zylindrische  Gelenke  mit 
zueinander  windschiefen  Zapfen  mit  den  Axen  T]l  und  rj  t  verbunden, 
so  kann  man  (vgl.  Nr.  2)  in  jeder  dieser  Axen  einen  Punkt  (Ct  bzw. 
Ct  +  l)  annehmen.  Die  auf  ®(  wirkende  Reaktionsresultante  r,  wird 
in  zwei  in  den  Punkten  Ct  und  Cl  +  1  lokalisierte  Punktreaktionen  —  rt 
und  rl  +  1  zerlegt,  sodass  rt=rl  +  l  —  rt  ist.  Ebenso  wird  das  totale 
Reaktionsmoment  _B,  in  zwei  den  beiden  Axen  von  ®,  entsprechende 
Reaktionsmomente  —  R.  und  E.  +  l  gespalten,  sodass  Rt=  El  +  l  —  Et 
wird.  Bezeichnet  man  die  Strecke  CtCt  +  1  mit  et,  die  Resultaute  der 
auf  $(  wirkenden  eingepragten  Kriifte  mit  A'(  und  ihr  resultierendes 
Moment  bezogen  auf  den  Pol  Ct  mit  3fl}  so  lauten  die  Gleichgeivichts- 
bedingnngen  fur  das  Glied  ^(  unter  Voraussetzung  reibungsfreier  Ge 
lenke: 
(I)  -  rt  +  kt  +  r<+1  =  0,  (II)  .-Et+  e?l  +  l  +  M,  +  Rl  +  l  =  0. 


Fiir  eine  Kette  aus  v  Gliedern  ist  i  =  1,  27  .  .  .  v  zu  setzen.  Aus 
den  Gleichungssystemen  (I)  und  (II)  sind  alle  Reaktionen  zu  eliininieren, 
wenn  man  die  expliciten  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kette  ge- 
Avinnen  will.  Wir  betrachten  nur  drei  Glieder  ^  ,  ^'2  ,  $3  und  nehmen 
Cj  sowie  die  Axe  r^  als  ortsfest  an.  Ferner  sei  ^3  nur  in  C3  und  ?j3 
gebunden  und  im  iibrigen  frei,  sodass  r4  uud  J?4  verschwinden. 
Unter  dieser  Voraussetzung  sind  rlf  r2,  rs  unbeschrankte  Vektoren, 
wahrend  von  den  Reaktionsmomenten  E1}  E2,  E3  imrner  diejenige 
Komponente  verschwindet,  die  sich  auf  die  betreflfende  Drehaxe  be- 
zieht.  Es  sind  also  9  -f-  6  =  15  Reaktionskomponenten  zu  eliminieren. 
Zur  Verfiigung  stehen  9  -|-  9  =  18  skalare  Gleichungen.  Mithiu  ver- 
bleiben  zur  Bestimmung  des  Gleichgewichts  drei  skalare  Beziehungen, 
was  den  drei  Freiheitsgraden  der  Kette  entspricht.  Die  expliciten 
Gleichgewichtsbedingungen  lassen  sich  auch  in  der  Form37) 


37)    Wenn     nur     der    Ansatz    dieser    Gleichgewichtsbedingungen    verlangt 
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ausdriicken.  Durch  geonietrische  Addition  der  Gl.  (I)  erhalt  man 

und  durch  Addition  der  Gl.  (II) 

-  jRj  -f-  M1  +  M2  -f-  M3  -f-  e^ (fe2  +  fc3)  -f-  e2&3  =  0. 

Hieraus  lassen  sich  die  5  Komponenten  der  Stiitzreaktion  (f17  R^ 
des  die  Kette  tragenden  Korpers  ^0  bestiminen,  sobald  die  expliciten 
Gleichgewichtsbedingungen  aufgestellt  sincl. 

Den  statischen  Grundgleichungen  (I)  entspricht  ein  Varignonsches 
Kraftepolygon,  in  welcheni  die  von  dem  Pol  0  gezogenen  Diagonalen 
die  Reaktionsresultanten  r:.  r2  usw.  darstellen.  In  ahnlicher  Weise 
lassen  sich  auch  die  Grundgleichungen  (II)  geometrisch  darstellen. 
—  Rt,  6T/*,  +  1,  .M",,  -^,+1  bilden  ein  windschiefes,  geschlossenes  Raum- 
viereck,  das  an  das  folgende  --Rl  +  1,  et  +  1rl  +  2,  Jtfl  +  lf  Rl  +  2,  an- 
geschlossen  wird.  Hierzu  tritt  als  drittes  (in  der  Regel  ungeschlossenes 
Polygon)  dasjenige  der  auf  einander  folgenden  Gliedaxenstrecken 
elf  e2,  .  .  .,  ev.  Vermittelst  der  Strecken  e  und  r  stehen  diese  drei 
Raumpolygone  in  einer  bestimmten  Beziehung.  Bei  gegebenen  k  und 
M  kommt  die  Aufsuchung  der  Gleichgewichtslagen  auf  die  Bestimmung 
der  moglichen  Gliedaxenstrecken-Polygone  (e1;  ezy  .  .  .,  ev}  hinaus.  Die 
Losung  solcher  Probleme  ist  Aufgabe  dei  raumlichen  graphischen 
Statik.  Selbst  bei  verhaltnismassig  einfachen  ebenen  Problemen  kann 
sie  nur  durch  graphische  Naherungsverfahren38)  durchgeftihrt  werden. 

In  ausnahmeweise  einfachen  Fallen  kann  man  jedoch  die  Reak- 
tionen  unmittelbar  eliminieren,  wie  an  dem  Beispiel  des  Schubkurbel- 
getriebes  gezeigt  werden  soil.  Dieses  System  besteht  (oben  Fig.  5)  aus 
den  beweglichen  Kettengliedern  ^'17  $.2,  $13.  Das  rotierende  Glied  ^ 
wird  von  $0,  das  gleitende  Glied  ®3  von  ^4  getragen.  Diesen  Be- 
zeichnungen  entspricht  der  statische  Ansatz 

(III)       -r2  +  /^2-fr3=0,     M,+  e^  =0,     (Pol  Ca), 

es  ist  eine  beliebige  in  der  Kolbenaxe  liegende  Strecke,  in  deren 
Endpunkt  r4  in  dazu  senkrechter  Richtung  lokalisiert  ist.  Es  ist  also 
hier  e3r±=  0,  und  die  Bedingung  fiihrt  zur  expliciten  Gleichgewichts- 

wird,  dann  ist  die  Lagrange  sche  Koordinatenmethode  (vgl.  Nr.  11)  der  Euler- 
schen  Methode  vorzuziehen. 

38)  Vergl.  A.  Jatho,  Zur  Stabilitat  des  Stabpolygone,  Ztschr.  Math.  Phys.  56 
(1908),  p.  138. 
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bedingung 

~  ~  ~eM  =  0, 


wo  zur  Abkiirzung  A  =  7^  ~2  gesetzt  1st. 

Die   Reaktionen   rl}  r2,  rz   ergeben  sich  aus   dem  Kraftepolygon, 
nachdem  F4  nach  der  Formel 


Jc 


(rj  Einheitsvektor  senkrecht  auf  der  Bewegungsebene)  konstruiert  oder 
berechnet  ist.  Zuletzt  findet  man  das  von  der  Parallelfiihrung  aufzu- 
nehmende  Reaktionsmoment 

-E±=M,  +  e^     (PolC8). 

Einfache  und  zusammengesetzte  ebene  Gelenkketten  sind  ausfiihr- 
lich  behandelt  von  0.  Mohr.™}  Derartige  Probleme  aus  der  Statik  der 
ebenen  Korperketten  waren  aber  bereits  L.  EulcrM)  gelaufig.  Das 
System  der  eingepragten  Krafte  ist  in  diesen  Arbeiten  auf  Punktkrafte 
beschrankt,  und  die  Glieder  der  Kette  sind  als  starre  Strecken  (CtC[  +  1) 
idealisiert. 

Man  kann  in  jedem  Falle  der  Kettenstatik  zu  den  expliciten 
(d.  h.  reaktionsfreien)  Gleichgewichtsbedingungen  in  vektorieller  Form 
gelangen,  indem  man  von  vornherein  die  Auflager-  und  Gelenk- 
reaktionen  durch  passende  Anwendung  des  Prinzips  der  virtuellen 
Arbeit  eliminiert.  In  Art.  IV  1,  Nr.  30  (Voss)  ist  dieses  Prinzip 
fur  Punktkrafte  allgemein  ausgesprochen.  Fur  die  Anwenduug  auf 
Korperketten  ist  es  bequemer,  von  dem  Kraftesystem_des  starren 
Korpers  -  -  Resultante  fc,  und  auf  Ct  bezogenes  Moment  M,  aller  dem 
Korper  $,  eingepragten  Punktkrafte  -  -  auszugehen.  Ist  dann  dct 
die  virtuelle  Verschiebung  des  Bezugspunktes  Ct  und  ddl  die  virtuelle 
Drehung  um  eiue  durch  Ct  gehende  gleichgerichtete  Axe7  so  lautet 
der  Ausdruck  des  Prinzips  der  virtuellen  Arbeit 


fiir  eine  Kette  aus  v  Gliedern 


39)  0.  Mohr,   Abhandlungen   aus   der    technischen  Mechanik,  Berlin   1906, 
p.  174ff. 

40)  L.  Euler,  Explicatio  motus    oscillatorii  mirabilis  in  libra  majore  ob- 
servati,  Nov.  Comm.  Petr   19  (1775),  p.  325/39.    Euler  ersetzt  zwar  dort  die  Wage- 
schalen  noch  durch  Punktmassen,   doch  hatte  er  dieae  Beschrankung  auf  Grand 
seiner:  Theoria  motus  corporum  solid.  (1765)  nicht  notig  gehabt.. 
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Bei  der  freien  Kugelgelerikkette  (oder  auch,  wenn  dieselbe  nur  in 
C1  befestigt  ist)  ist  jede  der  virtuellen  Drehungen  S0it  d09r  . . .  80, 
ein  freier  Vektor;  d.  h.  ein  solcher,  der  von  mindestens  drei  Koordi- 
nateu  abhangt.  Setzen  wir  also,  wie  immer;  GtCt+1=et,  so  wird 


und  man  erhalt 

v  y 

}  *,**>+  2  X'*'*'— 


Hier  bedeutet  Jct»  =  kt  +  fct+1  H  -----  h  *v  Aus  den  GL  C1) 
(p.  412)  folgt  fur  ry+1  ==  0:  fctlr=  rt,  d.  k  gleich  der  in  Ct  lokalisierten 
Reaktion.  Fiir  die  freie  Kugelgelenkkette  ohne  Reibung  sind  dabei 

die  v  -f-  1  Grrossen 

k-  if 
-  K 


MW  =  Mv 

die  statischen  Beduktionselemente  des  Systems,'  welche  fiir  den  Grleich- 
gewichtsfall  einzeln  yerschwinden  miissen. 

Die  Werkzeugbedeutung  des  Prinzips  der  virtuellen  Arbeit^  liegt 
nicht  in  dieser  Richtung.  Denn  die  Gleichgewichtsbedingungen  k  =  0, 
MW  =  0,  ...  M(")  =  0  kann  man  sofort  aus  den  statischen  Grund- 
gleicnungen  (I)  und  (II)  gewinnen,  ohne  den  Begriff  der  virtuellen 
Arbeit  zu  benutzen.  Bestehen  jedoch  fur  die  Komponenten  der  ein- 
zelnen  virtuellen  Drehung  ddt  einsehrankende  Bedingungen  oder  sind 
die  virtuellen  Drehungen  d6l}  362}  .  .  .  ddt.  gruppenweise  mit  einander 
durch  bestimmte  (meist  lineare)  Beziehungen  verkniipft,  dann  ist  die 
Verwendung  des  Prinzips  der  virtuellen  Arbeit  fiir  die  Aufstellung 
der  statischen  Systemgrossen  meistens  der  elementar-synthetischen 
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Methode  vorzuziehen.  Dies  gilt  namentlicli  fur  raumliche  Ketten- 
probleme,  bei  denen  fiir  einzelne  Glieder  Rollbediugungen  zu  beriick- 
sichtigen  sind.  Audi  die  Neuheit  der  Problematellung,  womit  immer, 
wenigstens  bei  Beginn  der  Untersuchung,  eine  gewisse  Unubersicht- 
lichkeit  des  Kraftesy sterns  verbunden  ist,  kann  fur  die  Wahl  des 
Prinzips  der  virtuellen  Arbeit  entscheidend  sein.  Die  in  den  Lehr- 
buchern  der  Mechanik  gegebenen  Beispiele  sind  dagegen  fiir  die  Be- 
urteilung  des  Gebrauchswertes  dieses  Prinzips  nicht  massgebend,  weil 
beim  Unterricht  ganz  andere  Gesichtspunkte  verfolgt  werden. 

6e.  Die  Lagrangeschen  Gradientengleicrrungen  fiir  Systeme  aus 
starren  Elementen.  Durch  den  Vektor  ct=  OCl  und  die  drei  Eiderschen 
Winkel  aa,  «|2,  a(3  ist  die  Lage  eines  starren  Korpers  $t  mit  dem  Be- 
zugspunkt  Ct  und  dem  mit  ihm  fest  verbundenen  Axenkreuz  C,it  ,ii,<in 
eindeutig  bestimmt.  Ein  System  aus  v  Gliedern  $17  ®2,  .  .  .  ^,,  kann 
durch  6  skalare  Gleichungen 

l\=0,     U2  =  0,  ...   ^=0, 

welche  die  Vektoren  c1}  c2,  .  .  .  cv  sowie  die  zugehorigen  Eulerschen 
Winkel  rnit  einander  verkniipfen,  beschrankt  sein. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  lassen  sich  dann  in  der  Gra- 
dientenform 


schreiben.  Hierin  bedeuten  A17  A2,  .  .  .  ).a  noch  zu  eliminierende  Multi- 
plikatoren,  wie  in  den  entsprechenden  Lagrangeschen  Gleichungeu  der 
Punktstatik  (ygl.  Nr.  6b).  Ferner  ist,  wenn  d6tl,  d6l2,  (16lS  die  Kom- 
ponenten  von  ddt  nach  dem  raumfesten  Axenkreuz  0123  bedeuten 


.  n     I  _       ^    ,  ,8 

dBtl  *  *  datl    dOtl         dati    c6tl  '      8alS    cOtl' 
dU          d_U_  a«£L    ,     dU_  3«|2     ,     cU    dal± 

a^7  "~  "^7  ae.V  ""  catl  ~dolS  ~    dais  selt  > 

dU          cU    ccctl     ,    Jd_U_  dcc,s     .    _dU__  duia_  _ 
dult~~  duti  deit"  cat«  cOlS        cctl3   80  „ 

Da  nach  Art.  IV  6,  Nr.  28  c  (Stacked)  (vgl.  auch  oben  Nr.  4,  p.  380) 

d9tl  =  cos  cc(2  •  dcctl  +  sin  aa  sin  Kr2  •  f/a<3> 
d6t2  =  sin  a(2  •  datl  —  sin  «(1  cos  a£2  •  dal3, 
d6=  cosa-  rf«+  d<* 
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ist,  so  folgt  daraus  durch  Umkehrung 
datl  =  cos«i2-  d6^-{-  sin  a,2  •  d0t27 

rf«l2=  —  ctg«fl      sina(2-  d#£l  +  ctgatl      cosc:,2  •  d6l2  +  d0t3, 
^a(3  =        cosec  cca  sin  at2  •  ddtl  —  cosec  atl  cos  o;/2  •  (^0,2. 

Hiermit  sind  die  neuu  Differential  quotienten,  welche  den  Zusammen- 
hang  der  Eider  schen  Winkel  mit  dd  ausdriicken,  hergestellt.  Die 
Multiplikatoren  >L1;  >L2,  .  .  .  A0  werden  ebenso  eliminiert  wie  in  der 
Punktstatik. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  diese  Methode  in  einfachen  Fallen 
durchzufiihren.  Sie  wird  sich  fur  Korperketten,  die  aus  einer  be- 
schrankten  Anzahl  von  Gliedern  bestehen,  aber  einen  weniger  ein 
fachen  Zusammenhang  als  die  Gelenkketten  aufweisen,  im  Bedarfsfalle 
bewahreu7  naraentlich  dann,  wenn  auch  die  Bedingungen  £7,  ==  0, 
U9  =  0,  .  .  U/t  =  0  eine  rnuhelose  Elimination  der  /,  gestatten. 

&  /  ()  o 

7.  Der  kinetische  Ansatz  auf  der  Beschleunigungssfrufe  (ohne 
Reibung). 

7  a.  Der  kinetische  Ansatz  fur  den  starren  Korper  und  Systeme 
starrer  Korper.  J.  Le  Rond  d'Alembert  hat  das  nach  ihm  benannte 
Prinzip  nur  im  Sinne  der  Punktmechanik  ausgesprochen.  Vgl.  das 
ausfiihrliche  Zitat  in  IV  1,  Nr.  36  (Voss).  1st  k  die  einem  Punkt  von 
der  Masse  (i  eingepragte  Kraft,  w  die  zugehorige  Beschleunigung  und 
r  die  infolge  der  Verbindung  eintretende  Reaktion,  so  sagt  das  d'Alem- 
bertsche  Prinzip  aus,  dass  die  Gresamtheit  der  Punktreaktionen 

r  =  ILW  —  k 

wahrend  der  Bewegung  des  gebundenen  Systems  bestandig  ein  Grleich- 
gewichtssystem  darstellt.  Die  fundameiitale  Beziehung 

(I)  k  -(-  r  = 


welche  im  Wesentlicheu  schon  bei  J.  Newton  vorkonamt,  bezeichnen 
wir  als  d'  Alewibertsclien  Ansatz  fur  den  Punkt.41) 

Die  Ubertragung  auf  den  starren  Korper,  welcher  Element  eines 
gebundenen  Systems  ist,  giebt  zwei  zusammengehorige  Gleichungen  als 
Ausdruck  des  d  'Alembertschen  Ansatzes.  Sie  lauten  nach  unseren  Be- 


41)  Hiernach  1st  es  selbstverstandlich,  dass  man  die  Gleichung  (I)  nicht 
als  einen  Ausdruck  des  d'Alembert schen  Prinzips  betrachten  darf,  wie  es  z.  B. 
bei  A.  Clebsch,  Elastizitat  fester  Korper,  Leipzig  1861,  p.  242,  geschieht.  Vgl.  auch 
G.  Hamel,  Grrundlagen  der  Mechanik,  Math.  Ann.  56  (1908),  p.  382,  der  diesen  Miss- 
brauch  gleichfalls  rugt. 
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zeichnungen  in  Vektorform: 
(la)     k  +  f  =       , 


u  ist  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Korpers  ®.  Das  elementare 
Reaktionsystem  ist  hier  durch  die  beiden  Vektoren  f  und  R  (Pol  der 
Bezugspunkt  C  von  $)  bestimmt.  Ganz  analog  wie  in  der  Punkt- 
kinetik  lautet  jetzt  das  d'Alembertsche  Prinzip:  Wahrend  der  Bewegung 
eines  gebundenen  Systems  starrer  Korper  bildet  die  Gesamtheit  der 
reaktiven  Elementargrossen  f  ,  B.  bestandig  ein  Gleichgewichtssystem 
im  Sinne  der  Stereostatik.  Jeder  der  in  Nr.  6  erorterten  statischen 
Reduktionsmethode  entspricht  also  eine  bestimmte  Form  der  kinetischen 
Gleichungen  fur  ein  aus  starren  Gliedern  gebildetes  Massen  system.  Bei 
den  vektoriellen  Formen  wollen  wir  in  den  Ansatz  (la)  bzw.  (Ib) 
die  Abkiirzungen 

dn  dV  ™ 

-,--  =  q     und     --,     -4-  wp  =  W 

dr  dr 

einfiihren.  Nr.  6e  liefert  die  Idnetischen  Gleichungen  in  Gradientenform 
(II) 


?-^  =  wt 

mit  den  Bedingungsgleichungen 

fur  ein  System  aus  v  starren  Elementen. 

Am  meisten  kommt  der  Ansatz  fur  Gelenkketten  (vgl.  Nr.  6d)  zur 
Anwendung.  Diese  Form  wurde  auch  von  0.  Mohr,  Abhandl.  aus  der 
techn.  Mechanik,  Leipzig  1906,  p.  174  gewahlt,  weil  sie  den  Vorteil  hat, 
die  lokalisierten  Reaktionen  r  und  R  auf  die  einfachste  Weise  zu 
liefern.  Auch  der  technisch  wichtige  Fall,  dass  einige  Teilbewegungen 
der  Kette  als  zeitlich  gefiihrte  Bewegungen  aufgefasst  werden  miissen, 
lasst  sich  in  dieser  Form  am  bequemsten  erledigen.  Namentlich  ist  die 
so  wesentliche  Forderung  der  tibersichtlichkeit  der  Ansatzgleichungen 
bei  mehrgliedrigen  Gelenkketten  durch  dieses  Verfahren  von  vornherein 
gewahrt.  Selbst  nicht-holonome  Einschrankungen  der  allgemeinen  Be- 
wegungsform  bereiten  keinerlei  Schwierigkeit  bei  der  Aufstellung  der 
expliziten,  d.  h.  reaktiorisfreien  Bewegungsgleichungen.  Kinetische  An- 
satze,  welche  von  den  Reaktionsgrossen  noch  nicht  vollstandig  befreit 
sind,  wollen  wir  kinetostatische  Ansatze  iiennen.  Man  konnte  sie  im 
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Gegensatz  zu  den  expliziten  (fertigen)  kinetischen  Gleichungen  auch 
kurz  als  unfertige  bezeichnen.  Das  Eulersche  Gleichungssystem  (vgl. 
Nr.  6d,  Gig.  (I)  und  (II)) 


(HI) 


qt 


-  E 


ist  in  diesem  Sinne  ein  kinetostatisches.  Er  ist  in  der  Tat  mit  dem 
Gleichungssystem  (la)  (Ib)  identisch,  wenn  wir 

^+1  —r,  =  rt,      El  +  l  —  El  +  etrl  +  1  =  Rt 

setzen.  Die  Glgn.  (Ill)  sind  also  der  Ausdruck  des  d'Alembertschen  An- 
satzes7  wenn  die  Reaktionsgrb'ssen  des  starren  Korperelementes  ®t 
durch  die  lokalisierten  Gelenkreaktionen  dargestellt  werden. 

Wir  wollen  den  Eliminationsprozess  der  Reaktionen,  d.  h.  die 
Ableitung  der  expliziten  kinetischen  Gleichungen  an  einem  bestimmten 
Beispiel,  dem  Wattschen  Muffenregler,  erlautern,  was  uns  auch  Ge- 
legenheit  giebt,  die  Modifikationen  anzuzeigen,  welche  die  Betrachtung 
einer  verzweigten  Korperkette  erfordern. 

Wir  fassen  dieses  System  als  ein  viergliedriges  (oben  Fig.  7)  auf. 
$4  sei  der  auf  ^  gleitende  Muffenkorper.  Das  Glied  ^  erfahrt  die 
Wirkung  von  drei  Reaktionspaaren,  namlich  (r17  RI),  (^2?  -^2)  un<^ 
(f5,  JS5).  Die  kinetostatischen  Grundgleichungen  werden  also  in  diesem 
Falle  mit  Verwendung  der  bisherigen  Bezeichmmg 


(A) 


(B) 


-  E,  +  M,  + 


+ 


=  «4- 

—  E,  =  ~Wlt 

=W 


-E±  +  M,  +  e^,  +  E,  W,. 

In  diesen  Gleichungen  sind  formal  15  Raumkomponenteu  ent- 
sprechend  den  Reaktionen  F17  F2?  ...,  r5  und  ebensoviele  Komponenten 
der  Reaktionsmomente  E1}  E2,  .  .  .,  JR5  enthalten.  Von  F5  fallt  die- 
jenige  Komponente  aus,  welche  die  Richtung  von  C1Cf>  hat.  Von 
E1}E2}E3,E6  fallt  je  eine  Komponente  aus,  welche  der  betreffenden 
zylindrischen  Zapfenaxe  entspricht.  ^4  wird  namlich  in  der  Auf- 
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fassung  der  Stereomechanik  von  $t  nicht  prismatisch,  sondern  zylin- 
drisch  gefiihrt.  Ferner  miissen  wir  uns,  um  die  Unbestimmbarkeit 
von  Reaktionen  zu  vermeiden,  in  C4  ein  Kugelgelenk  denken,  d.  h. 
_R4  =  0  setzen.  Dass  diese  Yoraussetzungen  bei  den  wirklichen  Aus- 
fiihrungen  nicht  erfiillt  sind,  hat  hier  nichts  Befremdendes.  Es  zeigt 
vielmehr  nur,  dass  bei  diesen  wirklichen  Fallen  die  Bestimnmng  aller 
Reaktionen  nach  den  Methoden  der  Stereomechanik  unmoglich  ist. 
Von  den  30  Komponenten  des  ganzen  Reaktionssystems  (r,  E)  fallen 
also  nach  unseren  Anuahmen  6  Komponenten  aus  und  zur  Bestimmung 
der  iibrigbleibenden  24  Komponenten  sind  die  GJeichimgen  (A)  uud 
(B)  gerade  hinreichend.  Bezeichnen  wir  nun  die  in  die  zugehorige 
Zapf'enrichturig  (?j()  fallende  Vektorkomponente  von  Rt  mit  .R  und 
die  Vertikalkomponente  von  r5  mit  F5;J7  so  lauten  die  rcaktionsfreien 
kinetischen  Gleichungen  der  Kette 

^M-0,      B^-0, 

wo  fiir  i  einer  der  Werte  1,  2,  3,  5  zu  nehmen  ist.  Da  die  Kette 
durch  zwei  Koordinaten  <p,  ty  orientiert  ist,  so  sind  die  auf  diesem 
Wege  erhaltenen  kinetischen  Gleichungen  mit  den  Lagrangeschen 
energetischen  Gleichungen  nicht  unmittelbar  ideritisch,  aber  sie  miissen 
lineare  Kombinationen  der  letzteren  seiu. 

Fiir  die  freie  Kugdgelenkkette  (also  auch  fiir  die  ebene  Zylinder- 
gelenkkette)  kann  man  die  expliziten  Eulerschen  Gleichungen  in 
ebenso  iibersichtlicher  Form  hinschreiben,  wie  im  Falle  des  einzelnen 
freien  starren  Korpers.  Sie  lauten  in  der  Bezeic'hnung  von  Nr.  6d: 


(IV) 


-f 


v_1fel.  +  ^v-i  =  e~'_~qv  +  Wv, 
wo 

g,  =  f.     und     W.-^  +  SS. 
zu  nehmen  ist.     Ferner  ist 


JL  bezeichnet  den  Drehimpuls   des  Kettengliedes  ^t. 

Insbesondere    wird  fiir    den  Kurbelmechanismus  nach  Nr.  6d  die 
Bewegungsgleichung  in  der  .EWerschen  Form: 
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Sie  ist  selbstverstandlich  mit  der  Lagrangescheu  kinetischen  Gleichung 
identisch. 

7b.    Der  kinetische  Ansatz  fiir  Fahrzeuge   mit  Rollbewegung. 

Uber  das  Rollen  eines  inateriellen  Kreises  (Reifen)  auf  einer  ebenen 
Unterlage  ist  in  Art.  IV  6,  Nr.  38  (Stackel)  ausfiihrlich  berichtet.  Fiir  die 
explizite  Diskussion  der  Formeln,  welche  den  Bewegungsverlauf  geben, 
kommt  besonders  eine  Arbeit  von  E.  Carvallo^}  in  Betracht.  Eine 
Erweiterung  dieses  Problems  in  dem  Sinne,  dass  an  Stelle  des  Kreises 
eine  Torusflache  mit  kreisformigen  oder  elliptischen  Meridianschnitten 
tritt,  bietet  prinzipiell  keine  Schwierigkeit,  scheint  aber  bis  jetzt  nicht 
in  Angriff  genommen  zu  sein. 

Udderfahrzeuge  mit  Rollbewegung  hat  man  als  Korperketten  zu 
betrachten,  die  gewissen  nicht  holonomen  Bedingungen  unterworfen 
sind.  Eine  nur  einigermassen  vollstandige  Erfassung  der  Bewegungs- 
vorgange  im  Sinne  der  Stereomechanik  stosst  auf  grosse  Schwierig- 
keiten.  Man  erkennt  dies  bereits  an  dem  Beispiel  des  zweiradrigen 
Karrens,  fiir  welches  G.  Hamel*3}  den  kinematischen  Ansatz  gegeben 
hat.  Die  Rader  werden  als  Kreise  vom  Durchmesser  2r  im  Hori- 
zontalabstande  21  voneinander  aufgefasst.  Die  Wagenaxe  ist  mit  dern 
Karren  fest  verbunden  gedacht  und  das  Wippen  des  Karrens  aus- 
geschlossen.  Das  ruhende  Axenkreuz  Oxyz  fiir  die  dreigliedrige  Ge- 
lenkkette  wird  so  gewahlt,  dass  die  Axe  Oz  vertikal  steht.  Ferner 
seien  #0,  y0,  r  die  absoluten  Koordinaten  der  Wagenaxenmitte  (C). 
&  sei  der  Winkel,  den  die  Richtung  vom  linken  zum  rechten  Rade 
mit  Ox  einschliesst.  Zur  Festlegung  der  Radstellungen  werden  die 
Winkel  y^  (links),  <jp2  (rechts)  benutzt,  welche  beliebig  herausgegrifl?ene 
Radspeichen  mit  der  Axe  Ox  bilden.  Damit  sind  die  Positionskoor- 
dinaten  der  Kette  namlich  X0,  i/0,  -ft,  cplf  <p2  festgelegt.  In  jedem  der 
drei  Glieder  (Wagenkasten  und  den  beiden  Radern)  ist  nun  ein  festes 
Axenkreuz  anzunehmen. 

Fiir  den  Wagenkasten  seien  die  betreffenden  Axenrichtungen  Ca, 
Cb,  Cc  die  Radaxe,  die  Deichsel  und  die  nach  der  Korkzieherregel  zu 
beiden  senkrechte  Richtung.  Dann  wird  fiir  einen  beliebigen  Punkt 
des  Kastens 

x  =  XQ  +  a  cos  ^  —  &  sin  ^,  y  =  yQ  -f-  a  sin  &  -f-  &  cos  <&-,    z  =  c  -f-  r. 

In  jedem  Rade  (Kreis)  wird  ein  Punkt  durch  die  Polarkoordi- 
naten  r,  cc±  bzw.  r,  a%  festgelegt.  Dann  ist  fiir  einen  Punkt  des  linken 


42)  E.  Carvallo,  J.  fie.  polyt.  (2)  5  (1900),  p.  119  und  6  (1901),  p.  1. 

43)  G.  Hamel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  26. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  n.  28 
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bzw.  rechten  Rades: 

|  x  —  XQ  —  I  cos  &  —  r  cos  (cpi  -(-  «j)  sin  &  , 
y  =  y0  —  I  sin  a)1  -f-  r  cos  (qpj  -j-  a^)  cos  #•  , 
z=r\l  —  sin  (^  -f  aj]  . 
x  =  XQ-\-  I  cos  <#•  —  r  cos  (<p3  -f-  «2)  sin  &  , 

y  =  y0  +  Z  sin  -fr  +  r  cos  (fPs  ~h  as)  cos  ^  » 
^  =  r  [1  —  sin  O2  +  a,)]  . 

Bei  der  Rollbewegung  muss  der  tiefste  Punkt  eines  jeden  Rades 
ruhen.  Fiir  diese  Punkte  ist  (pl  -f-  at  =  —  ,  qc2  H~  a2  ===  T?  so  ^ass 
man  die  vier  Bedingungsgleichungen 

i0  -j-  1  &  sin  ^  +  r  <Pi  gin  ^  =  0  , 
^0  —  Z  -0-  cos  &  —  rqpi  cos  -0-  =  0  , 
XQ  —  I  ft  sin  0-  +  *"9P2  sin  0-  =  0  , 

^0  +  I  &  cos  -9-  —  r<p2  cos-d-  =  0 
erhalt. 

Sie  lassen  sich  durch  die  folgenden  drei  voneinander  unabhangigen 
Relationen  ersetzen: 

(1)  W3   =  ^   +   -(>!    +   I  &)  =  0  , 


(2)  «4     :<3P2  +  7^  -*#)  =  0, 

(3)  eo5  :  ::  XQ  cos  ^  +  i/0  sin  ^  =  0  . 

Hierbei   ist   die   Greschwindigkeit   der   eigentlichen-  'Vorwartsbewegung 
co1  =  xQ  sin  &  —  y0  cos  # 


und 

o> 


Die  kinetische  Energie  ^  des  Wagenkastens  (Masse  /i0)  mit  den 
Schwerpunktskoordinaten  a*,  &*  und  dem  Tragheitsradius  k0  in  bezug 
auf  eine  Vertikale  durch  die  Radaxenmitte  ((7)  wird  fur  o62  =  0  : 


Hat  nun  jedes  Rad  die  Masse  ^  und  den  polaren  Tragheits 
radius  &x  um  den  in  der  Radaxe  gelegenen  Schwerpunkt,  so  wird  die 
kinetische  Energie 

a)  des  linken  Rades 

^  =  ifh  IV  +  ^o2  +  (?  +  l^2)^2  +  ^^i2 


b)  des  rechten  Rades 

E*  ==  iMi  (^o2  +  £o2  +  G2  +  - 

—  2  lxQ»  sin  d-  +  2  ly^  cos  ^  }  . 


7b.  Der  kinetische  Ansatz  fur  Fahrzeuge  mit  Rollbewegung.  423 

Hieraus  folgt  fur  die  kinetische  Energie  E  =  E0  -f-  JE^  -f-  E2  des 
Systems 


E  ==  1  {  [^  +  2ft  (l   +  -^)]  <  -f   [a,  V  +  2ft  (Z«  +  1  ^  +  ^ 

-  2ft,a*ro1roa  —  2/i0&*a>2 
Fiir  die  Impulskomponenten  erhalt  man  die  Werte: 


und  hieraus  die  quasi-energetisclien  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen 
in  der  Form: 


•^-  -f-  CDj  J5  =  K2  . 

An  den  Punkten  (x,  y,  z)  des  Wagenkastens  mogen  nun  eingepragte 
Krafte  mit  den  Komponenten  kJP\  &y(0),  kj®  angreifen,  ebenso  an  den 
Punkten  der  Rader,  wobei  die  Krafte  durch  Indizes  ausgezeichnet 
seien.  Alsdann  sind  die  Systemkrafte  Kx  und  K2  bestimmt  durch  die 
Grleichung 


Kx  ist  die  Zugkraft  in  der  Richtung  der  Deichsel,  K2  das  resultierende 
Moment  der  eingepragten  Krafte  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  der 
Raderaxe  als  Pol. 

Wegen  der  kinetischen  Ansatze  fiir  das  Zweirad,  das  vierraderige 
Automobilfahrzeug  und  die  Schienenfahrzeuge  vgl.  Art.  IV  10,  Nr.  23 
(v.  Mises). 

8.    Ermittelung  der  kinetischen  Reaktionen. 

8  a.  Die  Eeaktionen  bei  ebenen  und  raumlichen  Korperketten. 
In  der  stereomechanischen  Auffassung  konnen  die  Komponenten  eines 
Reaktionssystems  (Reaktionsresultanten  und  Reaktionsmomente)  nur 
dann  eindeutig  bestimmt  werden,  wenn  die  Korperkette  ,,statisch  be 
stimmt"  ist.  Diese  Voraussetzung  ist  bei  gegliederten  technischen 

28* 
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Mechanismen  nicht  immer  erfiillt  (vgl.  Nr.  7  a).  Will  man  also  in 
solchen  Fallen  eine  grossere  Anzahl  von  Reaktionskompouenten  er- 
mitteln,  als  stereomechanisch  zulassig  sind,  so  miissen  wenigstens 
einzelne  Glieder  der  Korperkette  als  deformierbare  Gebilde  voraus- 
gesetzt  werden7  oder  die  Systemauffassung  des  Mechanismus  ist 
durch  Einschaltung  elastischer  Zwischenglieder  zu  erweitern.  Endlich 
kann  der  noch  verwickeltere  Fall  auftreten,  dass  die  Stiitzkorper  nicht 
mehr  als  starr  und  vollig  ruhend  gelten  konnen.  Jetzt  wird  es  not- 
wendig,  auch  diese  in  ihrer  Veranderlichkeit  kinetisch  zu  beriick- 
sichtigen  (Theorie  des  Mitschwingens  beim  geodatischen  Pendel  und 
das  analoge  Problem  bei  Kraftmaschinen  mit  hin-  und  hergehenden 
Teilen).  Im  folgenden  soil  nur  die  direkte  Ermittelung  der  Stereo- 
reaktionen  behandelt  werden,  da  die  Kenntnis  derselben  auch  fur  die 
weniger  stark  idealisierte  Systemauffassung  eine  Naherungsstufe  fur 
die  wirklichen  Reaktionen  darstellt. 

Der  Eulersche  Ansatz  fiir  den  Kurbelmechanismus  mit  reibungs- 
losen  Gelenken  als  Scheibenkette  aufgefasst  (vgl.  Nr.  4e)  ergiebt  sicb 
aus  den  Gleich.  (Ill)  in  Nr.  6d  namlich: 

®!  (rotierender  Korper)    •  -  r±  -f-  fcj  —  gx  -f-  F2  =  0, 

J^-- ^  +  ^,=0,   (Pol  (7J, 
®2  (Verbindungskorper)    -  -  F2  -f-  &8  —  q^-\-rz=.  0, 

Ms  —  Ws+e2r3  =  0,   (PolC,), 
513  (geradlinig  gefiihrter  Korper)    —  fs  -f-  fc3  —  q5  -(-  r4  =  0, 

M,-W,+  esr,  +  E,  =  0,   (Pol  03). 

In  diesein  Beispiel  ist  also  Et  =  0,  jR2  ===  0,  R3  =  0.  Die 
kinetischen  Reaktionsresultanten  rt,  F27  r3}  r±  werden  in  derselben 
Weise  bestimmt  wie  die  statischen  Resultantreaktionen  in  Nr.  6d.  Es 
ist  dort  nur  7c9  —  q9  an  die  Stelle  von  k9  und  M9  —  W*  an  die 

_       6  -*.  £  2  •  • 

Stelle  von  M2  zu  setzen.  Die  Beziehung  r4a.  =  0  ergiebt  nach  Eli 
mination  der  iibrigen  Reaktionen  die  Bewegungsgleichung44)  des 
Kurbelmechanismus.  Die  Kenntnis  der  getrennten  Auflagerreaktionen 
rt  und  riy  mit  dem  Moment  R±  ist  von  Bedeutung,  wenri  der  Trag- 
korper  des  Mechanismus  elastisch  deformierbar  ist. 

Bei  Annahme  eines  allgemeinen,  d.  h.  raumlichen  Kraftesy stems 
lassen  sich  die  kinetischen  Reaktionen  am  Kurbelmechanismus  noch 
nach  den  Regeln  der  Stereomechanik  bestimmen,  wenn  man  gewisse 


44)  Man  vgl.  0.  Mohr,  Abhandlungen  aus  der  technischen  Mechanik,  Berlin 
1906,  p.  172  und  175 
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Aunahmen  fiber  die  Gelenkverbindungen  macht.  Die  Resultant- 
gleichunsen  bleiben  ungeandert.  enthalten  aber  11  von  Null  verschie- 

Go  O  / 

dene  Komponenten:  rlx,  rly,  ris;  r2x,  r.2y,  r2z;  rSx,  rSy,  rSz;  r±yj  r42. 
Man  denke  sich.  die  Verbindung  der  Glieder  ^  nnd  &2  so  ausgefiihrt, 
dass  nur  eine  Komponente  des  Reaktionsmomentes  HZJ  namlich  _R2a 
(um  die  Lenkstangenaxe)  iibertragen  wird.  In  C3  wird  kein  Reaktions- 
moment  angenommen,  so  dass  die  Momentgleichungen  in  der  Form 

-Rl  +  Mi—W1+es±  +  R*  =  0,     (Pol  CJ, 

-R2  +  M2-  TF2  +  w~  =  0,     (Pol  CO, 

Mz  -  W.  +  e~r~  +  M±  =  0,     (Pol  C8) 

geschrieben  werden  konnen.  Die  Gesamtzahl  der  unbekannten  Re- 
aktionsgrossen  bei  Vernachlassigung  der  Reibung  in  den  Grliedverbin- 
dungen  ist  11  -f-  6  =  17. 

Da  sich  die  Beschleunigungen  ^,  ^2?  Q's?  Wl}  WS)  W%  durch  die 

Koordinate  6   des  Getriebes  und   die  Grossen   —  —  co,  -5-,  =  o>  aus- 

dr  '   dr* 

driicken  lassen,  so  ergeben  sich  alle  Reaktionskomponenten  als  Funk- 
tionen  von  6  und  o,  nachdem  co  mit  Hilfe  der  Bewegungsgleichung 
eliminiert  ist.  Man  kann  auch  noch  co  aus  dem  Prinzip  der  leben- 
digen  Kraft  entwickeln.  Dies  ist  aber  nur  in  gewissen  Fallen  vorteil- 
haft.  Meistens  geniigt  es  fiir  «  einen  Mittelwert  anzunehmen. 

In  der  mathernatischen  sowohl  wie  in  der  technischen  Litteratur 
findet  sich  vielfach  die  Bemerkung45),  die  Bestimmung  der  kinetischen 
Reaktionsgrossen  erfolge  auf  Grand  des  d'Alembertschen  Prinzipes. 
Diese  Ansicht  ist  durchaus  unrichtig.  Es  handelt  sich  hierbei  immer 
um  eine  Verwechslimg  des  genannten  Prinzipes  mit  dem  d'Alembert 
schen  Ansatz  (Nr.  7).  In  dem  Traite  de  dynamique  von  d'Alenibert  ist 
die  Sache  klar  auseinandergehalten.  Nur  steht  die  Betrachtung  dort 
wesentlich  im  Rahmen  der  Punktmechanik.  Die  Kinetostatik  des  starren 
Korpers  als  selbstandiges  Element  tritt  erst  bei  Eider  (Theoria  motus 
corporum  solidorum)  auf.  Man  vgl.  Art.IV6;  Nr.31b  (StackeT),  Gl.  11 — 16. 
Die  kinetischen  Reaktionen  bei  der  Lokomotivbewegung  sind  von  A.Yvon 
Villarceau4'6}  ausfiihrlich  behandelt. 

8b.  Die  Beriicksichtigung  der  Reibung  bei  kinetischen  An 
satzen.  Wir  konnen  hier  wieder  an  die  Dartellung  in  Art.  IV  6 
Nr.  31  b  (StaclteT)  ankniipfen.  Dort  sind  die  Kontakfbedingungen  fiir 


45)  Vgl.  FuBnote  41. 

46)  A.  Yvon  Villarceau,  Theorie  de  la  stabilite  des  machines  locomotives 
en  mouvement,  Paris  1852. 
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einen  starren  Korpers  gegeben,  welch er  auf  einer  ruhenden  starren 
Flache  gleitet.  Wir  beschranken  uns  hier  auf  die  Punktberuhrung 
und  fiihren  statt  der  kartesischen  Koordinaten  des  Beriihrungspunktes 
Gausssche  Flachenkoordinaten  ein,  wie  es  bereits  C.  Neumann  getan 
hat.  In  bezug  auf  einen  ruhenden  Raumpunkt  0  sei  c  der  Vektor 
des  Rotationspunktes  C  des  Gleitkorpers.  Zur  Zeit  T  seien  die  End- 
punkte  von  OX'  =  x  (der  Tragflache)  und  von  CZ'  =  s'  in  Be- 
riihrung,  so  dass  x'  —  c  -\-  s'  wird.  Sind  also  cpl}  <p2  die  Gaussschen 
Koordinaten  des  Punktes  X'  und  <pl7  <pn  diejenigen  des  Punktes  27,  so 
miissen  Ausdriicke  von  der  Form 

ff' —  JFfai,  qpj)     und     g'  =  £(<?!,  yn) 

bekanut  sein,  wenn  die  beiden  in  Betracht  kommenden  Oberflachen 
analytisch  gegeben  sind.  Der  nach  einem  ruhenden  Axenkreuz  0123 
zerlegte  Vektor  i*'  liefert  die  Koordinaten  z^,  02'7  z%  als  Funktionen 
von  c1}  C2,  C3  und  den  Eulerschen  Positionswinkeln  «1?  Oj,  a8.  Es  wird 
also 

(1)  £'  =  f  (ci,  c3,  c3,  «!,  «a,  «8,  qpI;  9?n)  =  F(tpi}  «pa) 

die  ersfe  geometrische  Kontaktbedingung.  Die  zweite  KontaMbedingung 
besteht  in  dem  Ausdruck  des  Zusammenfallens  der  beiden  Flachen- 
normalen  im  Beriihrungspunkt.  Setzt  man 

dx  ,       dx         _ ,      a(Sj- -c)  _    _ ,      ^_-  c)  _ 

>s —  —  Ci  »     ^~      —  ^9»          o  —  ^T>          o  "TI  i 

S^  dcps  ^9>i  ?9n 

so  wird  dieser  Ausdruck 

(2)  e{e^  •  \e^   —  e^e2'  •   e{e^  |  =  0. 

Er  ist  gleichwertig  mit  swei  unabhangigen  Relationen  zwischen  den 
Eulerschen  Winkeln  ax,  «27  a3  und  den  Gaussschen  Koordinaten  qpu  <p2, 
^i?  ^n-  Da  die  beiden  vektoriell  geschriebenen  Gleichungen  (1)  und 

(2)  5  unabhangige  Bedingungen   fur  die  10  Grossen  c1;  c2,  C3;  a1;  a2, 
a3l  Tu  ^2!  9i;  ^n  darstellen,  so  kann  man  etwa  die  vier  Gaussschen 
Koordinaten  cp^  gp2;  cplf  <pu  eliminieren  und  erhalt  so  die  vollstdndige 
KontaMbedingung  in  der  Form  einer  skalaren  Gleichung 

(3)  C(clt  c2;  c3,  «1;  «2,  «3)  =•  0 . 

Man  kann  aber  auch  jede  der  6  Eulerschen  Korperkoordinaten 
C1;  c2,  cs,  KI}  a2,  ccs  durch  funf  passend  gewahlte  Lagrangesche  Koordi 
naten  ifj1}  if>a,  .  .  .,  1^5  eindeutig  ausdrucken,  was  der  Tatsache  ent- 
spricht,  dass  die  Gleitbewegung  unter  den  gegenwartigen  Voraus- 
setzungen  mit  5  Freiheitsgraden  erfolgt. 

Die  Gleitgeschwindigkeit  des  Punktes  Z'  auf  der  Tragflache  ist  be- 
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stimmt  durch  den  Ausdruck 

(4)  v'  =  c  -f-  ~&W . 

Hierzu    treten    die    kinetischen   Gleichungen    oder    genauer    aus- 
gedriickt  die  kinetostatischen  Ansatze 

(5)  q=k  +  r,     W  =  M  +  R(PolC). 

Hierin  bedeutet  r  die  totale  Reaktion  im  Beriihrungspunkt  und  R 
das  totale  Reaktionsmoment,  welches  zu  dem  Moment  M  der  ein- 
gepragten  Krafte  1c  hinzutritt,  urn  dem  Beschleunigungsmoment  W  das 
Gleichgewieht  zu  halten.  Bei  Abwesenheit  von  Reibungswiderstanden 
steht  f  normal  zur  Tragflache.  In  diesem  Falle  werde  r  mit  r'  be- 
zeichnet.  Da  wir  hier  Reibung  voraussetzen,  so  muss  r  neben  der 
Normalkomponente  re  eine  von  Null  verschiedene  Tangentialkom- 
ponente  F,  besitzen.  Es  wird  also  f  =  fe  -)-  F/y  sein.  Es  ist 
dann  F8  im  allgemeinen  von  r'  verschieden.  Eine  Ausnahme  (d.  h. 
rg  =  f'}  bildet  das  Gleiten  einer  homogenen  Kugel  auf  einer  ruhenden 
Ebene.  r^  stellt  den  Einfluss  der  Gleitreibung  dar,  und  die  Aner- 

kennung  des  Coulombschen  Gesetzes  giebt  rs  =  —  y  — f  •  v',  wo  y  den 

Koeffizienten  der  Gleitreibung  bezeichnet.  In  der  zweiten  der  Glei 
chungen  (5)  ist  zunachst  das  Reaktionsmoment  R  =  Is'r,  aber  nur 
so  lange  als  die  Gleitung  der  einzige  passive  Widerstand  ist.  Die 
Gleichungen  (1)  bis  (5)  bestimmen  die  Bewegung  und  die  Normal- 
reaktion  re)  wenn  v'  von  Null  verschieden  ist.  Ist  dagegen  zu  irgend 
einer  Zeit  r  die  Gleitgeschwindigkeit  gleich  Null,  so  muss  eingehend 
untersucht  werden,  wie  sich  die  Totalreaktion  r  in  dem  Zeitintervall 
r  -f-  AT  verhalt.  Anleitungen  hierzu  findet  man  bei  E.  J.  Routh*1) 
und  bei  P.  Painleve*8}.  Die  wirkliche  Durchfuhrung  der  dort  ge- 
gebenen  Vorschriften  im  gegebenen  Falle  verlangt  aber  eine  gewisse 
Einiibung,  die  am  raschesten  an  einfachen  Schulbeispielen  erworben  wird. 
Die  Bewegung  einer  Kugel  auf  der  Ebene  ist  bei  F.  Minding^} 
sehr  griindlich  behandelt.  Man  vergleiche  die  Durchfuhrung  desselben 
Problems  bei  Painleve50).  Von  demselben  Verfasser  sind  a.  a.  0. 
noch  eine  ganze  Reihe  von  typischen  Beispielen  der  Reibungskinetik 
(bei  Ausschluss  des  Roll-  und  Bohrwiderstandes)  eingehend  durch- 
gefiihrt.  In  den  Lehrbiichern  der  theoretischen  Mechanik  vermisst  man 


47)  E.  J.  South,  Advanced  rigid  dynamics,  London  1884,  p.  145. 

48)  P.  Painleve,  Le9ona  sur  le  frottement,  Paris  1895,  p.  41/3. 

49)  F.  Minding,     Handbuch     der    theoretischen    Mechanik,     Berlin    1838, 
p.  325/348 

50)  P.  Painleve,  Le9ons  sur  le  frottement,  Paris  1895,  p.  87/98. 
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meistens  eine  geniigende  Darstellung  der  Eeibungskinetik  des  starren 
Korpers.  Die  Monographie  von  J.  H.  Jellettbl~)  enthalt  im  8.  Kapitel 
raehrere  Beispiele  zur  Reibungskinetik,  von  denen  die  Behandlung  der 
Friktionsrader  auf  S.  204—215  technisch  das  meiste  Interesse  hat. 

Das  letztgenannte  Beispiel  (Friktionsrader)  gehort  scbon  zur 
Reibungskinetik  der  Korperketten.  Eine  Kette  mit  zwei  beweglichen 
starren  Kontaktgliedern,  Keil  und  Kreisring,  fiibrt  P.  Painleve™}  init 
aUen  Einzelheiten  durch.  Allgemeine  Meitwden  zur  Reibungskinetik 
von  Beriibrungsketten  aus  starren  Gliedern  fehlen  in  der  Litteratur. 
Das  hindert  jedocb  nicbt,  den  Ansatz  im  gegebenen  Falle53)  stereo- 
kinetiscb  zu  uiacben  und  auf  Grund  desselben  die  wichtigste  Frage  zu 
beantworten,  ob  dieser  Ansatz  ausreicht,  den  Bewegungsvorgang  der 
Kette  mit  Gleitreibung  sowie  die  Drucke  an  den  Kontaktstellen  ein- 
deutig  zu  ermitteln. 

Der  kinetische  Ansatz  bei  Berudcsichtigung  des  Roll-  und  Bolir- 
widerstandes  ist  bei  P.  Painleve™}  kurz  skizziert.  Man  zerlegt  jetzt 
die  durcb  den  Kontaktpunkt  gehende  Drebaxe  in  zwei  Komponenten, 
d.  h.  nach  der  gemeinsamen  Flachennormale  (7)  und  tangential,  so 
dass  man  fur  die  Winkelgescbwindigkeit  die  Zerlegung  w  =  65f  -f-  oL 
bat.  Die  entsprechenden  Widerstandsmomente  werdeu  nacb  der  ge- 
brauchlicbsten  Annabme  proportional  dem  Normaldruck  r(  gesetzt. 
Einwandfreie  Versucbe,  welcbe  diese  Annahme  bestatigen,  sind  nicht 
bekannt.  Die  zweite  Gleicb.  (5)  nimmt  jetzt  die  Form  an 

(6)  W  =  M  +  z'r  -  £  rt  -  5.  -  ^  <•  ^ . 

Wegen  der  Koeffizienten  g    und  g"  vgl.  IV  10,  6,  Nr.  6  (v.  Mises). 

PainlevcM]  bat  die  Gleich.  (6)  auf  einige  Beispiele  angewendet 
und  ist  fur  den  Fall  eines  rollenden  und  bohrenden  Kreisringes  (cerceau) 
zu  einem  Resultat  gelangt,  dessen  experimentelle  Prufung  wiinscbens- 
wert  erscbeint. 

Der  Ubergang  von  der  Rollbewegung  zur  Gleitbewegung  an  einer 
Stelle  (z'}  eines  Gliedes  der  Korperkette  entspricbt  stets  der  Aufhebung 
der  spezifiscben  Rollbedingung 

c  —  to  #"'  =  0 . 

51)  J.  H.  Jellet,   Treatise   on  the  theory  of  friction,  Dublin  1872,   deutsch 
von  J.  Luroth  u.  A.  Schepp,  Die  Theorie  der  Reibung,  Leipzig  1890. 
62)  P.Painleve,  Le9ons  sur  le  frottement,  Paris  1895,  p.  103/6. 

53)  Ein  alteres  Beispiel  fiir  die  Durchfuhrung  eines  mehrgliederigen  Ketten- 
problems  mit  Reibung  findet  man  in  G.  Decker,  Handbuch  der  rationellen  Mechanik, 
Bd.  3,  Augsburg  1860,  p.  117. 

54)  P.Painleve,  a.  a.  0.,  p.  106/11. 
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Es  kann  aber  auch  in  einem  bestimmten  Zeitmornent  die  spezifische 
Kontaktbedingung  (Gleich.  3)  ihre  Giiltigkeit  verlieren.  Dies  entspricht 
einem  Zeichenwechsel  der  Normalreaktion  rf.  Ln  allgem einen  tritt  jetzt 
an  dieser  Stelle  eine  Trennung  der  Korper  ein.  G.  Hamel*'0*}  hat  fur 
Systeme  dieser  Art  gezeigt,  dass  der  Normaldruck  (rj  an  der  Be- 
riihrungsstelle  entweder  wirklich  als  Druck  bestimmt  werden  kann, 
oder  dass  eine  Trennungsbewegung  moglich  ist,  wenn  die  Durchfiihrung 
des  Problems  unter  Aufrechterhaltung  der  Beriihrungsbedingung  einen 
negativen  Druck  ergiebt.  Selbstverstandlich  muss  man  damit  rechnen, 
dass  die  eingetretene  Trennungsbewegung  in  einem  gewissen  Zeitpunkt 
in  einen  Stossprozess  iibergehen  kann,  der  sich  ohne  Zusatzannahmen 
(vgl.  Nr.  9b)  nicht  weiter  verfolgen  lasst. 

9.   Impulskinetik. 

9  a.  Die  reine  Impulsion.  Die  Impulsvorstellungen  innerhalb  der 
Stereomechanik  werden  in  der  neueren  technischen  Literatur  weit 
haufiger  verwendet,  als  dies  friiher  der  Fall  war.  In  den  ersten  Ent- 
wicklungsperioden  der  klassischen  Mechanik  nahm  der  Impulsbegriff 
naturgemass  die  erste  Stelle  ein. 

Die  altesten  Untersuchungen  iiber  die  einfachen  Stossvorgange 
kleiner  Korper  (ft  Masse,  v  Geschwindigkeit)  ffihrten  auf  den  absoluten 
Punkt-Impuls  (Bewegungsgrosse)  p  =  (iv .  Daneben  trat  die  Vor- 
stellung  des  relativen  Impulses  {.iv  —  v°  als  DifFerenz  der  absoluten 
Impulse  [iv  und  [iv0.  Im  technischen  Masssystem  wird  p  in  Sekunden- 
Kilogramm  (sec-kg)  ausgedruckt.  Zur  kinetischen  Energie  E  =  ^[iv2 
einer  Punktmasse  steht  der  Impuls  p  in  der  Beziehung  eines  Ge- 
schwindigkeitsgradienten,  d.  h.  es  ist 

wo  die  e  Einheitsstrecken  auf  den  Axen  des  Koordinatenkreuzes  0 
bedeuten.     Newtons  kinetische  Grundgleichung 

—5 —  =  Jc  (eingepragte  Kraft) 

kann  nach  dieser  Auffassung  in  die  Form 

d  BE       a^  =  T. 
dr  dv          dx 

O    7^ 

gebracht  werden,  da  der  Gradient   ^_=  0  ist. 

0  00 

Betrachtet  man  die  Punktmasse  /x  als  eine  Zahl,  so  lasst  sich 
der  Impuls  p  unter  dem  Bilde  der  homo  gen  en  Deformation  der 


55)  G.  Hamel,  Math.  Ann.  56  (1908),  p.  391. 
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Raumgrossen  auffassen.  Es  1st  dann  p  der  gedehnte  Geschwindig- 
keitsvektor  v  und  die  Masse  fi  spielt  die  Rolle  eines  Dehnungsfaktors. 
Die  Interpretation  kann  sinngemass  auf  alle  Systemimpulse  iibertragen 
werden. 

Die  Impulskinetik   des    freien    starren  Korpers  geht  bekanntlich 
von  zwei  vektoriellen  Komponenten  aus: 

3E        _ 
der  Impulsresultante  p  =  -~-=-     (u  Translationsgeschwindigkeit), 

/)U 
und  dem  Impulsmoment     V  =  -^=     (<So  Drehgeschwindigkeit), 

wo  E  die  Idnetisclte  Energie  des  Korpers  bedeutet. 
Fiir  u  =  0  hat  man 

-         dE^) 

den  Drehimpuls          J  =    ~_ 

mit  E(")  ==  ^-(T^J  +  Tno»i  +  ^0,^), 

wenn  das  korperfeste  Axenkreuz  mit  den  Hauptaxen  zusammenfallt. 
Die  Komponenten  JI7  Jn,  Jm  des  Drehimpulses  J  lassen  sich  als  die 
gedehnten  Komponenten  der  Drehgeschwindigkeit  w  auffassen.  Die 
Haupttragheitsmomente  TI7  TII?  Tni  sind  die  konstanten  Dehnungs- 
faktoren. 

In    der  Bezeichnung    der  Dyadenrechnung    (vgl.  Nr.  Ic)   ist  der 
Drehimpuls 


Er  geht  aus  co  durch  eine  affine  Deformation  hervor,  welche  durch  die 
Tragheitsdyade  gegeben  ist.  Andererseits  erscheint  w  geradezu  als  die 
(vektorielle)  Koordinate  des  Drehimpulses  J  in  hezug  auf  die  Dyade  T. 
Bei  dieser  Art  der  Koordinierung  erscheinen  a?  und  J  als  aqui- 
valente  Grossen.  Es  ist  namlich 


weun  T  ~  l  die  zu  "T  reziproke  Dyade  bedeutet. 

Fiir  die  technischen  Anwendungen  kommt  ferner  die  Impuls 
kinetik  des  gebundenen  starren  Korpers  in  Betracht.  Wir  bezeichnen 
mit  h  und  H  Resultante  und  Moment  der  eingepragten  momentanen 
Puukt-Krafte  und  mit  s  und  S  Resultante  und  Moment  der  elemen- 
taren  Reaktionen.  Der  d'Alembertsche  Ansatz  lautet  jetzt 


O 


H 


p°   und  V°  sind   die  Werte,    welche  die  Impulsvektoren  p  und  V  fur 
u  =  u°  und  co  =  to0  annehmen.  Wir  setzen,  wie  iiblich,  p  —  p°  =  Ap, 
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f  — Y°=  AY.     Dann  1st 


Ap  =  fi(Aw  4  Ara  •  #*),     AY  =  u-0*  •  Aw  4  AcoT , 

wenu  ^  die  Masse  des  Korpers  bezeichnet.     Vgl.  Nr.  4  a. 

Um  die  reaktionsfreien  kinetischen  Impulsgleichungen  aus  dem 
d'Alembertschen  Ansatz  zu  erhalten,  wendet  man  das  d'Alembertsche 
Prinzip  genau  so  an,  wie  es  auf  der  Beschleunigungsstufe  geschieht. 
Auch  die  Bestimmung  der  Reaktionskomponenteii  s  und  S  erfolgt  auf 
demselben  Wege  wie  dort.  Im  technischen  MaBsystem  sind  die  s  in 
Sekunden-Kilogramm,  die  S  in  Meter-Sekunden-Kilogramm  auszudriicken. 

Liegen  ebene  oder  raumliche  G-elenkketten  oder  Beruhrungsketten 
aus  starren  GUedern  vor,  so  erfolgt  der  Ansatz  entweder  im  Sinne 
der  Eulerschen  (vektoriellen)  oder  der  Lagrangeschen  (skalaren)  Glei- 
chungen.  Die  Eulersohen  kinetostatischen  Impulsgleichungen  erhiilt 
man  unmittelbar  aus  den  Formeln  III  von  Nr.  7  a,  indem  man  die 
eingepragten  beschleunigenden  Krafte  k  durch  die  Momentankrafte  h 
und  die  Momente  M  (auf  der  Beschleunigungsstufe)  durch  die  ein- 
gepragteii  Impulsmomente  J9T,  die  Beschleunigungsresultanten  q  durch 
Ajp  und  die  Beschleunigungsmomente  W  durch  AF  ersetzt. 

So  erhalt  man  fur  das  Schubkurbelgetriebe  mit  den  Grliedern  ^ 
(rotierendes  Glied),  ®2  (Lenkstange),  ^3  (oszillierender  Teil)  das  Glei- 
chungssystem : 


(I) 


'  f  —  ^i  +  ei%  +  -^i  +  ^2  =  AT;'I     (Pol:  WeUenmitte), 

(II)       -  S8  +  c^s  +  fij  +  S8  =  AF2     (Pol:  Kurbelzapfenmitte), 
(—  ^3  +  es^  +  -"3  H-  $4  ==  A F3     (Pol:  Kreuzkopfzapfenmitte). 

Im  Falle  der  Scheibenkette  (vgl.  Nr.  8  a)  mit  glatten  Zapfen  ver- 
schwinden  die  Reaktionsmomente  S1}  S%,  S3. 

Bei  den  bisher  in  der  Literatur  allein  behandelten  ebenen  Be 
ruhrungsketten,  lasst  man  die  Momentpole  in  den  Grleich.  (II)  mit  den 
Berfihrungspunkten  zusammenfallen  und  wahlt  zur  Vereinfachuug  der 
Zerlegung  in  Koraponenten  die  Axenkreuze  in  den  Kettengliedern 
so,  dass  die  Normale  des  Beruhrungspunktes  in  eine  Axe  des  Axen- 
kreuzes  fallt. 

Zuweilen  ist  es  erforderlich,  aus  den  Geschwindigkeitskomponenten 
u  und  co  des  starren  Korpers  die  Greschwindigkeit  v  eines .  beliebigen 
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Systempunktes  z  zu    bestimmen.     Diese    erbalt    man    sofort    aus    der 
Grundgleicbung  v  =  u  -f-  «£. 

Umgekehrt  kann  man  U  und  co  finden,  wenn  die  Greschwindigkeiten 
v'}  v",  v'"  von  drei  Punkten  z'}  z"  und  0'"  bekannt  sind.  Aus  den 
Beziebungen  v'"  -v"—&(z'"  -  z"\  usw.  folgt  v" — v" g"'  —  z"  =  0 
usw.  Die  Bedingungen  miissen  erfiillt  sein,  wenn  die  Aufgabe  fiber  - 
baupt  losbar  sein  soil.  Da  co  auf  v'"  -  v"  und  auf  v"  -  -  v'  senkrecbt 
steht,  so  bat  man 

co  =  A(t?"  -  -  v'")(y"    -  v") 

und  es  bleibt  nur  der  Faktor  A  zu  bestimmen.     Man  findet 


Z    — Z   V      —  V' 

also 


(v"  —  v")  (v"'  —  v" 

CO  -— —  — 


und 

u  =  v' —  co/. 

Mit  dieser  Aufgabe  baben  sicb  scbon  J.  V.  Poncelet  und  M.  Cliasles 
beschaftigt56).  Sie  ist  fur  die  pbotogrammometrische  Bestimmung 
des  Gescbwindigkeitszustandes  eines  frei  scbwebenden  starren  Korpers 
(vgl.  Nr.  3b)  von  Bedeutung. 

9b.  Der  Stoss.  Die  Stossprobleme  steben  zwar  zu  den  reinen 
Impulsaufgaben  in  einer  sebr  naben  Beziehung,  'miissen  aber  docb 
prinzipiell  von  den  letzteren  unterschieden  werden,  weil  bei  der  stereo- 
kin  etiscben  Auffassung57)  Annahmen  hinzutreten,  deren  physikaliscbe 
Berechtigung  nicbt  immer  begrundet  ist.  Da  die  geschichtlicbe  Ent- 
wicklung  der  Stossprobleme  in  Art.  IV  6  (StackeT)  ausfiibrlicb  dar- 
gestellt  ist,  so  geniigt  bier  eine  kurze  Zusammenstellung  der  tecbniscb 
braucbbaren  Ansatze.  Diese  sind  am  einfacbsten,  wenn  man  den  Vor- 
gang  auf  die  Ebene  bescbriinkt.  Wir  unterscbeiden  die  folgenden  Falle: 

«)  Stoss  ,,unelastisclier"  Scheiben  bei  uribegrenzter  Haftung™}.  Wenn 
der  Momentenpol  in  den  Kontaktpunkt  der  Scheiben  verlegt  wird,  dann 
lautet  der  allgemeine  Ansatz  in  unserer  Bezeichnungsweise  (s.  p.  430) 

(Scbeibe  ®x); 
(Scbeibe  $'8). 


56)  Vgl.  K.  Heun,  Kinematik,  Leipzig  1906,  p.  187/91. 

57)  Vgl.  Art.  IV  6  (Stiickel),  Nr.  18  c. 

58)  E.  J.  South,    Dynamics    of  a  system   of   rigid  bodies,    Bd.  1,    London 
1884,  p.  164. 
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Gewohnlich    wird    von  eingepragten  Impulsen  (Momentankraften) 
abgesehen,   so  dass   7^  =  0,  7i2  =  0,  ^=0,   JH"2  =  0  zu  setzen  ist. 
Es  wird  also 
(1)       A^  +  Ajft-0,         (2)     A'F^O,         (3)     AF2=0. 

In  diesen  Ausdriicken  ist,  wenn  v*  die  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes  von  $,  am  Ende  des  Stosses  bedeutet  und  T*  das  Tragheits- 
moment  um  denselben 


=  j*t  At;  *     und     AF,  =  fif0t*  "  At?  *  +  T*  •  Ara,  . 
Hierzu  tritt  noch  die  Gleichung 

(4)  «!*  —  03]  *t*  ==  «2*  —  ^2^2*  1 

welche  ausdriickt,  dass  die  beiden  Korper  am  Ende  des  Stosses  erne 
gemeinschaftliche  Translationsgeschwindigkeit  besitzen. 

Fur  die  Zerlegung  der  Gleichungen  (1)  und  (4)  wah.lt  man  die 
gemeinsarne  Tangente  und  Norniale  im  Kontaktpunkt  als  Axenkreuz. 
Man  hat  dann  6  voneinander  unabhangige  Gleichungen  zur  ein- 
deutigen  Bestimmung  der  unbekannten  Grossen  v^*,  v2*  und  o17  co2. 

/3)  Beide  Scheiben  sind  ,,unelastisch"  und  glait.  Die  Tangential- 
komponente  von  Gleichung  (4)  f  allt  aus  und  die  Tangentialkomponente 
aus  der  Gleichung  (1)  wird  ersetzt  durch 

«f.-«B-o,  ^-«f;-o. 

Der  Index  6  bezeichnet  die  Komponente  in  der  Tangentialrichtung. 

7)  Beide  Scheiben  sind  ,,elastisch"  und  glatt.  In  diesem  Falle  legt 
E.  J.  Routh  wie  schon  S.  D.  Poisson  die  Momentpole  nicht  in  den 
Kontaktpunkt,  sondern  in  die  Schwerpunkte  der  Scheiben.  Die  Ansatz- 
gleichungen  werden 

(1)  Aj?t  =  s,     Aj>2  =  —  s, 

(2)  AF1=-Vs7     AFa  =  ^*s, 
und  man  hat 

AF2  = 


Die  relative  Gleitgeschwindigkeit  ist 

Durch  Zerlegung  nach  der  Tangente  (<?)  und  Norniale  (v~)  des  Kontakt- 
punktes  erhalt  man  aus  den  Gleichungen  (1): 


=  —  sv. 
Die  Gleichungen  (2)  geben 

A  F!  =  «*,«„  —  ^frsff ,     A  F2  =  £f ,  sff  — 
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Die  Voraussetzung  glatter  Scheiben  verlangt  s0=  0.  Ferner  1st  im 
Augenblick  der  grossten  Kompression  duv  =  0  und  die  Normalreaktion 
fiir  den  ganzen  Stossvorgang  uach  Newtons  Annahme  fur  Heine  ,,elasti- 
sche"  Korper  sv'  =  (1  -f-  e)sv,  wobei  s  den  ,,Restitutionskoeffizienten" 
bedeutet.  Damit  ist  die  hinreichende  Anzahl  von  Gleichungen  zur 
Bestimmung  der  sechs  Unbekannten  v*a)  v*v,  a>1}  v*a,  v*v,  o>2  gewonnen. 
Man  muss  allerdings  beachten,  dass  die  Ubertragung  der  Newtonschen 
Annahme  auf  ,,elastische"  Scheiben  von  endlichen  Dimensionen  ohne 
experimentellen  Nachweis  recht  prekar  ist. 

d)  ,,Elastische"  Scheiben  mit  begrenzter  Haftung.  Mit  diesem  fiir 
die  Anwendungen  wichtigsten  Falle  habeu  sich  E.  J.  Eouth™}  und 
A.  E.  H.  Love™)  beschaftigt.  Love  setzt  fiir  den  Beginn  des  Gleitens 
sa=  fisv,  wo  /3  einen  Reibungskoeffizienten  auf  der  Impulsstufe  be 
deutet,  wahrend  Routli  dsg  =  ydsv  nimmt.  Fiir  y  wird  der  Reibungs- 
koeffizient  im  gewohnlichen  Sinne  genommen.  Beide  Grossen  sind 
verkniipft  durch  die  Gleichung 


wenn  r  —  TO  die  Dauer  des  Gleitens  ausdriickt.  Die  von  Routh  ver- 
suchte  Losung  lauft  auf  eine  Diskussion  der  Werte  von  sv  hinaus, 
die  hier  nicht  wiedergegeben  werden  kann. 

Losungsversuche  von  Stossproblemen  auf  Grund  der  Voraus- 
setzungen  der  allgemeinen  Elastizitatslehre  kommen  hier  nicht  in 
Betracht.  Auch  dieser  zweifellos  rationelleren  Auffassung  ist  es  bis- 
her  nicht  gelungen,  Resultate  zu  gewinnen;  die  in  gegebenen  technisch 
wichtigen  Fallen61)  eine  geniigende  Ubereinstirnmung  mit  den  ein- 
fachsten  Experimenten  zeigen. 

10.    Relativbewegung  in  vektorieller  Form. 

Da  die  Relativbewegung  bereits  in  den  Artikeln  IV  1  (  Vofi),  IV  3 
(Schoenfliefi)  und  IV  6  (StackeT)  behandelt  ist7  so  sind  hier  nur  einige 
Zusatze  nachzutragen,  welche  fiir  die  angewandte  Mechanik  von  Be- 
deutung  sind. 

10  a.  Relativbewegung  mit  nicht  beschrankter  Fuhrungsbe- 
wegung.  Sobald  die  Fiihrungsgeschwindigkeit  nicht  als  explizite 
Funktion  der  Zeit  (T)  aufgefasst  wird,  hat  man  es  lediglich  mit  der 

59)  E.  J.  Rouih,  Dynamics  of  a  system  of  rigid  bodies  4.  ed.  Bd.  1,  London 
1884,  p.  166/9. 

60)  A.  E.  H.  Love,  Theoretical  mechanics,  Cambridge  1897,  p.  272/4. 

61)  Vgl.  J.J.Schneider,  Die  Kugelfallprobe  ,   Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing. 
54  (1910),  p.  1633. 
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Vorstellung  des  Geschwindigkeitsvektors  als  geometrische  Summe  von 
Komponenten  zu  tun,  die  zwei  verschiedenen  Bewegungsraumen  koor- 
diniert  sind.  Schon  die  Eulersche  Grundgleichung  v  =  u  -{-  &(x  —  #°) 
fur  die  Punkte  eines  starren  Korpers  lasst  sicli  in  cliesem  Sinne 
deuten,  wenn  u  und  o  auf  getrennte  Raume  bezogen  werden.  Hier 
kann  entweder  u  oder  co  (x  —  x°)  als  nicht  beschrankte  Fiihrungs- 
geschwindigkeit  angesehen  werden. 

Im  Falle  einer  zweigliedrigen  Zylindergelenkkette  ($l}  ®2)  hat 
man  fur  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  welcher  dem  zweiten 
Gliede  (®2)  angehort,  den  Ausdruck  (vgl.  Nr.  4  c,  g) 


Setzt  man  hierin  oo2  =  o^  -\-  a',  so  ist  »'  die  relative  Drehge- 
schwindigkeit  von  $2  gegen  $l}  und  man  schreibt  dieser  Auffassimg 
entsprechend 

Jetzt  deutet  man  %  -f-  o^  (#2  —  #2°)  als  Fiihrungsgeschwindigkeit 
des  Systempunktes  Xg  von  $2  und  C3'(#2 —  #2°)  =  ra'(#2° — #1) 
—  G)'(XZ — x^)  als  reine  relative  Geschwindigkeit  in  bezug  auf  $r 
Derartige  Auffassungen  findet  man  wiederholt  in  Arbeiten  uber  den 
Watfachen  Regulator.  Ebenso  werden  elastische  Schwingungen  von 
Maschinenteilen  als  relative  Bewegungen  in  Ansatz  gebracht. 

10 b.  Punktbewegung  auf  einer  rotierenden  starren  Rohre.    Es 

seien  a,  b,  c  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Massenpunktes  Z  auf 
der  Leitkurve  mit  der  Parametergleichung  a  =  f  (90).  Ferner  Oxy3  das 
ruhende  Axenkreuz,  in  bezug  auf  welches  Z  die  rechtwinkligen  Ko 
ordinaten  x,  y,  z  besitzt.  Die  Drehung  erfolgt  zunachst  um  die  00-Axe. 

Die  Amplitude  der  Drehung  sei  6  und  a  =  -=—  die  Winkelgeschwindig- 
keit  der  Fiihrungsbewegung.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist 

x  =  cos  6  •  a  —  sin  6  •  b,     y  =  sin  6  •  a  -f-  cos  6  •  b,     z  —  c. 

Diese  lineare   Substitution   kann   man   in   der  Dyadenbezeichnung  als 

lineare  Vektorfunktion 

x  =  a  QJ 

schreiben.    Die  Dyade  $   ist  definiert  durch  die  Matrix 

9xa  Qxb  Qxc 
9ya  Qyb  Qyc 
9za  Qzb  Qzc 
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iii  dem  Sinne,  dass 


wird.     Im  vorliegendeu  Falle  ist 

9xc  =  9yc  =  Q:a  =  ^6  =  0 

Hat    aber    die   Drekaxe    eine    beliebige    Richtung   ^    in    Ox?  „    so    ist 
nach  Gibbs  -  Wilson  62)  : 

Qxa  =  SV  e  •   V      +  COS  e>  Qxb  =  Sy  &  '  t]x%  —  Sin  0  •  ^  > 

Qxc  =  sv  0  •  Wz  +  sin  6  •  Tf]y, 
9ya  =svB-  rtyrlx  -f  sin  0  •  17,,     Pj/6  =  sv  0  •  ??/     +  cos  B, 

QyO  =   SV   &   '    »^  —   Sil1   0   '   '»?*> 

9*  «  =  sv  0  '  7^7/^  —  sin  ^  •  yy,     (j:b  =  sv  0  •  rizriy  +  sin  8  •  rjx, 

QZC  =  sv  6  •  r\?     -\-  cos  6 

zu  setzen.    Es  bedeutet  sv  0  =  1  —  cos  6  (Abkiirzung  fur  sin  versus). 
Mit  dieser  Bezeichnung  wird  die  absolute  Geschwindigkeit 

_da     .    da  -  .    da 

v  =  a-j  --  hj~  a  —  cox  -4-  -5—  a- 
'  *  '  v 


-j          j~      —         --  -5 
dr     '     dr    *  '     d 

=  -r- 

Cv  T 


Hier   ist  cox  die  Fuhrungsgeschwindigkeit,  vr  =  -r-  $  die  relative 


Geschwindigkett. 

Die  absolute  Beschleunigung  wird 

__  ..._  J2  —  j 

fp  =  (D  (rafl?)  -f-  <»^  +  2rawr  -f  -j-  j  i  ?:< 
Hier  ist 

Wj  =  a(o3x)  -\-K>x     die  Fiihrungsbeschleunigung, 

wr  =  -—*9  ^e  relative  Beschleunigung, 


wm  =  2  c^vr  die  sog.  Coriolisbeschleunigung. 

Bezeichnet  man  jetzt  die  Einheitsstrecken  auf  der  Tangente, 
Normale  und  Binormale  der  Leitkurve  mit  6,  v,  ??,  so  erhalt  man 
fiir  die  Projektionen  der  absoluten  Beschleunigung  auf  diese  Axen 
die  Ausdrucke 


,--  ds 

2w7?d7 

--  ds 


62)  Gibbs- Wilson,  Vektor-  Analysis,  New  York  und  London  1902,  p.  339. 
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welche  in  der  Eulerscheu  Turbiflentheorie63)  Verweuduugfmden.  Hierbei 
bedeutet  ds  das  Bogenelement  und  rl  den  Kriimnmngsradius  der  starren 

Leitkurve. 

i  dx  ! 
Hierzu  treten  als  geometrische  Gleichungen  noch  —  mit  e  =  \  -, 

l  dx  r,  (dzx         l    <r-s  dx 


17     —  ^          *  V  a     I    <~.         <!»  7        S 

6    0(f '  e2  \0qp  e    f/qp2 

lOc.  Punktbewegung  auf  einer  deformierbaren  rotierenden  Leit 
kurve.  Hier  handelt  es  sich  uui  eine  geftihrte  Bewegung,  bei  der  ueben 
der  Urndrehung  der  Leitkurve  eine  vorgeschriebeue  Gestaltveranderung 
(Schwingungen)  derselben  stattfindet.  Es  muss  hier  geniigen,  unter 
vereinfachten  Voraussetzungen  die  kinematische  Behandlung  dieser  Auf- 
gabe  anzudeuten.  Mit  der  Dyade  Q  ,  welche  die  Rotation  des  Fiihrungs- 
raumes  Oabc  ausdriickt,  verbindet  man  jetzt  eine  zweite,  symmetrische 
Dyade 


1  = 


*. 


*a 

l  +  *c 

welche  die  Gestaltanderung  der  Leitkurve  zum  Ausdruck  bringt.  Hier 
bedeuten  sa)  eb,  sc  die  Komponenten  der  Dehnung  und  da)  db,  dc  die 
Komponenten  der  Gleitung64").  Sie  sollen  entweder  als  vorgegebene  d.  h. 
explizite  Funktionen  der  Zeit  (r)  oder  als  solche  Funktionen  der  Zeit 
und  der  Kurvenkoordinate  g?  angesehen  werden. 

Nach  der  bisher  gebrauchten  Bezeichnungsweise  wird 

x  =  'Q*  (Ax  a)  =  a  j>. 

Die  resultierende  Dyade  7  hat  die  Gestaltanderung  und  die  Rotation 
der  Leitkurve  aufgenommen.  Diese  Zusammensetzung  ist  nach  Nr.  Ic 
ausgedriickt  durch  die  Beziehungen 

Ytx  —  Qia  ^ax  +   Qib  1-bx  +  9,c  ^cx 

i  —  x,  y,  z     und     K  =  a,  6,  c. 
Jetzt  wird  die  absolute  Geschwindigkeit 


und  die  absolute  Beschleunigung 


63)  L.  Euler,  Vollstandigere  Theorie  der  Maschinen,  die  durch  Reaktion  des 
Wassers  in  Bewegung  versetzt  werden.  Hrsg.  von  E.  Brauer  und  M.  Winkelmann 
in  Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  182,  Leipzig  1911. 

64)  Vgl.  etwa  A.  G.  Webster,  Dynamics,  2.  ed.  Leipzig  1912,  p.  436.    Siehe 
auch  die  Fussnote  zu  p.  438. 

Encyklop.  d.  math.  Wiasensch.     IV  1,  n.  29 
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Hierin  ist 


O2~ 

=a  ~~i  die  Fiihrungsbeschleunigungy 


wm  =  2  (a  ~    I  —  [-  -5-^  jp)  <p  die  Coriolisbeschleunigung  und 
/-  d*y         ~da  d 

*  -  a         2 


d*a   _ 


.  2 


-)-  (a  -y-  —  f-  -5-^  y)  <p  die  Helativbeschleunigung. 

Die  Differentialquotienten  ^,  ^-"  sind  aus  der  Grleichung  der  ruhenden, 
undeformierten  Leitkurve  a  =  f  (<)p)  zu  entnehmen. 

10  d.  Allgemeine  vectorielle  Auffassung  [der  Relativbewegung 
des  freien  oder  gebundenen  starren  Korpers.  ^Neben  den  beiden  bisher 
benutzten  Axenkreuzen,  dem  raumfesten  (9?)  Axenkreuz  0,8Sund  dem  im 
Korper  (K)  festen  Axenkreuz  Cinm  ist  jetzt}'noch  ein  drittes  zu  be- 
achten,  namlich  das  System  C^,  auf  welches  jetzt  die  Bewegung  be- 

zogen  wird.  Wir  bezeichnen 
mit  d  Anderungen  gegen  das 

raumfeste  Axenkreuz.  mit  d' 
•• 
Anderungen    gegen  das   im 

//  K&rperfest  Raum  bewegliche  Axenkreuz 
und  in  it  d*  Anderuugen  gegen 
das  korperfeste  Axenkreuz 
(vgl.  Fig.  9). 

a)  Kinematische  Aus- 
driicke.  Wir  zerlegen  die  ab 
solute  Winkelgeschwindigkeit  a  in  die  relative  Winkelgeschwindig- 
keit  Q  urn  eine  Axe  durch  O  und  die  fiihrende  Winkelgeschwindigkeit 
tf  um  eine  Axe  durch  C,  so  dass 


Bezugssystem 
Fig.  9. 


CD  = 


Bezeichnet  dann  c'  den  Abstand  'Off,  e  den  Abstand  ffC  und  z'  den 
Abstand  eines  Korperpunktes  von  (7,  so  gelten  zunachst 
K)  Die  geomctrischen  Beziehunyen 


d~c 


d*e 


d*z' 


Insbesondere  wird 


d*o 
— 
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/3)  Die  Impulsstufe.  Man  hat  die  absolute  Impulsresultante  p  = 
und  das  absolute  Impulsmoment  V  =  S/x-Fv  in  den  Fiihrungsbestand- 
teil  und  den  Relativbestandteil  zu  zerlegen.    Setzt  man  denientsprechend 


so  wird 

pr  =  t*  +  (>!*';     Y7  =  0*'w  -f 


Hier  bedeutet 


Die  Masse  /*.*  des  Korpers  ®  ist  hier  und  im  folgenden  gleich  Eins 
gesetzt.  Bei  Korperketten  miissen  jedoch  die  Massen  der  einzelnen 
Glieder  mit  ihren  Werten  eingefiihrt  werden. 

y)  Die  BescMeunigungsstufe.  Hier  ist  die  absolute  Beschleuni- 
gungsresultante  q  =  Spw  und  das  absolute  Beschleunigungsmoment 
W=  Spz'w  auszudriicken. 

Fur  das  Axerikreuz  0123  ist 


«.=        4. 

(D 


Fur  das  Axenkreuz  Ci'23  hat  man  die  Ausdriicke: 


Hierin  ist 

d^f          du  -r—jr, 


Weiter  ist 

qc  =  2^pr  die  Coriolisresultante, 


Wc  =  2  #*  '(<?£*)  +  2  p  Jc;  das  Coriolismoment. 
Dabei  wird 


TI}  Tn,  Tni   sind   die  Triigheitsmomente    um  die  Axen  (7I7    (7n  und 
Cin.    Es  ist  auch 


wenn 
gesetzt  wird. 
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Fiir  i *  ==  0  (reine  Drehung)  steht  das  Coriolismoment  senkrecht  auf 
der  relativen  Winkelgeschwindigkeit  p  und  senkrecht  auf  einemJDreh- 
impuls  Jc,  der  entsteht,  wenn  man  von  dem  Fiihrungsimpuls  3f  den 
Kugelirapuls  KTi  + Tn  +  Tm)tf  geometrisch  subtrahiert. 

Die  relative  Leistung  der  totalen  Coriolisbeschleunigung,  namlich 


verschwindet  iinmer. 

Im  besonderen  wird : 


-f-  (Wc  — 


(Ha) 


(lib) 


q'  = 


y^          =  o#*  +  ,-  +  9(9**')  +  a*  2*' • 

dt  u^ 

wf  f      i        <**  '  I       ---^rf  „... »,_...,       l_    p3f.'  I       .j  T/ 


9 J' 


wo 


und 


dr 


Die  Zerlegungen  nach  dem  kor-perfesten  Axenkreuz  CIIITn  betrachten 
wir  nur  in  dem  Falle  u  =  0  und  e  =  0.    Jetzt  ist 


Man  hat 
und 

(III) 


/  = 


?     pr  == 


==  0p/  -f 


Hierin  bedeutet 


und 


Fallt  CIIim  mit  den  Hauptaxen  von  $  zusammen,  so  wird 

re         m     r  *  s-  \        /'T      T     Vtf     o      -4-0 

' j    =  =  lj    (^Ojj  pin — "iiiPii  J  ~    \rii       AmA"ii  vni   i 


(Ilia) 


i    Pm), 
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m        /  •\  /m         rri       \^       ^ 

WJ   =TX    p3 
(Die)  ' 


Wenn  man  die  Gleichung  (lib)  direkt  in  Komponenten  zerlegt, 
so  sind  natiirlich  die  Tragheitsmomente  1\,  T,,  T3  usw.  nicht  kon- 
stant.  Ihre  Transformation  in  konstante  Parameter  T^jr^JTu!  usw. 
ist  lastig,  da  sie  eine  quadratische  ist.  Man  zerlegt  daher  MVf,  Wr  besser 
nach  dem  Axenkreiiz  CiniII  und  transformiert  diese  Komponenten  in 
bezug  auf  das  Axenkreuz  C{23  . 

b)  Die  Eulerschen  Gleichungen  fur  eine  gefuhrte  Bewegung.  Sie 
lauten  in  kinetostatischer  Form  fur  ein  beliebiges  Kettenglied  ®: 


Hierin  ist  k  die  Resultante  der  eingepragten  Krafte,  M  inr  resul- 
tierendes  Moment,  r  und  B  sind  die  entsprechenden  Reaktionen. 

Die  Zerlegung  der  kinematischen  Bestandteile  in  Komponenten 
erfolgt  entweder  nach  dem  Axenkreuz  Ci2z  ,  wobei  man  die  Aus- 
driicke  (Ha)  und  (lib)  benutzt,  oder  nach  dem  Axenkreuz  Oinm, 
wofur  die  Relationen  (III)  (im  Falle  der  reinen  Drehung)  massgebend 
sind.  Bei  Gelenkketten  miissen  die  Reaktionen  r  und  B  in  der  iib- 
lichen  Weise  durch  aquivalente  in  den  Gelenkaxen  lohilisierte  Reak 
tionen  ersetzt  werden.  Die  reinen  kinetischen  Gleichungen  folgen  aus 
den  obigen  kinetostatischen  durch  Anwendung  des  d'Alembertscheii 
Prinzips. 

Im  Falle  der  gefiihrten  Drehbewegung  eines  Korpers  sind  die 
kinetischen  Komponenten  des  Coriolismomentes  Wc  die  Komponenten 
der  gyroskopischen  Besctileunigung. 

Aus  Gleichung  (Ilia)  folgt  fiir  Tn  =  Tj: 


Diese  Grosse  verschwindet  fiir  Q±  =  0  und  QU  =  0.  Hieraus  folgt  das 
bekannte  Resultat:  Der  gefuhrte  symmetrische  Kreisel,  welcher  nur 
Eigenrotation  um  seine  Figurenaxe  besitzt,  hat  keine  gyroskopische 
Beschleunigung. 
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Von  F.  Klein  und  A.  Sommerfdd*y)  wird  der  Vektor 
D  =  -    ^i«(tfR)     fttr     u  =  0  und  tr  =  0 

der  durch  Zerlegung  von  R  nach  der  Richtung  6  und  senkrecht  dazu 
entsteht,  als  Deviationswiderstand  des  gefiihrten  Kreisels  bezeichnet. 

Bei  Gelenksystemen  aus  mehreren  Gliedern  ist  die  skalare  Methode 
der  vektoriellen  vorzuziehen,  wenn  es  nicht  darauf  ankornmt,  die  Ge- 
lenkreaktionen  zu  ermitteln.  Aber  die  Anschaulichkeit  der  einzelnen 
kinematischen  und  dynaniischen  Grb'ssen  tritt  bei  dieser  skalaren  Me 
thode  nicht  so  unmittelbar  hervor  wie  bei  der  vektoriellen  Methode. 

lOe.  Gefiihrte  Bewegung  allgemeiner  Meehanismen.  Das  hier 
in  Betracht  kommende  allgemeine  Problem  kann  etwa  so  formuliert 
werden:  Eine  Korperkette,  deren  Glieder  in  definiter  Weise  miteinander 
in  Verbindung  stehen  und  von  denen  einzelne  oder  Gruppen  solcher, 
soweit  sie  Aussenteile  des  Systems  oder  einander  gleitend,  rollend 
oder  bohrend  beriihren,  gewisse  holonome  oder  nicht-holonome  Be- 
dingungen  erfiillen  rnussen,  wird  derart  gefiihrt,  dass  eine  oder  inehrere 
Koordinaten  des  Systems  als  explizite  Funktionen  der  Zeit  gegeben 
sind.  Es  sollen  diejenigen  Komponenten  der  Massenwirkung  des 
Systems  analytisch  ausgedruckt  werden,  welche  den  gefiihrten  Koor 
dinaten  entsprechen.  Die  kineinatische  Durchfiihrung  dieses  allgemeinen 
Falles  geschieht  prinzipiell  auf  demselben  Wege,  welcher  in  dem 
voraugehenden  einfachen  Beispiele  eingeschlagen  wurde.  Man  beginnt 
mit  der  Aufstellung  der  Eulerschen  Impulsvektoren  dps  Systems,  wobei 
die  Behandlung  der  raumlichen  Zylindergelenkketten  in  Nr.  4g  und 
die  Rollbewegung  in  Nr.  5d  als  Vorbild  dienen  konnen.  Hieraus 
folgt  direkt  die  kinetische  Energie  des  Systems.  Etwa  vorhandene 
nicht-holonome  Bedingungen  werden  entweder  in  der  Weise  beriick- 
sichtigt,  wie  es  bei  Aufstellung  der  Lagranye-EulerBchen  (quasi- 
energetischen)  Gleichungen  in  Nr.  14  c  beispielsweise  durchgefuhrt  wird 
oder  man  fiihrt  dieselben  unmittelbar  in  die  _EWerschen  Impulsvektoren 
ein,  verf  ahrt  wie  inNr.  5d  und  7b  und  gelangt  von  hier  zu  den  modifizierten 
Eulerschen  Vektoren  der  Systembeschleunigung.  Fur  die  Wahl  einer 
der  beiden  freistehenden  Methoden  wird  im  gegebenen  Falle  das  Mass 
der  Vertrautheit  mit  der  einen  oder  anderen  Rechnungsart  (d.  h.  der 
skalaren  oder  vektoriellen)  entscheidend  sein.  Bis  hierhin  werden  die 
gefiihrten  Koordinaten  des  Systems  als  gleichartig  mit  den  frei  ge- 


65)  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Heft  I— III,  Leipzig 
1897—1903.  In  Heft  IV  (bearbeitet  von  F.  Noether},  Leipzig  1910  wird  statt  des 
Ausdrucks  Deviationswiderstand  der  Ausdruck  Kreisehvirktmg  benutzt. 


lOe.  Gefiihrte  Bewegung  allgem.  Mechanismen.  lOf.  D.  Eingriffswiderstand.     443 

gebenen  Koordinaten  behandelt.  Hat  man  aber  die  Grossen  auf  der 
Beschleunigungsstufe  fertig  dargestellt,  dann  fasst  man  alle  gefiihrten 
Koordinaten  als  solche  auf  und  trennt  die  frei  bleibenden  Lagrange- 
Eulerschen  Komponenten  oder  die  Eulerschen  Vektoren  von  den  zeit- 
lich  o-efuhrten.  Von  hier  nimmt  die  Ttinetische  Behandlung  cles  Pro 
blems  ihren  Fortgang. 

Eine  sehr  beachtenswerte,  wenn  auch  ganz  elementare  Darstellung 
der  Relativbewegung  eines  starren  Korpers  gegen  einen  anderen,  mit 
besonderer  Beriicksichtigung  der  Zahnradketten,  giebt  E.  Bour66}. 
Die  Systemgrossen  der  Massenkinematik  sind  hier  nicht  beachtet,  wie 
dies  der  damaligen  beschrankten  Auffassung  entspricht. 

10  f.  Der  Eingriffswiderstand.  ®  sei  ein  Kettenglied  mit  der 
Fiihrungsgeschwindigkeit  u,  <5.  Diese  Grossen  betrachten  wir  als  will- 
kurlich  gegebene  Funktionen  der  Orientierimg  von  91'  gegen  SR,  nam- 
lich  des  Vektors  c'  und  der  drei  Eulerschen  Winkel  a.,  /3,  y.  In  die- 
sem  Sinne  ist  also 

(i)  t*  =  f  (c;  *, ft  v\  0  =  F  (?;  K> P> r}- 

Eine  solche  Fiihrungsbewegung  kommt  nur  zustande,  wenn  ganz  be- 
stimmte  Widerstande  iiberwunden  werden.  Dies  kann  in  manchen 
Fallen  durch  passenden  Eingriff  mit  der  Hand  geschehen,  welche  ffi 
die  den  Gleichungen  (1)  entsprechende  Bewegung  erteilt  (Eingriff  in 
eine  Steuerung).  Wir  nennen  daher  Bewegungen  dieser  Art  Ein- 
griffsbeivegungen.  Die  zu  St  gehorenden  Reaktionen  r  und  B;  d.  h. 
r=sq/_j_qc  +  qr__k?  R  =  ^/ +W°+"Wr— M 

bilden  die  Dyname  des  Eingriffstviderstandes. 

Zurzeit  hat  eine  so  allgemeine  Auffassung  im  Hinblick  auf  die 
vorhandenen  techmschen  Anwendungen  eine  beschrankte  Bedeutung. 
Es  ist  aber  zu  erwarten,  dass  mit  dem  Fortschreiten  der  Technik, 
soweit  die  Verwendung  der  Kreiseltheorie  oder  besser  gesagt  die  Be 
wegung  der  Korperketten  mit  gyroskopischer  Beschleunigung  in  Be- 
tracht  kommt,  auch  die  Theorie  der  Eingriffsbewegung  weitere  Aus- 
bildung  erfahren  wird. 

Die  Lagerdriicke  und  -momente  sowie  alle  tibrigen  Gelenkreak- 
tionen  bleiben  als  selbstandige  kinetostatische  Grossen  neben  der  Vor- 
stellung  des  Eingriffswiderstandes  bestehen. 

Neben  den  obengenannten  Eulerschen  Winkeln  a,  /3,  7,  welche 
fiir  u  =  0  und  tr  =  0  (bei  zusammenfallendem  C  mit  C')  C'i23  gegen 

66)  E.  Hour,  Cours  de  mecanique  et  machines,  fasc  1:  Cinematique,  Paris 
1865,  p.  152—160. 
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Oi23  orientieren,  hat  man  noch  drei  weitere  Euler&che  Winkel  ty,  cp,  % 
einzufiihren,  welche  die  Stellung  von  Cmm  gegen  C"i23  angeben. 
Die  betreffenden  Schemata  sind: 


1 


cos  «  cosy  -(-sin  a  sin  y-  cos  ft,  —  sin  K  cos  y  -f-  cos  a  sin  y-  cos  ft,  —  sin/3sinj> 


—  cos  a  sin  y-\-  sin  a  cosy  •  cos  /3,  sin  a  sin  y-1-  cos  a  cos  7-  cos/3,  —  si 

sin  a  sin  ft,  cos  a  sin  ft,  cos  /3 

Hierin  bedeutet  a.  das  Azimuth  und  /3  die  Zenithdistan/  von  C3  in 
bezug  auf  das  Axenkreuz  OiL>3,  wenn  012  den  Horizont  vorstellt. 
Ferner 

61  =  y  sin  a  sin  /3  —  /5  cos  a,  ^  =  «  sin  ft  sin  y  —  ft  cos  7, 
<?i'  =  y  cos  «  sin  /3  -f~  ft  sin  «?  <?2  =  «  sin  ft  cos  y  -|-  ft  sin  y, 
^j  =  y  cos  /3  —  o;  .  <?3  =  —  a  cos  /3  -j-  ^. 

1  2  3 


I         cos  ty  cos  i  -f~  sin  ty  sin^  •  cos  cp,  —  sin  ^  cos  ^  -f-  cos  ty  sin%  •  cos  cp,  —  sin  cp  sin  i 

IIj  -—  cos ip sin %-\-s'mil>cos%'CQscp,      sin^sin^-J-cos^cos^-cos^ —  sinqpcosjj; 

III  sin  ty  sin  cp,  cos  ty  sin  cp  cos  cp 

Q^  =  %  sin  «^  sin  99  —  9?  cos  ^,     0i    ==       ^  sin  9?  sin  ^  —  9:1  cos  %, 

Q2  =  '%  cos  i[>  sin  9?  -)-  9?  sin  ^,     QU  =          ip  sin  qp  cos  ^  -f-  99  sin  ^, 

03  ==  Z  Cos  9^  ~~    ^>  -0HI  =  —  ^'  COS  9?  -f-  jj . 

Um  die  Herstellung  der  Differentialgleichungen  einerEingrififsbewe- 
gung  zu  eiTautern,  wollen  wir  in  =  0,  ft  =  0  und  ty  =  0  setzen.  Der 
Kreisel  hat  jetzt  die  freien  KoOrdinaten  9?  mid  %,  und  (7123  wird  um 
die  ruhende  Axe  mit  dem  Azimuth  K°  und  der  Zenithdistanz  ftQ  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  y  =  f(y)  gedreht.  Das  zweite  Schema 

wird  jetzt 

1  2  3 


I  '        cos  ^,     sin  %  cos  qp,       —  sin  cp  sin  ^ 
II      -  sin  %,     cos  ^  cos  cp,       -  sin  qp  cos  % 

III  0  sin  qo  cos  cp. 

Man  hat 

67  =  y  sin  a°  sin  ft0,     6\  =  0,     (?i    =  —  y  sin  9?  sin  %, 

62  =  y  cos  «°  sin  /3°,    (?2  =  0,     (?n  =  —  y  sin  99  cos  %, 

63  =  y  cos  /3°,  ^3  =  y,     <?ni  =       7  cos  qp. 

0i  =  —  9^  •  0i    =  —  £  cos  ^; 


03=  COSqp,     0m= 
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Wir  wollen  im  besonderen  noch  M  =  0  setzen.  Cm  in  falle  mit  den 
Hauptaxen  des  Kreisels  zusammen.  Man  bildet  zuniichst  die  Konapo- 
nenten  des  Reaktionsmomentes  R  nach  der  Eulerschen  Gleichung 


nach  dem  Axenkreuz  Cmm.     Alsdann  sind 

(2)  RI  =  cos  x  •  RI  —  sin  %  -  Rn  =  0  und  Rm  =  0 

die  Bewegungsgleichungen.  Der  Eingriffswiderstand  ist  im  vorlie- 
genden  Falle 

(3)  R3  =  —  sin  (f  (Ri  sin  %  -f  Rn  cos  %). 

Mit  Hilfe  der  gegebenen  Beziehung  ^  =  f(y)  eliminiert  man  in 

den  Differentialgleichungen  (2)  die  Zeit.  Dann  bestimmt  man  durch 
Integration  <p  und  %  als  Funktionen  von  y  und  erhalt  hierauf  aus 
Gleichung  (3)  den  Eingriffswiderstand  als  Funktion  des  Winkels  y. 

B.  Skalare  Ansatze. 

11.  Die  Lagrangeschen  Komponenten  der  Systembeschleuni- 
gung.  Die  Zentralgleichung.  Fur  die  Verwendung  der  Lagrange- 
schen  Gleichungen  (vgl.  IV  1,  Nr.  37  ,  Voss)  in  der  angewandten 
Mechanik  ist  eine  anschauliche  Erfassung  des  geometrischen  Prozesses, 
welcher  ihnen  zugrunde  liegt,  eine  unabweisbare  Forderung.  Der 
Techniker  zeigt  mit  Recht  eine  Abneigung  gegen  mathematische 
Rechensynibole,  deren  vollstandige  begriffliche  Ausdeutung  sich  der 
Auffassung  zu  entziehen  scheint.  In  Wirklichkeit  sind  aber  die  Lagrange- 
schen  Ausdriicke  fiir  die  Komponenten  der  Systembeschleunigung  von 
derselben  Durchsichtigkeit  wie  die  Eulerschen  Vektoren  der  Beschleu- 
nigung  des  starreu  Korpers,  zu  denen  sie  in  gewissem  Sinne  ein 
erganzendes  Seitenstiick  darstellen.  In  besonderen  Fallen  stirnnien 
die  Komponenten  der  Eulerschen  Beschleunigungsvektoren  mit  den 
Lagrangesehen  Systemkomponenten  unmittelbar  iiberein  (vgl.  Nr.  14  c). 

Fiir  die  geornetrische  Auffassung,  die  nanientlich  von  J.  Somoff61) 
durchgefiihrt  ist,  kommen  die  folgenden  Gesichtspunkte  in  Betracht. 

Ein  Massenpunkt,  dessen  Lage  beispielsweise  auf  einer  festen 
Flache  durch  zwei  Koordinaten  B,  ty  eindeutig  bestimmt  ist,  hat  die 

Geschwindigkeit 

dx  __  _  _  dxdd     .    3x  dip 
dr  ~  ~SO  dr   "'     d      dr  ' 


67)  /  Soinoff,  Theoretische  Mechanik  deutseh  von  A.  Ziwet,  1.  Bd.  Leipzig 
1878,  p.  217—253. 
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Die  fur  den  Lagrangeschen  Prozess  cbarakteristischen  Strecken  ^  =  e 
uud  J°-  =  f  sollen  die  Begleitstrecken  des  Massenpunktes  heissen, 

<71/> 

womit  zugleich  ausgedriickt  ist,  dass  dieses  Streckenpaar  an  diesen 
Punkt  geheftet  anzusehen  ist  und  an  seiner  Bewegung  teilnirnmt.  In 
dieser  Auffassung  bilden  e  und  f  (eigentlich  die  mit  ihnen  zusammen- 
fallenden  Raumstrahlen)  ein  veranderliches  Koordinatensystem,  das  von 
Lagrange  als  natiirliches  Besugssystem  fur  die  in  Betracht  kommenden 
kinematischen  und  dynamischen  Vektoren  gewahlt  wurde.  Die  Arbeit 

dv 
der  PunWjesctileunigung  ^  -j—  ==  pw  ist  gleich 


Die  Begleitstrecken  e  und  f  fallen  bzw.  mit  den  Tangenten  an  die 
Fliichenkurven  ty  =  const,  und  6  =  const,  zusammen.  Man  muss 
daher  die  Grossen  ^(we}dO  und  (i(wf)d1>  als  die  den  Koordinaten  0 
und  -4.'  entsprechenden  naturlichen  Komponenten  der  virtuellen  Arbeit 
der  Punktbeschleunigung  ansehen.  ^i(we]  und  ft(wf)  sollen  in  dieser 
geometrischeu  Auffassung  die  Bcgleitmomente  der  Punktbeschleunigung 
genannt  werden.  Fur  diese  gilt,  wenn  wir  statt  der  Arbeit  die  Leistung 
der  Punktbeschleunigung  einfiihren,  der  Satz:  Jede  Lcistimyskomponente 
ist  das  Product  aus  dem  Begleitmoment  der  SescMeunigung  und  der  zu- 
gehorigen  Koordinatengesclnvindigkeit. 

Dnreh  die  beiden  Begleitinomente  p(we}  =  Qe,  f*(®f)  =  Qy  ist 
der  Vektor  pw  nur  so  weit  bestimmt,  als  sein  Mnetischer  Effekt  in 
Betracbt  komrnt,  wahrend  seine  linctostatische  (spannende)  Wirkung 
vollstandig  ausgeschaltet  ist.  Aus  diesem  Grunde  sind  Qe  und  Q^ 
die  LagrangescJten  Komponenten  der  Punktbeschleunigung  pw.  Hienn 
liegt  das  wesentliche  des  Lagrangeschen  Prozesses,  also  nicht  in  der 
Elimination  der  spannenden  Komponente  der  Beschleunigung  iiber- 
haupt,  sondern  in  der  eigenartigen  Ausfuhrung  derselben  durcli  Pro- 
jelction  auf  die  Begleitstrecken. 

Zu  diesem  geometrischen  Sachverhalt  tritt  noch  die  energetiscJie 
Auffassung  der  Beschleunigungskomponcnten  Qg  und  Q^,  welche  sich 
unmittelbar  aus  der  Form  der  Arbeitsgleichung  ergiebt. 

Wir  bezeichnen  die  kinetische  Energie  4-ftv2  eines  einzelnen 
Massenpunktes  (,u)  in  it  E.  Dann  ist 

d  -de 

Qe  =  uwe=d 

ferner 
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d.  h.  fiir  die  Lagrangeschen  Komponenten  der  Punktbeschleunigung  ^  w 
hat  man  die  bekannte  energetische  Darstellung 


~W  v~  dr 

Zu  diesen  Ausdriicken  fiir  die  Lagrangeschen  Komponenten  der 
Punktbeschleunigung  gelangt  man  auch,  wenn  als  Ausgangspunkt  die 
allgemeine  Zentralgleichung98)  gewahlt  wird.  Diese  ergiebt  sich  aus 
einer  Umsetzung  des  Ausdrucks  der  virtuellen  Arbeit  der  Punktbe 
schleunigung,  welche  die  Einfiihrung  der  Impulse  und  ihrer  erzeugen- 
den  Funktion,  namlich  der  kinetischen  Energie,  bezweckt.  Es  ist 

ItwSx  =  v-  (avdx)  —  [iv  d   (dx) , 

oder 

d 


oder  wenn  die  kinetische  Energie  wie  friiher  mit  E  bezeichnet  wird: 

d  ,    -s,-  -T          _/dSx        Sdx 


In  dieseni  Ausdruck  fiir  pwdx  verschwindet  der  letzte  Term  bei  durch- 
aus  willkiirlichen  Verriickungen  nicht,  insofern  die  virtuellen  Ver- 
riickuncren  von  einer  virtuellen  Bahn  aus  nicht  notwendie;  wieder  zu 

o  o 

einer  virtuellen  Bahn  fiihren  brauchen.  Das  letztere  ist  der  Fall,  wenn 
ddx  =  Sdx  wird,  die  virtuellen  Yerriickungen  also  im  Sinne  der  iib- 
lichen  Variationsrechnung  genommen  werden.  Diese  Beschrankung  lag 
indess  urspriinglich  nicht  im  Sinne  der  mechanischen  Auffassung,  wurde 
aber  von  Euler  und  Lagrange  stillschweigend  angenommen.  In  jedeni 
Falle  sind  fiir  die  virtuellen  Verriickungen  Ubergangsgleichungen  (vgl. 
IV  6,  Nr.  30,  Stackefy  aufzustellen.  Wird  als  Ubergangsgleichung  fiir 
die  Punktorte  (#)  gerade  ddx  =  ddx  gewahlt,  so  geht  aus  der  obigen 
allgemeinen  Zentralgleichung  die  bereits  von  Lagrange  verwendete  Zen 
tralgleichung  (Lagrangesche  Zentralgleichung) 

[iwdx  —   .   (fivdx)  —  dE 

hervor,  d.  h.  die  Anderung  der  virtuellen  Impulsarbeit  bezogen  auf 
die  Zeiteinheit  iibertrifft  die  virtuelle  Arbeit  der  Aussenkraft  um  den 
Betrag  der  vollstandigen  Variation  der  Energie. 

Die  Rechnung  ergiebt  nun  sofort,  dass  in  der  Tat  die  angegebenen 


68)  Vgl.  G.  Hamel,  Die  Lagrange -Eulerschen  Gleichungen  der  Meclianik, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik  50  (1904),  p.  1  und  Uber  die  virtuelleii  Verschie- 
buno-en  in  der  Mechanik,  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  416. 
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Ausdrucke  fur  die  Lagrangeschen  Komponenten  der  Punksbesehleuni- 
gung  folgen,  wenn  in  der  allgemeinen  Zentralgleichung  ddx  —  ddx, 
was  gleichbedeutend  mit  ddd  —  8d6  und  ddfy  =  ddfy  ist;  gewahlt 
wird,  als  Ausgangspimkt  also  die  Lagrangesche  Zentralgleichung  ge 
wahlt  wird.69) 

Da  alle  bisher  vorkommenden  Grossen  ungerichtet  sind,  so  erfolgt 
der  Ubergang  von  der  Punktauffassung  zu  den  entsprechenden  System- 
grossen  einfach  durch  Addition  der  Elementargrossen.  Wir  setzen, 
indem  wir  ims  die  Summation  (S)  iiber  alle  Massenpunkte  des  Systems 
ausgefiihrt  denken: 

S       =  SE=E 


und  erhalten  die  Lagrangesclien  Komponenten  der  Systembesclileunigung 

d  3E        O          —  (—  \  __  — 

~  ~  ' 


Die  allgemeine  Zentralgleicliung  fiir  ein  System  entsteht  aus   der 
obigeu  durch  Einfuhrnng  der  Summation 

S^wdx  -=  ^(S^vdx)  -  dE  - 

Die  Lagrangesclie  Zentralgleichung  fiir  ein  System  kann  nach  Einfuh- 
rung  der  allgemeinen  Impuls-  und  Bescldeunigungsl'omponenten 

fS6       P^     =  ~  80       ~  8 


in  der  Form 

Q9de  +  w*  =--- 

r 

geschrieben  werden.  Hieraus  folgen  wieder  sofort  die  energetischen 
Ausdriicke  fiir  die  Lagranyeschen  Komponenten  der  Systembeschleu- 
nigung. 

Bei  der  Aufstellung  der  Beschleunigungskomponenten  raumlicher 
Gelenkketten  macht  die  Verwenduug  der  Lagrangeschen  Methode  die 
geringste  Miihe.  Dies  gilt  besonders  fiir  alle  rein  kinetischen  Unter- 
suchungen,  wo  also  die  Reaktionen  nicht  unmittelbar  in  Betracht 
kommen. 

Lagrange  hat  aber  auch  bereits  den  Weg  angedeutet,  auf  welchem 
die  Massemvirkungen  der  Beschleunigung  nach  denselben  Gesichts- 
punkten  gewonnen  werden  konnen,  wie  ihre  kinetischen  Komponenten. 
Diese  Erweiterung  der  energetischen  Methode  ist  als  solche  in  der 


69)  K.  Reun,  Kiuematik,  p.  93. 
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mechanischen  Literatur  fast  ganz  unbeachtet  geblieben.  Man  fiihrt 
eine  neue  Koordinate  %  ein,  welche  gerade  diejenige  Bewegurigsfreiheit 
des  Systems  ausdriickt,  die  eintreten  miisste,  wenn  die  betreffende 
spannende  Beschleunigung  Q7  Arbeit  leisten  sollte.  Die  erweiterte 
kinetische  Energie  E'  als  Funktion  von  0,  y,  %  und  6,  y,  I  giebt 
clann  direkt  die  Massenwirkung  in  der  Layrangeschen  Form 


Zur  Erlauterung  dieser  Methode  1st  hier  (vgl.  Fig.  10)  ihre  An- 
wendung  zur  Bestimmung  der  Massenwirkung  im  Kreuzkopf  eines 
idealen  Kurbelmeclianismus  senkrecht  zur 
Fiihrung  derselben  kurz  angedeutet.  Wir 
betrachten  nur  zwei  Punktmassen,  namlicn 
^  im  Kurbelzapfen  und  i*2  im  Kreuzkopf- 
zapfen,  dessen  Abstand  von  0  gleich  x  sei. 
Fur  die  zwanglaufige  Bewegung  sei  6  die 
Koordinate.  Nun  denke  man  sich  die 

Kreuzkopffuhrung  samt  Zylinder  in  der  Richtung  der  «/-Axe  durch 
eine  Querfiihrung  beweglich  gemacht.  Jetzt  sind  6  und  der  Abstand 
der  Kreuzkopfmitte  von  der  #-Axe  die  Koordinateii  des  erweiterten 
Systems.  Seine  kinetische  Energie  wird  ausgedriickt  durch 

T?' 
E  - 

und  die  Gleichungen  des  geometrischen  Zusammenhaiiges  lauten 
x  =  a  cos  6  -f-  b  cos  ty,     y  =  a  sin  0  —  &  sin  4>, 

dx        dx         .    fix  .  -,      dx  r  i_i 

woraus  x  =  —  =  7—  ca  4-  x-  -•  y     und     —  -  =  tg^     folgt. 
dr        06        '    oy  J  cy 

Da  nun 

dE'  /.  dx         .\        cE'  /.  ox         .  ^i/\ 

-^-  =  u,   (x  =  --  r  ?/  K      -5—  =  ^*9  (  ^  o—  +  ^  o^  )  > 
cy        '  2  V    3y        •  '/'       dy  2\    oy        J  dy)  ' 

dx\  d   dx  _          d    dx  _        o      di/>  _        1      rfi/) 


_ 
Q,  j/=o  3y  20  <?y         cosi/; 

ist,  so  wird 

d   3E'        3E'\  d    r, 

d7  "^  .  "  ~  W^o,  y=0  ~~  ^   dr  ^ 

also  nach  Ausfiihrung  der  Bechnung 


,  d*x  d   /Bin(0  +  i(>)  d0\ 

Q  „  =  il  9  tff  7i>     ,—  =  -  U9  rt  tg  ti>  ^—  I   -  -T-    , 

r  dtr2  dr  \      cos-ij;        dr)  ' 

ein  Resultat;  welches  man  auch  unmittelbar  aus  der  Anschauung  gewinnt. 
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12.  Skalare  Kraftereduktionen.  Meistens  geht  man  auf  die  ein- 
zelnen  Punkte  des  Systems  zuriick  und  drtickt  die  von  einem  festen 
Punkt  0  gerechneten  Ortsstrecken  als  Funktionen  der  Positionskoor- 
dinaten  <p1?  <jp2,  .  .  .,  op,  aus.  Dann  ist 

cs  —  0  «C      e  \         C  3C      ^  |  .         C  OC      ^ 

ox  =  _--    OOP,  +  3—  -  «<P2  +  '  '  '  +  cr    "9* 
d<*>i  '    dqp2  '   d<pr 

und  die  Grossen  K    in 


wo  die  Summation  S  fiber  das  ganze  System  zu  erstrecken  ist,  sind  die 
Lagrangeschen  Komponenten  der  Krdftereduldion.  Bei  Korperketten  ist 
es  einfacher,  nicht  auf  die  Punktgrossen  zuriickzugehen.  Man  drtickt 
unmittelbar  die  primitiven  kinematischen  Grossen  dc  und  dd  fiir 
jedes  Kettenglied  durcli  die  Positionskoordinaten  q>  aus  und  bildet 
die  Summe 


Die  v  skalaren  Gleicltgewiclitsbedingungen  lauten 

K1==0,     K,  =  0,  ...,  Kr  =  0. 

Wir  denken  uns  jetzt  das  ganze  System  durch  x  —  1  einfache 
Schnitte  in  x  Teilsysteme  zeiiegt  (bei  mehrfach  zusammenhangenden 
Systemen  ist  dies  Verfahren  in  bekannter  Weise  zu  modifizieren)  und 
deuten  diese  Trennung  durch 

SUx  =  SMkdx  +  S^lcdx  H  -----  h 
an.     Jetzt  wird  in  gleicher  Bezeichnung 


und  wir  konnen  Kt  =  K^  -f~  RW  setzen. 

Die  skalaren  Grossen  JRW,  J&*\  .  .  .,  1$®  bilden  das  System  der 
Lagrangeschen  Reaktion,  welches  zu  dem  herausgegriffenen  Teilsystem 
gehort.  Im  Gleichgewichtsfalle  ist  selbstverstiindlich  RM  =  —  K(*\ 
Es  liegt  in  der  Natur  dieser  skalaren  Reduktionsmethode,  dass  man 
Aussenreaktionen,  d.  h.  solche,  welche  das  System  auf  ihm  nicht  an- 
gehorende  Korper  ausiibt,  nicht  unmittelbar  finden  kaun.  Um  der- 
artige  Reaktionen  zu  bestimmen,  muss  man,  wie  es  schon  Lagrange 
in  ganz  einfachen  Fallen  getan  hat,  die  ursprungliche  Bewegungs- 
freiheit,  welche  durch  die  voneinander  unabhangigen  Positionskoordi 
naten  Q51;  C92,  .  .  .,  <pv  definiert  ist,  in  passender  Weise  erweitem. 
War  also  ursprunglich  x  =  x((pl,  cp2,  .  .  .,  cp^),  so  nimmt  man  jetzt 
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x  =  x  (<jp1;  g>27  .  .  .,  <pr,  <pv+1)  qpv+2,  .  .  .,  <jp,.+e)  an,  so  dass  die  erweiterte 
Funktion  fur  <pv  +  1  =  0,  <jpr  +  2  =  0,  .  .  .,  <pr  +  ?  =  0  in  die  urspriing- 
liche  iibergeht.  Unter  dieser  Annahme  wird 

I  =  V  +  (J 


uud  die  v  -\-  Q  Grossen 

Rr+i  ==  —  [Kv+1]0,    Rr+2  =  —  [K,.+2]o?  •  •  •>  ^v+?  ===       [Kr+?]0? 

wo  der  Index  0  die  Substitution  <)Pr+1  =  0,  g>t,  +  2:=r  ^?  •  •  v  9)r  +  ?===  ^ 
andeutet,  sind  die  gesuchten  Aussenreaktionen  fiir  den  Gleich- 
ffewichtsfall.  Sie  sind  bestimmte  Funktion  en  der  Positionskoordi- 

O 

naten  <plf  <jD2,  .  .  .,  cpv. 

Fur  die  Beurteilung  des  Gebrauchswertes  der  skalaren  Krafte- 
reduktion  kommt  in  erster  Linie  die  Anschaulichkeit  des  Prozesses 
in  Betracht.  Es  ist  zweifellos?  dass  in  dieser  Hinsicht  den  vekto- 
riellen  Methoden  im  allgemeinen  der  Vorzug  gebiihrt.  In  besonderen 
Fallen  wird  man  die  Lagrangesche  Methode  vorziehen,  namentlicb  wenn 
es  notwendig  wird,  skalare  Beziehungen  (Bedingungsgleichungen)  zu 
beriicksichtigen.  Seien  diese  Beziehungen 

^i  =  0,     U,  =  0,  ...,  Ua  =  0, 

wo  die  Grossen  U  yon  v  Grossen  01;  02,  .  .  .,  0T  abhangen.  Das 
Prinzip  der  virtuellen  Arbeit  giebt  jetzt  fur  den  Gleichgewichtsfall 


woraus  sofort  folt 


Hieraus  sind  die  Multiplikatoren  A  zu  eliminieren.    Jeder  der  Grossen  Bt 
entspricht  eine  Lagrangesche  Reaction 


deren  Berechnung  prinzipiell  keine  Schwierigkeiten  bereitet.  Dagegen 
kann  die  anschauliche  Interpretation  derselben  uinst'andliche  Uber- 
legungen  verlangen.  Man  vgl.  Lagrange,  Mec.  anal.  1,  2.  ed.,  p.  315. 
Bin  naneliegendes  Beispiel  bietet  die  Statik  des  Kurbelmechanismus, 
wenn  man  die  Winkel  &  und  iff  (s.  oben  Fig.  10)  als  Variable  nimmt  und 

U  =  a  sin  &  —  &  sin  il>  =  0 
als   die  zwischen  denselben   bestehende  Bedingungsgleichung  auffasst. 
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13.  Lagranges  kinetostatische  Gleichungen.  Der  d'Alembertsche 
Ansatz  fiir  einen  starren  Korper  ®(  als  Element  des  Massensystems 
lautet  jetzt 

KV  +  BJ')  =  <#>       (A  =  l,2,...,<0, 

weun  0  die  Anzahl  der  Freibeitsgrade  des  holonomen  Korpersystems 
angiebt,  welcben  die  Positionskoordinaten  cpl}  g>2,...,  <)Pe  entsprechen. 
Bezeicbnen  wir  die  kinetiscbe  Energie  des  Elementes  $(  mit  E^'\  so 
wird  bekanntlicb 

0M  =-  d  SE('}   -dE-(l)  . 

^}-          dr    dip;  d<p-A 

K['\  K-^,  ...,  K('}  sind  die  Komponenten  der  eingepragten  Lagrange- 
schen  Kraft,  wie  sie  in  Nr.  11  defmiert  ist.  JRW  ist  die  in  dem- 
selben  Sinne  aufgefasste  Lagranyesche  Reaktion  des  Elementes  ®(. 
Aus  der  totalen  kinetiscben  Enerie 


E    =  EW  +  EW  -\  -----  (- 
und 


folgen  die  Beivegungsgleichungen 
d     d  E          d  E 


,  .          1    < 

(A  =  1.  2.  ....  p). 


Entnimmt  man  aus  diesen  die  Koordinatenbeschleunigungen  <p^  %>•••>  ^ 
und  ftibrt  die  Ausdriicke  Q(')  ein,  so  gewinnt  man  die  Lagrangeschen 
EeaJctionen  der  Korperelementc  y, 

JBJ>  -  KV  +  OJ') 

zunachst  als  Funktionen  der  Grossen  T,  qpu  qp2,  .  .  .,  9?  und  <PI>  9?s> 
.  .  .,  ^p>  wenn  wir  annehmen,  dass  in  K;  keine  boberen  Zeitderivierten 
der  Koordinaten  als  die  zweiten  vorkommen. 

Aus  dem  Lagrangeschen  Reaktionssystem  RW,  R^>,  .  .  .,  JB^, 
welcbes  bisber  -  -  trot/  der  haufigen  Anwendung  der  Lagrangeschen 
Gleichungen  -  -  in  der  angewandten  Mecbanik  kaum  beacbtet  wurde, 
kann  man  das  Eulersche  Reaktionssystem  (r,  R)  gewinnen70).  Es 
mag  jedoch  geniigen,  bier  auf  diese  Moglichkeit  bingewiesen  zu  baben. 
Ein  sehr  gutes  und  miibeloses  Beispiel  der  Durcbfiibrung  an  einer  drei- 
gliedrigen  Kette  ist  der  Fall  der  gewohnlicben  Kramerwage.  Hier  kann 
man  die  Grosseu  H,(^\  Rf\  Rf  leicht  bestimmen  und  erbalt  dadurch 
Einsicht  in  eine  besoudere  Bewegungsform  der  Wage,  welcbe  als  das 
Bernoullisehe  Pbaiiomen71)  bekaunt  ist. 


70)  Vgl.  A'.  Heun,  Kmematik,  p.  136. 

71)  Vgl.  die  Darstellung  bei  L.  Eider,  Explicatio  motus  oscillatorii  mirabilis 
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14.   Weiterbildung  der  Lagrangeschen  Gleichungen. 

14  a.   Die  Routhsche  Funktion.72)     Man   spaltet   die  Gesamtheit 

der  Lagrangeschen  Koordinaten  in  eine  Gruppe  ^1;  ^2,  .  .  .,  tym  und 
eine  zweite  cplf  cp.2)  .  .  .,  cpn.  Dementsprechend  gruppieren  sich  auch 
die  Impulsgleichimgen  und  die  Beschleunigungsgleichungen  : 


t  =  17  2,  .  .  .,  m,     x  =  1,  2,  .  .  .,  w. 

Aus    der   Lagrangeschen    Zentralgleichung    (vgl.  Nr.  11)    folgt    unter 
dieser  Annahme  unmittelbar 


oder 


Andrerseits  ist 


und 


Setzt  man  nun  E  —  J-?PA  —  R,   so   giebt   die  Subtraktion  aus  den 
i 

beiden  voranstehenclen  Ausdriicken 


Werden  die  Koordinatengeschwindigkeiten  ^j,  7^2,  .  .  .,  ^m  durch 
die  entsprecnenden  Impulse  ersetzt,  so  ist  die  Routhsche  Funktion  R 
abhangig  von  den  Grossen  ^,  qp?  9?  und  P.  Es  wird  also  in  diesem 
FaUe 


\    **J  3^  <*        i    SH  dR  *  . 

<  +2  a^r^  +2  a^^  + 


in  libra  majore  observati,  Petrop.  Nov.  Comm.  19  (1775),  p.  325.  E.J.  South, 
Dynamik  der  Systeme  starrer  Korper  2,  Leipzig  1898,  p.  71.  Hiermit  steht 
die  Untersuchung  der  Pendelung  parallel  geschalteter  Motoren  im  engsten  Zu- 


72)  Vgl.  E.J.Eouih,  Essay  on  stability  of  a  given  state  of  motion,  London  1877. 

Eucyklop.  d.  math.  Wissenach.     IV  1,  11.  30 


454    IV  11.    K.  Heun.    Ansatze  und  allgeiueine  Methoden  der  Systernmechanik. 
Die  Vergleichung  der  Ausdriicke  (2)-  und  (3)  giebt: 

d_  E    _  ajR      aE    _  aR     N    _  aja  _  aR 

a^  ~~  "Fv    0  <PX  ~~  2  <PX  '     *  ~~  a  *„  '     ~  ^'  ~~  3P~  ' 

An  Stelle  der  Gleichungen  (1)  treten  daher  die  folgenden 

dVt  __  aB  =   o       d  aR    -  ^  ==  w       d^1  =    -  d— 

dr    '       C~''^tJ        dr  dy  0p  *  '         dr    ''  0P  ' 


Man  vgl.  Art.  IV  1,  Nr.  45 

Fiir   x  =  0  erhalt  man  die  iibliche   Form   der  kanonischen  GUi- 
chungen: 

dy,         aR     df,      aR  ,.,  ai:  . 

:     -  '--  mit   R==E- 


Hierbei  kann  E  die  Zeit  auch  explizit  enthalten. 

14b.  Differentialgleichungen  fur  zyklisehe  Systeme.  Der  Rouih- 
schen  Gruppierung  der  Koordinaten  entspricht  eine  formale  Spaltung 
der  kinetischeu  Energie.  Setzen  wir  m  =  2,  n  =  2  und 

E  ==  A  +  M  -f  B, 

so  wird 

und 
Ferner  wird 

aM  3B  -TUT  mr      • 

Po  =          -f-  5—    =  M2  -f-  B,     mit     M2  =  JM-joqc 
Aus  den  linearen  Gleichungen 

folgt,  wenn  wir  zur  Abkiirzung 

setzen, 

A  •  ^  =         B22  (Pt  -  M,)  -  B12  (P2  -  M,) , 

A  -  h  =  -  Ea(P,  -  M,)  +  Bn(P2  -  M2). 
Wir  setzen  ferner 

und 

33   =  ^.^D^  -f-  S12D1D2  -+-  1S3221)227 

um   die  Elimination  von   ^   und   #,  in  iibersichtlicher  Form   zu   er- 
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halten.    Dann  wird 

d93P_d93M  a»p     a»M 

~  dP\         aX'        2  ~"  3  PI  ""  05,' 
Dann  sind  auch  die  Ausdrucke 


bestimmt.    Es  wird  namlich 

Ai  ==  SnMn  -f-  2312M]2  , 
Ai  =  »«M«  +  3322M12, 

Setzt  man  noch  in 


die  Werte  der  Diiferentialquotienten  ein,  so  erhalt  man  zunachst  fiir 
die  Mnetische  Energie  den  Ausdruck  von  Thomson  und  Tait™): 

Ei        I       Ctl  Ctl 

=  A  -f-  JO,,  —  ;O 

und  daraus  die  explizite  Form  der  Eouthscken  Funkiion 

E  ==  A  -  8p  -  »H  +  (ftt P,  +  A.!P2)<Pi  +  (A«Pi  +  022P2)9V 
Der  wesentlichste  Bestandteil  derselben  ist  die  unsymmetrische  Matrize 

0=      0n  012  | ;. 

o        a 
Psi    P22    I 

Die  Ausfuhrungen  von  Eottth^)  lassen  diese  Tatsache  nicht  er- 
kennen.  Er  blieb  bei  allgemeinen  Rechenvorscbriften  stehen,  die  im 
einzelnen  nur  in  Scbulbeispielen  zu  Ende  gefuhrt  wurden.  Auch 
Joseph  Thomson76)  iibersah  die  fundamental  Bedeutung  der  /3-Matrize. 
Er  setzte  von  vornherein  M  =  0. 

Ein  zyldisches  System  ist  bestimmt  durch  die  Voraussetzungen 

„-    ••  =  0     und     Q4  =  0,     d.  b.     Pt  =  Ct, 

die  impulskouiponenten,  welche  den  ^-Koordinaten  entsprechen,  sind 
konstant.    Jetzt  wird  die  Routhsche  Funktion 


73)  W.  Thomson  and  P.  G.  Tart,  Treatise  on  natural  philosophy  Part.  I,  2.  ed., 
Cambridge  1879,  p.  320. 

74)  E.  J.  JRouth,  Essay  on  the  stability  of  motion,  London  1877,  p.  61. 

75)  J.  J.  Thomson,  Applications  of  dynamics  to  physics  and  chemistry,  London 
1886,  p.  13  (deutsch:  Anwendungen  der  Dynamik  auf  Physik  und  Chemie,  Leipzig 
1890). 
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Thomson  und  Tait  setzen  A  —  93M  =  F.    Dann  wird 

^R  -_  H  _i_  rt  a  -\-  a  a 

~a~<K   "~   d$i      h  /U      *   ^PSI0*' 

aB      ap      *»* 


t  !  r  i 

und 

•• 


Damit  hat  man  die  Grleickungen  fur  die  zyldisclie  Bewegung  in  der  von 
W.  Thomson  und  Tait  gegebenen  Form: 


11_12    , 
>J 

d    ^F        3F        3»c 


\ag>, 

Wir  wollen  zur  Abkiirzun     noch 


_  _ 

l       " 


,\      r  /i         s|_       T 

--  K  -      I     -\~    O9I     5—  —     o  ~     A 

J 


setzen.  Dann  sind  --T^2  und  T^!  die  Lagrangeschen  Komponenten  der 
gyroskopisclien  Besclileunigung  des  zyklischen  Systems.  Ihre  Leistung 
verschwindet. 

Bei  einem  zyklischen  Bewegungsprozess  zerfallt  die  kinetische 
Energie  in  drei  Teile  (A,  M,  B),  die  Beschleunigung  dagegen  in  vier 
Teile,  namlich  die  Beschleunigung,  welche  dem  Energiebestandteil  A 
entspricht,  die  gyroskopische  Beschleunigung76),  dritteus  eiue  Beschleu- 

/a93c   a»A 

nigung  von  potentiellem  Charakter  \-s—t  -*  —  )?  die  mit  m.  verschwin 
det  und  viertens  eine  Beschleunigung,  welche  aus  S3M  entspringt.  Fur 
M  =  0  und  Wt  =  0,  W2  =  0  ergeben  die  obigen  Gleichungen 

d  a  A    _  3\       _35C       j     d  gA  __  aA  .     _3s8c 

dr    3^          dq?!  ~  3^  t^r    a^g          dtp,  dg>2  ' 

welche  den  von  Joseph  Thomson  gewonnenen  Satz  darstellen,  wonach 
die  potentielle  Energie  eines  Systems  als  kinetische  Energie  eines 
zyklischen  Zusatzsystems  bestrachtet  werdeu  kann.  Vgl.  Art.  IV  1, 
Nr.  27  (Voss).  Es  ist  zu  beachten,  dass  bei  dieser  Auffassung  die 
kinematische  Kuppelung,  die  durch  die  Energiegrosse  M  zum  Aus- 
druck  gebracht  wird,  nicht  vorhanden  sein  darf. 


76)  Die  exakten  Bedingungen  f'iir  das  Verschwinden  dieser  Komponente 
giebt  L.  Konigsberger,  Uber  verborgene  Bewegung  und  unvollstandige  Probleme 
in  der  Dynamik  wagbarer  Massen,  Heidelberg,  Sitzungsb.  der  Akademie  der  Wiss. 
18.  Abh.  1912. 
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Fiir  die  Anwendungen  der  Theorie  der  zyklischen  Bewegungen 
kommen  besonders  die  Arbeiten  von  H.  von  Helmholtz1'1) ,  H.  Herts18) 
und  Joseph  Thomson19)  in  Betracht 

14c.  Lagrange-Eulersche  Grleichungen  fiir  nicht-holonome 
Systeme.  Der  oben  (Nr.  5d)  besprochenen  Methode  zur  Behandlung 
uicht-holonomer  Systeme  tritt  hier  eine  andere  Methode  zur  Seite,  die 
im  wesentlichen  als  eine  Verallgememerung  der  Lagrangeschen  Auf- 
fassung  des  holonomen  Sonderfalles  angesehen  werden  muss. 

Wir  betrachten  lediglich  den  Fall  der  durch  eine  nicht-holonome 
Bedingung  beschrdnkten  Bewegung  des  starren  Korpers.  Denkt  man 
sich,  dieser  ersten  Auffassung  entsprechend,  die  Punktgeschwindigkeit 
zunachst  in  der  Form  (vgl.  Nr.  5d) 


dargestellt  und  nimmt  man  als  nicht-holonome  Bedingung 


hinzu,  von  der  also  feststeht,  dass  sie  nicht  integrabel  1st,  dann  setzt 
man,  wenn  die  Grossen  A  die  Zeit  explizit  nicht  enthalten, 

d61        .  <?0,        .....  dds 

g>1=G)l=        ,     <ps  =  «2  =        ,     A!  cp1  Hh  A2  <p,  —  cps  =  cos  =  -~ 


und  erhalt  cps  =  l^co^  -j-  A2  o>2  —  co3.  Mit  den  Abkiirzungen  e^  -f-  ^  es  =  e^, 
e2-\-  A2e3=  e%,  e3—  —  es'  wircl  der  Ausdruck  der  Punktgeschwindigkeit 

_        _  ,        i    —  '  —  /  X1—' 

v  =  e1  ca1  -\-  e2  eo2  -j-  e3  co3  ^  ^e  w. 

Hiermit  bildet  man  die  Begleitmomente 


so  dass 

wird. 

Man  driickt  nun  die  kinetische  Energie  -\vz  als  Funktion  der 
Grossen  cp  und  &  aus.  Um  sie  von  der  urspriinglichen  Form  zu 
unterscheiden,  sei  sie  mit  E'  bezeichnet.  Dann  ist 

d(p 


77)  H.  von  Helmholtz ,  Abhandlungen   uber  monocyklische  Systeme,  s.  Lite- 
raturiibersiclit;  Wissenschaftliche  Abhandlungen  Bd.  3,  Leipzig  1895. 

78)  H.  Hertz,  Die  Prinzipien  der  Mechanik  =  Gesammelte  Werke,  Bd.  3, 
Leipzig  1894. 

79)  J.  J.  Tliomson,    Applications    of  dynamics    to    chemistry   and    physics 
London  1886. 
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Setzt  man  jetzt 


so  sind  Qi,  Q%  die  quasi-energetiscken  Komponenten  der  Beschleunigung 
im  vorliegenden  nicht-holonomen  Bewegungsfalle.  Sie  werden  durch 
den  folgenden  Rechnungsgang  explizit  erhalten.  Zunachst  1st 


oder 

?,'        dE" 


Aus    der    nicht-holonomen    Bedingung    folgt    fiir    die    virtuelleu 
Verschiebungen  die  analoge  Bedingung 

3  0$  =  ^id61  -\-  A2  d  #2  —  d  qps 
und  hieraus  durch  Difterentiieren  : 


Neben    ddOl  =  dddi    und    dd6*=  ddO^    hat    man    demnach    als 
Ubergangsgleichung 


l        t  * 

1  *•  "a%   "  a^  "     l  s 

aat       ai,          a, 
"H  **        "  !          J 


Hiermit  erhalt  man  fiir  die  Beschleunigungskomponenten  die  Ausdriicke 
,       dP,'        cE'  dE' 

~  ~ 


In 


darf  man  natiirlich  nicht  von  vornherein  CTS  =  0  setzen.     Man  kann 
aber  das  Grlied  es'2co32  weglassen.     Setzt  man  also 
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so  wird 

P/  =  An  c^  -f  An  K>2  =    An  9?!  +  AU  ?X  , 


Das  vorstehende  Kechenschema  1st  fur  einen  einzelnen  Massen- 
punkt  (ft  =  1)  durchgefuhrt.  Bei  Anwendung  auf  ein  Punktsystem 
hat  man  nur  E'  durch  SpE'  zu  ersetzen. 

Sollte  die  nicht-holonome  Bedingungsgleichung  die  etwas  allgemeinere 
Form 

^1^1  +  ^2^2+   ^3^3+  ^4=  ° 

besitzen,   wo   die  Grossen  I  auch   die  Zeit  explizit  enthalten   konnen, 
so  gewinnt  man  die  Komponenten  der  Beschleunigung  nach  G. 
in  der  folgenden  Weise.     Man  setzt 

=       =  =       = 


und  nimmt  <p4  ==  1  =  oo4  an.    Die  virtuellen  Anwendungen  der  Grossen 
8  sind: 


da  die  Zeit  nicht  variiert  wird.  ^'  wird  jetzt  eine  homogene  qua- 
dratische  Form  der  4  Grossen  to  und  die  Ausdriicke  fiir  die  Impuls- 
komponenten  sind 

p/=av         a  =  i,2,  3,  4). 

Ganz  analog,  wie  ini  vorigen  Falle,  gewinnt  man  nach  Aufstellung 
der  tibergangsgleichungen  die  beiden  Komponenten  der  Beschleunigung 
Qi>  Qz'i  aus  ^er  Zentralgleichung 


und    darf  auch,   wie   dort,    die  Werte   von  co3  und  o4   erst   nach    der 
rollstandigen  Bestimmung  der  4  Grossen  P'  einsetzen. 

Bei  Anwendung  der  Lagrangeschen  kinetostatischen  Multiplika- 
torenmethode  (vgl.  Nr.  7  a),  welche  in  der  Lehrbuchliteratur  meistens 
bevorzugt  werden,  treten  die  eigentlichen  Beschleunigungskoniponenten 
Qi,  Q.2f  naturgemass  gar  nicht  unmittelbar  auf.  Fiir  die  Durchfiihrung 
von  abgepassten  theoretischen  Ubungsbeispielen  ist  dies  auch  kein 
Nachteil.  Sobald  es  sich  jedoch  urn  technische  Probleme  dieser  Art 
handelt,  wird  die  Kenntnis  dieser  Grossen  dringend  erforderlich,  erstens, 
weil  ohne  dieselbe  alle  kinematische  Anschauung  des  Bewegungs- 
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prozesses  verloren  geht  und  zweitens,  well  die  Multiplikatorenmethode 
in  alien  nicht  ganz  einfachen  Fallen  die  genaherte  Integration  er- 
schwert. 

15.  Skalare  Ansatze  der  Impulskinetik.  LayranyeSQ}  hat  dem 
Impulsproblem  fur  gebundene  Systeme  durch  Elimination  aller  Reaktions- 
grossen  eine  besonders  einfache  Form  gegeben,  die  spater  W.  Thomson 
und  Taitsl)  als  Ausgangspunkt  wichtiger  Entwicklungen  diente.  Man 
kann  sie  unmittelbar  aus  den  Lagrangeschen  Bewegungsgleicliungen 
auf  der  Beschleuuigungsstufe 

_d_3E         gE         K 
dr  dtp          dq>  ' 

gewinnen,  indem  man  das  Zeitintegral,  welches  der  uuendlich  kleinen 
Impulszeit  T1  —  T°  entspricht,  bildet.  Dies  giebt 


r 

/v 

-  1  *> 


Das    zweite   Glied    verschwindet,    weil    die   Koordinaten    des   Systems 
keine  Anderung  erfahren.     Der  Ausdruck 


stellt  die  der  Koordinate  cpt  entsprechende  Komponente  der  ein- 
gepragten  Monientankraft  dar.  Es  folgt  so  die  Lagrangesche  Form 
der  Impulsgleichungen 

i  _ 

" 


wobei  man  die  Indizes  fortlassen  kann,  wenn  die  Impulsion  aus  dein 
Ruhezustand  (y^  =0,  y2°  =  0;  .  .  .  <pr°  ==  0)  erfolgt.     Dann  ist 


S.  D.  Poisson82)  und  W.  R.  Hamilton83  )  haben  die  kinetische  Energie  E 
trans  formiert;  indem  sie  sich  die  Gleichungen 

aE  =H,        (t  =  l,27.    .v} 

COP 

T  t 

nach  den  tpt  aufgelost   denken  und   diese  Werte  in  E  einsetzen.     J3e- 


80)  /.  L.  Lagrange,  Mdcan.  anal.  2.  ed.  1  (181 J),  p.  256  und  2  (1815),  p.  183. 

81)  W.  Thomson  and  P.  G.  Tait,  Treatise   on  natural  philosophy,  deutsche 
Ausgabe  von  H  v.  Helmholtz  und  G.  Wertheim,  Braunschweig  1871,  p.  244f. 

82)  S.  D.  Poisson,  Mem.  de  1'Academie   des   Sciences  Paris  1    (1816). 

83)  W.  R.  Hamilton,  Philosoph.  Transactions  1835. 


15.  Skalare  Ansatze  der  Iinpulskinetik.  461 

zeichnet  man  die  so  erhaltene  Form  von  E  mit  E',  so  wird 


Hieran  haben  W.  'Thomson  und  Tail84')  folgende  technische  An- 
wendungen  und  wichtige  Theorien  angeschlossen  : 

Wenn  die  Impulsion  nur  in  einer  Fiihrung  einzelner  Freiheitsgrade 
besteht,  so  ist  die  von  detn  System  infolge  der  Einwirkungen  der  Mo- 
mentankomponenten  H1;  H2,  .  .  .  Hr  erlangte  Impulsion  diejenige,  welche 
einer  kleiueren  kinetischen  Energie  entspricht,  als  jede  andere  (vir- 
tuelle)  Impulsion,  die  den  Geschwindigkeitsbedingungen  genii  gt,  er- 
zeugen  wiirde.  Die  kinetische  Energie  jeder  virtuellen  Impulsion 
iibertrifft  die  tatsachlich  eintretende  um  den  Energiebetrag,  welcher 
durch  die  alleinige  Wirkung  derjenigen  Impulsion  entsteht,  die  mit 
der  wirklichen  Impulsion  zusammenwirkend  jene  gedachte  Impulsion 
hervorbringt.  Auf  Grund  dieses  Minimum  -Theorems  wird  die  Aufgabe 
gelost:  Den  Endpunkten  eines  vollkommen  bieysamen  unausdehnbaren 
Fadens  tvird  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  eingepragt.  Man  soil  den 
dieser  Impulsion  entspreclienden  Greschwindigkeitseustand  des  Fadens  be- 
stimmen. 

Die  Losung  verlangt,  das  Integral 

m  (x2  +  if2  +  ^2)  ds 

mit  Riicksicht  auf  die  Unausdehnbarkeit  des  Fadens  von  der  Lange  I, 
dem  Bogenelement  ds  und  der  spezifischen  Masse  m  zu  einem  Minimum 
zu  machen.  Dieser  Forderung  entspricht  die  Differentialgleichung 


(m) 


At  _      / 

rfs2  ^  m     ds~  7Ts~r^ 
niit 

d   /,dx\ 

ITt  X  =  -,    1 1  -j—  I  , 
ds  \  ds/ 7 


d   /  ,dz 

m^  ==  ,   u^- 

as  \   as 

Hierin  bedeutet  t  die  Inipulsspannung  des  Fadens  und  t\  den  Bie- 
gungsradius.  Ist  t  gefunden,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  der 
zum  Bogen  s  zugehorige  Fadenpunkt  zeitlos  annimmt,  bestimint  durch 

ihre  Komponenten  und      —  • 

m  ds  i\m 

84)   W.  Thomson  and  P.  G.  Tait,  1.  c.  (Fussn.  81)  253/6. 
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Der  Gebraucbswert  der  angefiibrten  Minimum  -Methode  ist  im 
wesentlichen  auf  die  Mecbanik  der  Kontinua  bescbrankt.  Bei  Ketten 
mit  endlichen  Gliedern  wird  man  den  syntbetischen  Ansatz  (vgl.  9  a) 
vorzieben. 

Scbliesslicb  soil  nocb  auf  die  allgemeine  Bedeutung  der  Inipuls- 
kinetik  in  einer  bestimmten  Ricbtung  bingewiesen  werden,  die  eigent- 
licb  ausserhalb  ibrer  Grenzen  liegt.  Da  die  Losung  von  Impuls- 
problemen  im  allgemeinen  geringere  matbematische  Hilfsmittel  verlangt 
als  die  entsprecbenden  Aufgaben  auf  der  Bescbleunigungsstufe  erfordern, 
so  ist  fur  komplizierte  Systeme,  deren  Betracbtung  in  der  teebniscben 
Mecbanik  verlangt  wird,  die  Erledigung  auf  der  Gescbwindigkeitsstufe 
allein  moglicb.  Daniit  ist  aber  in  jedem  Falle  ein  bestimmter  Grewimi 
erzielt,  indem  man  in  Stand  gesetzt  ist,  den  beginnenden  Verlauf  der 
Bewegung  des  Systems  zu  iiberblicken.  Vielleicbt  wird  gerade  in 
diesem  Sinne  der  Iinpulskinetik  in  der  angewandten  Mechanik  eine 
grossere  Bedeutung  zuerkannt,  als  es  bisber  der  Fall  war.  Insbesondere 
werden  sicb  Nahenmgsinetboden  (vgl.  Nr.  17,  18)  fur  scbwierigere 
kinetiscbe  Probleme  auf  diese  Anscbauung  griinden  lassen. 

16.  Skalare  Behandlung  der  gefiihrten  Bewegung.  Man  be- 
trachtet  die  Ortsstrecke  x  eines  zeitlicb  gefiihrten  und  im  iibrigen 
geometrisch  -gebundenen  Punktes  X  dargestellt  in  der  Form 

x  =  f(*,  <Pi  ^)- 

Hierin    bedeuten  (p,  fy   unabbangige   Koordinaten    von    X.      Jetzt    ist 

'dx    i    ox   .     .ex   , 
m   dem  Ausdruck  v  =  =        +        ^"T        ^ 


, 


jp-     die  Fiibruugsgeschwindigkeit  und 


v  =  ~  (p  -f-    -  ^      die  Relativgescbwindigkeit. 
Die  kinetiscbe  Energie  wird 


Hieraus  folgen  die  Lagmngescheii  Komponenten   der  Beschleunigung: 

A  "°E^  _  ^       Q       -  —  OB.  —  d— 
*<P        ~drc>y         d<f  '      *V        dr   9if>          3i|> 

unmittelbar. 

W.  Thomson   und  Tait^}  baben  diese  Ausdrucke  so  weit  durcb- 
gearbeitet,   dass   die  fiir  die   angewandte  Mecbanik  ausserst  wertvolle 


85)    W.  Thomson    and    P.G.Tait,  Treatise   on  natural  philosophy  1,  Cam 
bridge  1883,  p.  318. 
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kinematische  Bedeutung  der  einzelnen  Bestandteile  der  Beschleunigungs- 
komponenten  erkennbar  wird.    Setzt  man 


^  \  (I*)  V  +  2  S  P  *  ^  +  ft*)  V)  - 

^IVc1^^  CqpCipT  \<?V         J 

so  wird  also 

E-^+JBl.+  ^ri 

und  die  Beschleunigungskomponenten  erhalten  die  Form 

=  9M,p_dE_f        (^£_S_MA  •         A?5 
^V      :  "gr  ^9    "      \  g^    "    '     ggi  /  ^  "  "    dr   dy    ~ 


M    und  Jf_  sind  die  Lagrangeschen  Komponenten  des  Fiihrungs- 
impidses.    Die  Glieder 


oMw        dEf  dM.lh        oEf 

und 

CT  dap  cr  oty 

sind  also  unmittelbar  die  Lagrangeschen  Komponenten  der  Fuhrungs- 
beschleunigung.    Die  Terme 

(8M 

und 


werden  von  TT.  TJiomson  und  Ta/^  als  7,gyrostatische"  Glieder  be- 
zeichnet.  Es  scheint  aber  besser,  sie  als  die  Lagrangesehen  Kompo 
nenten  der  gyroskopischen  Beschleunigung  aufzufassen.  Die  letzten  Glieder 
geben  selbstverstandlich  die  Lagrangeschen  Komponenten  der  Relativ- 
beschleunigung.  Es  besteht  also  fur  mehr  als  einen  Grad  der  relativen 
Freiheit  voile  Analogic  mit  der  elementaren  Zerlegung  der  absoluten 
Beschleunigung  : 

w=*wf+wm+wr, 

wo  Wj  die  Fiihrungsbeschleunigung,  wr  die  Relativbeschleunigung  und 
wm  =  2  ra~yr  die  sogenannte  Coriolisbescbleunigung  ist. 
Wir  schreiben  dementsprechend  auch  nier 


Fiir    die    Bewegungen    mit  einem    relativen    Freiheitsgrad    muss    die 

Lagrangesche   Komponente  der    gyroskopischen    Beschleunigung    ver- 

schwinden,  weil  ^  mit  iJ  oieichajerichtet  ist.    In  der  Tat  wird  hier 

Cff 
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die  Lagrangesche  Komponente  der  Beschleunigung 


9_  _r_r 

*V         dr          dy  '  "~  dt  ~d$~  '      d<P  ' 
In  dem  Beispiel  der  rotierenden  starren  Leitkurve   (vgl.  Nr.  10  b)  ist 

X  -,-,  1        _2 


zu  setzen. 

W.  Thomson  und  Tail  geben  fur  die  Leistung  a.  a.  0.  den  Ausdruck 

HE 


*  +  -  -si  +  2 

cM.\  8M, 


welcher  bei  der  vollstandigen  Durchfiihrung  technischer  Probleme  die 
Energieeinfuhr  zu  berechnen  gestattet. 

Man  braucht  fiir  die  Berechnuug  der  Reaktionsdrucke  bei  Punkt- 
problemen  noch  die  absolute  Beschleunigung 


d*x    .    0/  d*x    •     ,     d*x    .\         dx  .  4          .    d*x     .    . 
«?  ==  5-1  +  2  (  x—  s    QP  +  5—-—  V    Hr  Q-  r  9>   H~  2  «    Q    CP  ^> 
^TZ  V^r^qp^    '    ard^t    /    '    ^qp2  ccpdty^ 

c*x   .o    , 

+   ^     „  il»    -+-  o 

r  ^1|>2S  d 

Nach  der  vorangehenden  Bezeicbnung  ist 


Diese  Grosse  ist  insofern  eine  Verallgemeinerung  der  Coriolis- 
beschleunigung,  als  auch  in  der  urspriinglichen  Auffassung  von  Coriolis 
nur  eine  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  to  als  fiibrend  an- 
genommen  wird. 

Das  Beispiel  der  urn  eine  feste  Axe  rotierenden  Tragflaclie.  Hier 
gelten  die  Entwicklungen  der  vorigen  Nr.  ohne  weiteres,  wenn  darin 

=  a  x  gesetzt   wird.    Da  die   Einbeitsstrecke   £  =  ~—  5—  :    ' 

or  0q>  oty     \  o<p  oty 

die  Ricbtung  der  Fliichennormale  bestimmt,  so  ergiebt  w~e  die  Normal- 
komponente  der  absoluten  Beschleunigung,  welche  bei  der  Berechnung 
des  Normaldrucks  gebraucht  wird. 

C.  Variation  der  Integrationskonstanten. 

17.  Die  allgemeine  Problemstellung.  Diese  von  L.  Euler  und 
P.  S.  Laplace  begriindete,  von  J.  L.  Lagrange  und  S.  I).  Poisson86}  aus- 

86)  S.  A.  Cayleys  Report  on  the  Eecent  Progress  of  Theoretical  Dynamics. 
British  Association  Report  1857  =  Collected  Mathematical  Papers  Cambridge 
1890,  vol.  3,  Nr.  195,  p.  156—204  (besonders  Abschnitt  3—19);  Lagrange,  Me'moire 
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gebildete  Methode  stiitzt  die  Losung  eines  kinetisclien  Problems  fiir  ein 
bestimmtes  mechanisches  System  unter  dem  Einfluss  gegebener  Krafte 
auf  die  bereits  vollstandig  bekannte  Losung  eines  anderen  kinetischen 
Problems  fiir  dasselbe  System  mit  anderen  Kraften.  Man  geht  dabei  von 
folgenden  mechanischen  Vorstellungen  aus:  Die  bekannte  Bewegung 
des  Systems  erfolge  unter  dem  Einfluss  von  seine  Massenteilchen  an- 
greifenden  sogenannten  Grundkrdften  (forces  principales)  g.  Zu  irgeud- 
einem  Zeitpunkt  mogen  neue  Krafte  hinzutreten,  die  die  vorhandene  Be 
wegung  storen,  die  sog.  Stb'r-  oder  Zusatzkrcifte  (forces  perturbatrices)  h. 
Die  Geschwindigkeit  v  und  der  Impuls  p  eines  jeden  Massenpunktes  er- 
fahren  fortan  in  jedem  Augenblicke  eine  doppelte  Anderung:  eine  von 
den  Grundkraften  verursachte,  mit  cv  bzw.  c>p  zu  bezeichnende,  und  eine 
von  den  storenden  herriilirende  Anderung  bv  bzw.  bjJ.  Dabei  denkt 
man  sich  nach  Lagrange81")  den  Storungsprozess  unstetig  von  Zeit- 
element  zu  Zeitelement,  die  stetigen  Krafte  g  bzw.  h  also  durch  die 
ihnen  gleichwertigen  momentanen  Stosse  gdr  bzw.  hdr  ersetzt.  Ver- 
moge  der  Verbindung  der  Systempunkte  erleiden  aber  auch  ibre  ur- 
sprunglichen  Reaktionen  r  Storungen  rhdr,  so  dass  der  d ' Alenibertsclie 
Ansatz  fur  die  gestbrte  Bewegung 

bp  =  mbv  =  (Ti  -(-  rj  dr 

lautet  und  nach  dem  d'Alembertschen  Prinzipe  die  von  den  Storkraften 
erzeugten  Reaktionen  fiir  sich  ein  Gleichgewichtssystem  bilden. 

Der  Anschluss  der  gestorten  Bewegung  an  die  ungestorte  wird 
dadurch  gewahrt,  dass  die  eingreifenden  Storkrafte  augenblicklich  nur 
die  Geschwindigkeiten  und  Impulse  samtlicher  Systempunkte  andern, 
nicht  aber  ihre  Lage.  Diese  von  Lagrange88}  herriihrende  Auffassung 
des  Storungsprozesses  als  eine  reine  Impulsion89)  bildet  das  Fundament 
aller  Storungsrechnungen.  Vermoge  dieser  Bedingung  verschwinden 
nicht  nur  die  Storungen  (perturbations)  der  Lagekoordinaten  des 
Systems,  sondern  auch,  wie  man  leicht  einsieht,  die  Storungen  seiner 
samtlichen  Begleitvektoren  (vgl.  Nr.  11).  Besitzt  dieses  beispielsweise 

sur  la  theorie  generale  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  tous  les 
problemes  de  Mecanique  (Paris,  Memoires  de  1'Institut  1809,  Supplement  1809 
[gel.  13.  Mar z  1809]);  Poisson,  Me"moire  sur  la  variation  des  constantes  arbitraires 
dans  les  questions  de  Mecanique  (Journal  de  1'Ecole  Polytechnique,  cah.  15  (1809) 
[gel.  16.  Okt.  1809]);  Lagrange,  Me'c.  analyt.  Sec.  Part.  Sect.  VII,  Chap.  2,  Nr.  58 
(Bd.  2,  p.  76). 

87)  Lagrange,   Mecanique  Analytique,   2.  Aufl.  (I  1811,  II  1813),  Sec.  Part. 
Sect.  VIII,  Nr.  4,  5  (Bd.  2,  p.  180—181). 

88)  Lagrange,  M.  A.  Sec.  Part.  Sect.  VIII,  Chap.  Prem.  (Bd.  2,  p.  181). 

89)  K.  Heun,    Die    Bedeutung    des    d'Alembertschen    Prinzips    fiir    starre 
Systeme  und  Gelenkmechanismen,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  2  (1901),  p.  306. 
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zwei  (allgemein  n)  Freiheitsgrade,  ausgedriickt  durch  die  Systemkoor- 
dinaten  01  und  02J  mithin  jeder  Punkt  die  beiden  Begleitvektoren 

dx  j  dx 

*i--.^     und     *,  =  ^, 

so  folgt,  wenn  b^  =  be2  =0,  fur  die  Stoning  der  Impulskoordinate 
Pl  =  Selp  der  Ausdruck 

bP,  ==  Se^p  —  [fi^fc  +  S^r,]  dr 

und  der  entsprechende  fiir  die  andere  Impulskoordinate  P2.  Nach  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Arbeit  verschwindet  der  zweite  Summand, 
und  der  erste  liefert  die  Systemkoordinate  der  Storkrafte  in  be/ug  auf 
die  Koordinate  6l.  Bezeichnen  wir  sie  mit  H^,  so  erhalten  wir  die 
Lagrangesche  Storungsgleichung  90) 

bP1  =  jHT1rfr     oder     ^  =  H, 

und  die  entsprechende  in  bezug  auf  die  Koordinate  62.  Sie  ist  von 
der  Natur  der  Grundkrafte  unabhilngig. 

Die  vollstandige  Losung  des  Grundproblems  setzt  die  Kenntnis 
der  fertigen  Bewegungsgleichungen  (besser:  Zustandsgleichungen^} 
des  Systems  voraus,  die  4  (2n)  willkiirlichen  Konstanten  a^  bis  a4  ent- 
haltend,  entweder  in  der  Form 


oder  aufgelost  nach  den  Lage-  und  Impulskoordinaten: 

*,  =  ^(»x,  0  ^  =-  ^(«x,  ^)  v  -H-  1,  2(»). 
Die  Losung  des  Storungsproblems  besteht  nun  darin,  mit  Hilfe  dieser 
Zustandsgleichungen  der  Grundbewegung  die  Storungsgleichungen  zu 
befriedigen,  indem  man  die  ;,Konstanten"  ay  als  naher  zu  bestim- 
mende  Funktionen  der  Zeit  verdnderlich  macht.  Sie  heissen  mit  Rtick- 
sicht  auf  ihre  doppelte  Bedeutung  (Konstante  der  Grundbewegung, 
Veranderliche  der  gestorten)  die  Elemente9*)  der  Bewegung.  Da  die 
Storungen  der  Elemente  oder  die  Variationen  der  Konstanten  mit  ihren 
gauzen  im  Zeitelement  erfolgenden  Anderungen  identisch  sind  und 
die  Storungen  von  Blt  62  verschwinden,  so  werden  sie  nach  der  ersten 

90)  Fur  konservative  Erafte  in  euergetischer  Form  :  Lagrange,  M.  A.  Sec.  Part. 
Sect.  VIII  (Bd.  2,  p.  185).  Die  Ableitung  ohne  jede  beschrankende  Voraussetzung 
uber  die  Krafte  bei  M.  Winkelmann,  Untersuchung  iiber  die  Variation  der  Kon- 
atanten  in  der  Mechanik,  Habilitationsschrift,  Karlsruhe  1909  [Arch.  Math.  Phya. 
(3)  15  (1909),  p.  13]. 

91)  Vgl.  IV  6,  Nr.  3,  Note  26  (P.  StcicJceT). 

92)  Die  Noruenklatur  wurde  im  Anschluss   an  das  astronomische  Storungs- 
problem  entwickelt. 
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Form   der  Zustandsgleichuugen  durch  die  Storungen  der  Irnpulskoor- 
dinaten  allein  folgendermassen  dargestellt: 

j  f>ax    h  P        I      <^a*    h  P  -   1    Vn'<s  4. 

/a*~=  JP[  *^  1"  0P,  ° 

und  den  Lagrangeschen  Storungsgleichungen  zufolge  durch  die  beiden 
Koordinaten  der  Storkrafte  in  der  Gestalt98) 

dax  _  _  dax    ,3-     ,     Zax    rr  x  =  1  bis  4 

^ ~~~~       /-,    -*-fc         J~*-1  f~\    -ft         -*--*-()    «  "'     ~^^      -L.      h/XO      -t- 

dr  dPl  cPz 

Die  Elementgeschwindigkeiten  ay  sind  damit  durch  bekannte  Grossen 
ausfedriickt  (Poissonsche  Fundamentalgleicliungen  der  Storungstheorie). 
Die  aus  der  virtuellen  Arbeit  der  elementaren  Storkrafte 


sich  irn  allgemeinen  als  Funktionen  der  Koordinaten  B,  ihrer  Ab- 
leitungen  nach  der  Zeit  und  gelegentlich  auch  der  explizit  vorkorn- 
menden  Zeitgrosse  T  ergebenden  Systemkoordinaten  der  Storkrafte  sind 
verinittelst  der  zweiten  Form  der  Zustandsgleichungen  in  Funktionen 
der  Elemente  und  der  Zeit  umzusetzen.  Dasselbe  hat  mit  ihren  Koef- 
fizienten  |^,  ^  zu  geschehen.  Damit  ware  das  Storungsproblem  auf 

V  Jr^       C  -t  <% 

das  System  von  4(2w)  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung  fiir  die  4(2w)  Elemente  ay 


zuruckgefiihrt.  Im  allgemeinen  wird  aber  die  strenge  Integration 
dieser  Gleichungen  mindestens  ebenso  schwierig  sein  wie  die  der  ur- 
spriinglichen  Bewegungsgleichungen  des  Problems.  1st  dagegen  die 
an  sich  willkiirliche  Spaltung  des  ganzen  Kraftfeldes  derart  moglich, 
dass  die  Storkrafte  hinreichend  klein  sind  im  Verhaltnis  zu  denjenigen 
Grundkraften,  fiir  die  das  Problem  vollstandig  losbar  1st,  so  konnen 
wir  stets  die  angenaherte  Integration  der  eben  geschriebenen  Differen 
tialgleichungen  auf  folgende  Weise  bewirken94).  Die  Storungen  der 
Grundbewegung  sind  alsdann  von  so  langsamen  Veranderungen  der 
Elemente  begleitet,  dass  wir  in  erster  Naherung  fiir  die  im  zweiten 
Gliede  jeder  Gleichung  vorkornmenden  ax  die  konstanten  Eiemente  der 
Grundbewegung  setzen  diirfen.  Damit  werden  alle  /'x  zu  reinen  Zeit- 
funktionen,  und  es  ergiebt  sich  durch  einfache  Quadratur  nach  t 

a,  =ffy(r]dr  +  a,',  x  =  1  bis  4  (2n) 

93)  M.  Winkelmann,  1.  c.  p.  15. 

94)  Dasselbe  Verfahren    benutzen    die   Astronomen    in    ihren  allgemeinen 
Storungsrechnungen. 


468     IV  11-    K.  Heun.    Ansatze  und  allgerneine  Methoden  der  Systemmechanik. 

wobei  die  Integration  niit  dem  Zeitpunkt,  in  dem  die  Storkrafte  ein- 
greifen,  zu  beginnen  hat.  Die  neuen  4(2w)  Integrationskonstanten  ay' 
sind  die  unveranderlichen  Werte  der  zugehorigen  Elemente  ax  wahrend 
der  ungestorten  Bewegung.  Damit  ist  das  Storungsproblem  in  erster 
Annahemng  vollstiindig  gelost.  Dieses  Verfahren  der  Interpolation 
durch  Grundbewegungen  kann  niit  den  neuen  Zustandsgleichungen 


wiederholt  und  dadurch  die  Annaherung,   wenigstens  fur  beschrankte 
Zeitraume,  fortgesetzt  verscharft  werden. 

Vermoge   der   die   Aquivalenz   der   beiden  Formen  der  Zustands 
gleichungen    hinsichtlich    der    Elemente     ausdriickenden    Differential- 

relation  en: 

d  P    da  * 


=0, 


wo  dru  die  Zahl  0  oder  1  bedeutet,  je  nachdem  die  Indizes  verschieden 
oder  gleich  sind,  lassen  sich  die  Poissonschen  Fundamentalgleichungen 
nach  den  Systemkoordinaten  der  Storkrafte  auflosen,  und  zwar  wird 

dPl    .          dPl    .          dP,    .          dPl   . 
Hi=-J^    *+  dal   tt*+  caz    *»  +  ^   a*i 

eutsprechend  H2.  Da  aber  die  ersteren  4(2w)  an  Zahl  sind,  so 
werden  diese  beiden  Gleichungen  noch  erganzt  durch  die  beiden 

folgenden,  nauilich 

06,    .      ,    dQ,    .      .    cd.    .      .    d6.   . 
0  =  5-*-  «7,  --  TT+  a9  -4-  5-1  aa  -4-  5-*-  «4 
do.i          '    da2          '    das          '    da4 

und  die  entsprechende  fur  6%,  die  beide  nichts  anderes  bedeuten,  als  dass 
die  Storungen  der  beiden  Koordinaten,  b^  und  b02,  verschwinden.  Die 
4(2«)  Gleichungen  zusammen  bilden  die  vollstandigen  Umkehrungs- 
formeln  zu  den  4(2w)  linearen  Gleichungen 

a   -  =  da*  H  4-  aa*  H0 
dPl      l        dP*      2' 

Wir  konnen  also  nicht  nur  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  die 
Elemente  sich  unter  dem  Einfluss  bekannter  Storkrafte  verandern, 
sondern  auch  riickwarts  aus  den  theoretisch  oder  experimentell  er- 
mittelten  Storungen  der  Elemente  die  sie  verursachenden  Krafte,  d.  h. 
ihre  Systemkoordinaten  berechnen.  Die  weitere,  nicht  immer  ein- 
deutige,  Reduktion  (Auflosung  in  elementare  Punktkrafte)  ist  eine 
Aufgabe  der  Statik  (vgl.  auch  Nr.  12  dieses  Artikels). 
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Diese  einfachen  Storungsformeln  werden  zunachst  fiir  gelegent- 
liche  technische  Anwendungen  ausreichen95).  Doch  haben  Poisson  und 
Lagrange  noch  kompliziertere  Storungsformeln  aus  weitergehenden 
Eigenschaften  entwickelt,  die  in  besonderen,  noch  zu  erwahnenden 
Fallen,  wieder  weit  einfacher  werden  als  die  primitiven.  Setzt  man 
namlich  die  virtuelle  Arbeit  der  Storkrafte  an,  wahlt  unter  den  mog- 
lichen  Verriickungen  der  Koordinaten  017  62  solche  aus,  die  vermoge  der 
Zustandsgleichungen  aus  virtuellen  Anderungen  der  Elemente  hervor- 
gehen,  und  bezeichnet  solche  speziellen  Verriickungen  durch  ein  vor- 
gesetztes  A7  so  erhalt  man 

H!  A  #!  -f  H2  A  02  =  AI  A«!  +  AS  Aa2  +  A*  Aa3  -f-  A±  Aa4. 
Mitliin    berechnet    sich   jede    der  neu   definierten   Storungsgrossen  AK 
aus  den  Stb'rkraftkoordinaten  f  olgenderinassen  : 


wahrend  als  vollstandige  Unikehrung  die  Grleichungen 

-a*  A   •  -  H  V  da*  A 

36,   ^  -    ^1  ^   ~    u 


nebst  den  entsprecnenden  fiir  den  Index  2  gelten  miissen.  Mit  Hilfe 
dieser  Beziehungen  ergeben  sich  dann  die  allgemeinen  Poissonschen 
Storungsformeln  9G) 

ax  =  ^>J[ax,  a^Ai  A  =  1  bis  4(2w) 

and  als  ihre  Umkehrungen  die  allgemeinen  Lagrangeschen  Stb'rungs- 
formeln^ 

Ax  =  y(ax,  a-^a,.  A  =  1  bis  4(2  w) 


95)  Wegen  einer  expliziten  Durchfiihrung  in  dem  allerdings  sehr  einfachen 
Fall  ernes  Pendels  im  widerstehenden  Mittel  siehe  Lagrange,  M.  A.  Sec.  Part.  Sect. 
VIII,  Ch.  II,  Nr.  23  (Bd.  2,  p.  206);  ferner  H.  Kamerlingh-Onnes,  Nieuwe  bewijzen 
voor  de  aswenteling  der  aarde,  Diss.  Groningen  1879.    F.  Noetlier,  Vber  rollende 
Bewegung  einer  Kugel  auf  Rotationsflachen,  Diss.  Miinchen  1909,  behandelt  den 
EinfluB  der  Reibung  mit  Hilfe  der  Variation  der  Konstanten. 

96)  Poisson,  Paris,  Mem.  de  1'Acad.  des  sciences  1  (1816),  p.  27. 

97)  Lagrange,  M.  A.  Sec.  Part.  Sect.  VIII,  Chap.  I,  Nr.  7.     Die  Herleitung 
ohne    Beschrankung    der  Grund-   und    Storkrafte    aus    der  Zentralgleichung  bei 
M.  Winkelmann,  1.  c.  §  2.     Es  besteht  noch  zwischen  den  Elementen  und  den 
Storungsgrossen  die  bemerkenswerte  Relation 


(M.  Winkelmann,  1.  c.  p.  26). 

Enoyklop.  d.  math.  "Wissensch.     IV  1,  n.  31 
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Die  Koeffizienten    vou   J.;   und   von   a-,    die    sog.   Poissonschen   bzw. 
Lagranc/eschen.  Klammersymbole  ,  werden  erklart  durch  die  Ausdriicke 


\3PV   c6v          cBv 
1,  2  ...  n 

v    dPr         dPv 
da    ~  ~  ~dax 


Da  sie  verschwinden,  wenn  die  Argumente  ay)  a;  einander  gleicli  sind, 
und  ihr  Vorzeichen  wechseln,  wenn  die  Argumente  vertauscht  werden, 
so  giebt  es  nur  6  oder  allgemein  n  (2  n  —  1)  wesentlich  yerscliiedene 
von  jeder  Art.  Ferner  bestehen  wegen  der  Aquivalenz  der  beiden 
linearen  Gleickungssysteme  zwischen  beiden  Klammersymbolen  die  6 
oder  allgemein  n(2n  —  1)  bilinearen  Relationen98) 


d.  h.  die  Poissonschen.  Klammersymbole  sind  rationale  Funktionen  der 
Lagrangeschen  und  umgekenrt. 

Beide  werden,  allgemein  zu  reden,  Funktionen  der  Elemente  und 
der  Zeit.  Hire  explizite  Abhangigkeit  von  der  Zeit  wird  aber  durch 
den  Charakter  der  Grundkrafte  allein  bestimmt.  Ihre  Systemkoor- 

dinaten 

G,.  =  Sejj 

diirfen  nur,  sollen  die  2n  Konstanten  ax  zur  Beschreibung  aller  Grund- 
bewegungen  (vollstandig)  ausreichen,  von  den  Lag'ekoordinaten,  iliren 
Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  abhangen.  Wir  konnen  sie 
aber  immer  als  blosse  Funktionen  der  Zustandsgrossen,  d.  h.  der  Lage- 
und  Impulskoordinaten,  und  der  Zeit  ansehen.  Denn  erstens  konnen 
alle  Koordinatengeschwindigkeiten  0V  durch  die  Impulskoordinaten 
ausgedriickt  werden,  da  sie  mit  ihnen  vermittelst  der  kinetischen 
Energie  E  des  Systems  linear  zusammenhangen  durch  die  bekannten 
Gleichungen 

p  =  ^       Oder  umgekehrt     6r  =  t  \-  ,      v  =  1  bis  n 

der  CP* 

wo  E'  die  konjugierte  Energieform  (vgl.  Nr.  14  a,  15)  bedeutet.  Zweitens 
konnen  alle  Koordinatenbeschleunigungen  6r  vermittelst  der  Lagrange- 
schen  Bewegungsgleichungen  eliminiert  werden"). 

98)  C.F.G.Jacdbi,  Nova  methodus  aequationes  differentiales  partiales  pnmi 
ordinis  inter  numerum  variabilium  quemcumque  propositas  integrand!  (posthum). 
Ges.  Werke  5,  1,  p.  188.   E.  T.  Whittacker,  A  Treatise  on  the  Analytical  Dynamics 
of  Particles  and  Rigid  Bodies,  Cambridge  1904,  p.  288;  M.  Winkelmann,  1.  c.  p.  25. 

99)  IV  1,  Nr.  37  (Foss),  Fussnote  '218;  E.  T.Wittaker,  loc.  cit.  Nr.  28.    Oder 
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Die  aus  den  Grundkraftkoordinaten  abgeleiteten  Grossen 

Q  f~i  o  fi  Q  /"* 

/--i  OUt*  0  vro  -\         r^i  Our,, 

(JT     —  —    —   ^         und      (TVC  —  — — 
o  6<j          c  Qv  d  Pa 

charakterisieren  alsdann  wesentliche  Eigenschaften  des  Kraftfeldes. 
Die  Grossen  Gv  setzen  sich  linear  aus  den  Wirbeln  (Rotoren)  I  des 
elementaren  Kraftfeldes  mit  den  rechtwinkligen  Komponenten 

linear  zusammen setzen,  namlich 


worin  ev  —  eve  die  konjugierten  (besser  polaren)  Begleitvektoren100) 
bedeuten,  also  ganz  entsprecliend  der  Bildung  der  Kraftkoordinate  des 
Systems 


aus  den  elementaren  Kraften  g. 


und  die  Impulsderivierten  G^  hangen  namlich  mit  den  Anderungs- 
geschwindigkeiten  der  beiden  Klammersyrnbole  (bei  konstanten  Ele- 
menten,  da  jetzt  ausscbliesslich  die  Grundbewegung  betrachtet  wird) 
zusammen  durch  die  je  n(2n  —  1)  linearen  Gleichungen101): 


d  a'x 


- 

dev  dP?      c 
a    ae 


"V  "V 

r  ^  ^ 

p          r 

und  durch  das  vollstandige  System  ihrer  Umkehrungen  102)  : 


man    benutzt   die   Zustandsgleichungen,  um  erst  alle  Qv  und  Qv  durch  ax  auszu- 
driicken  und  dann  diese  wieder  als  Funktionen  von  6V  und  Pv  darzustellen. 

100)  Eingefiihrt  von  J.  Somoff,  Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik,  I.  Teil 
(Kinematik),  deutsch  von  A.  Ziwet,  Leipzig  1878,  Kap.  8  und  K.  Heun,  Lehrbuch 
der  Kinematik,  Leipzig  1906,  p.  111. 

101)  M.  Wirikelmann,  1.  c.  §  4,  5. 

102)  M.  Winkelmann,  1.  c.  p.  39. 

31* 
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_[a.,«a3 

\3ctx  a«i     a«x  dai/ 
•/.,i 


(^   ^-!) 
2 


(dP<l  ?** 

.^^j  \d ax  $ai 


~dr 


oax 


X,  /I 


je  ww 


.     n(n  —  1) 
J6  2 


t  dPa  _  dPa  c8r\  3K,  aj 
x  3a^        daKdaJ      dr  ~ 

da,  da    _  cay  da  A  8(ax1  aA) 


or 


%™r  i36a  oQx 

\s     —  ~~          ^^       I  T-^  >\~~~ 


ii\  d (ax ,_0j 


zusammen:  je  n(2n — 1). 

Fur  zwanglaufige  Systems  (n=  1)  vereinfachen  sicli  diese  Formeln 
erheblich,  da  keine  Wirbelkoordinaten  vorhanden  sind.  Mit  den  beiden 
Elementen  a,  b  ihrer  Bewegung  wird 


und  umgekehrt 


Verschwinden  samtliche  6r,'.?,  d.  h.  sind  die  Grundkrafte  unab- 
hangig  vom  Gescnwindigkeitszustande  des  Systems,  und  ferner  auch  samt 
liche  6r  ,  d.  h.  ist  das  Kraftfeld  wirbelfrei,  so  sind  die  Grundkrafte 
konservativ,  d.  h.  sie  besitzen  ein  raumliches  Potential  V,  und  samt 
liche  Klammersymbole  von  Poisson  und  Lagrange  werden  unabhangig 
von  der  Zeit.  Und  umgekehrt:  Sobald  die  Anderungsgeschwindig- 
keiten  samtlicher  Klammersymbole  verschwinden,  werden  auch  alle 
Impulsderivierten  und  Wirbelkoordinaten  der  Grundkrafte  gleich  Null, 
d.  h.  die  Grundkrafte  selbst  sind  konservativ.  Diese  ausgezeichnete 
Eigenschaft  des  Kraftfeldes  bildet  daher  die  notwendige  und  hin- 
reichende  Bedingung  dafur;  dass  in  keinem  einzigen  Klammerausdruck 
die  Zeit  explizite  vorkommt.  In  den  obigen  Gleichungssystemen  liegt 
erst  der  vollstandige  Beweis  dieses  ebenfalls  von  Lagrange  und  Poisson 
aufgefundenen  Fundamentaltheorems. 

Sind  uns  die  Zustandsgleichungen  ernes  Systems,  d.  h.  der 
Zeitverlauf  der  Bewegung,  explizit  bekannt,  so  lassen  sich  aus 
den  mit  ihrer  Hilfe  allein  gebildeten  Funktionaldeterminanten  und 
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Klammerausdriicken  durch  einmalige  Zeitdifferentiation  derselben  die 
wesentlichen  Eigenschaften  des  Kraftfeldes,  namlich  seine  7?Wirbel" 
und  seine  Abhangigkeit  Tom  Impuls-  und  damit  vom  Bewegungs- 
zustande  des  Sy stems  ?  ableiten,  ohne  die  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  selbst  zu  benutzen103). 

Konservative  Grundkrafte  (die  aber  die  Zeit  explizite  enthalten 
diirfen)  gestatten  durch  die  Einfiihrung  sog.  kanonischer  Elements  die 
Reduktion  der  allgemeinen  Storungsformeln  auf  eine  besonders  ein- 
fache,  die  kanonische  Form10*').  Ein  solches  kanonisches  System  der 
Elemente  bilden  z.  B.  die  Anfangswerte  der  Lage-  und  Impulskoordi- 
naten.  Bezeichnet  man  sie  mit  av,  bv  und  nennt  ein  solches  Paar 
konjugierte  Elemente,  so  nehmen  die  Klammerausdriicke  [ax,  «J  die 
Werte  -  -  1  oder  0  und  (ax,  a;)  die  Werte  +  1  oder  0  an;  je  nach- 
dem  ihre  Argumente  konjugierte  Elemente  sind  oder  nicht.  Entsprechend 
erhalten  sowohl  die  Poissonschen  als  auch  die  Lagrangescben  Storungs 
formeln  folgende  Grestalt: 

dav  -rt        dbv         \      A  iV' 

d7  =  -^     5?-  +  ^'  v-lWtfn 

Hierbei  sind  die  Storungsgrossen  Av  und  Bv  einander  so  zugeordnet 
wie  die  konjugierten  Elemente  av,  bv,  namlich  durch  die  virtuelle 
Arbeit  der  storenden  Krafte 


Sind  uberdies  auch  die  Storkrafte  konservativ,  so  besitzen  sie 
ein  Potential,  dessen  negativer  Wert,  die  sog.  Storungsfuriktion  Q, 
als  Funktion  der  Elemente  und  der  Zeit  dargestellt  wird.  Alsdann 
lauten  die  kanonischen  Storungsformeln 

dav  _          dtt       dbv  _      .    d& 
dt  dbv '      dt  '    dav 

Dieser  Form  bedient  sich  yorwiegend  die  Astronomie  bei  der  Losung 
des  klassischen  Storungsproblems.  Eine  solche  kanonische  Reduktion 
im  strengen  Sinne  ist  jedoch  nur  moglich,  wenn  wenigstens  die  Grund 
krafte  konservativ  sind.  Und  das  wird  gerade  bei  der  Anwendung 
der  Variation  der  Konstanten  auf  die  kinetischen  Probleme  der  Technik 


103)  M.  Winkelmann,  1.  c.  p.  41. 

104)  Zuerst  bei  Poisson,  Mdmoire   1809,   aber  ohne  Beweis   und  ohue  Er- 
kenntnis  ihrer  Bedeutung,  dann  bei  Lagrange,  Second  Memoire  sur  la  variation 
des    constantes    arbitraires   dans   les  probl ernes   de  Mecanique,    dans   lequel  on 
simplifie  Tapplication   des  formules  generales  a  ces  problemes.     Paris,  M^m.  de 
1'Inst.  1809,  p.  343—352  [gel.  19.  Febr.  1810]. 
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haufig  nicht  zutreffen.  Denn  die  Kraftfelder  der  Maschinen  haugen 
fast  inimer  auch  von  dem  Geschwindigkeitszustande  des  Systems  ab.  Es 
werden  sich  ihre  konservativen  Bestandteile  also  nicht  allein  als  Grund- 
kriifte  abspalten  lassen.  Dann  miissen  die  allgemein  giiltigen  Storungs- 
formeln  herangezogen  werden.  Gelingt  dann  nicht  die  strenge  Losung 
des  Grundproblems,  so  muss  die  angenaherte  wenigstens  die  geniigende 
Zahl  von  allgemein  gehaltenen  Parametern  enthalten,  welche  die  Ele 
mente  vollstandig  vertreten  konnen. 

Hierbei  wird  es  sich  vielfach  empfehlen,  als  storende  Krafte 
nicht  allein  eingepragte  zu  wahlen,  sondern  auch  solche  kinernatische 
Glieder  der  Bewegungsgleichungen,  die  verhaltnismassig  klein  bleibende 
,,Massenwirkungen"  des  Systems  darstellen,  indem  man  sie  auf  die 
dynamische  Seite  der  Gleichungen  als  Storungsglieder  bringt,  und  damit 
das  Grundproblern  vereinfacht  und  vollstandig  losen  kann. 

18.  Storungen  durch  momentane  Stosskrafte.  Die  Resultate 
der  vorhergehenden  Nummer  konnen  leicht  auf  diesen  Fall  iiber- 
tragen  werdeu.  In  der  Tat  wurde  bereits  bei  der  Herleitung  der 
Fundamentalgleichungen  der  Storungsprozess  unstetig  aufgefasst.  Die 
Bewegung  des  Systems  nach  dem  ,,Stoss"  unterscheidet  sich  von  der 
Bewegung  vor  dem  Stoss  nur  durch  eine  Anderung  der  Elemente. 
Denn  sie  sind  durch  den  Anfanyszustand  des  Systems  bestimmt.  Als 
Anfangszustand  konnen  wir  aber  die  Werte  der  Lage-  uud  Impuls- 
koordinaten  zu  irgendeiner  Zeit,  also  auch  in  dem  Augenblick  setzen, 
in  dem  jene  Impulsion  eingetreten  ist.  Die  „  Variation  der  Konstanten" 
ersetzt  dagegeu  diese  sonst  erforderliche  Bestimmung  der  Integra- 
tionskonstanten  in  den  Zustandsgleichungen  des  Systems  durch  die 
Berechmmg  der  Anderungen,  welche  die  Elemente  selbst  infolge  des 
Stossvorganges  erfahren.  Bereits  Lagranye  hat  solche  unstetige  An- 
derungen  in  den  Elementen  der  elliptischen  Planetenbewegung,  wie 
sie  etwa  durch  einen  Zusammenstoss  mit  einem  anderen  Planeten 
oder  eine  innere  Explosion  entstehen  konnen,  berechnet105).  Sind 
claher  die  Werte  der  2n  Elemente  eines  Systems  von  n  Freiheitsgraden 
mit  den  n  Lagekoordinaten  Bv  und  den  n  Impulskoordinaten  Pv  vor 
dem  Stoss  ay,  nachher  ay'  und  ereignet  sich  dieser  zur  Zeit  r1}  so 
miissen  dementsprechend  gelten, 

solange    T<T,,    die   2n   (Bv=   Ov(ay,r) 

oder     a,  =  ax(0v,  Pv,  T) 
Zustandsgleichungen      \PV  =  Pv(aK,  T] 

105)  Lagrange,  Mecauique  analytique  (2.  e'd.),  See.  Part.  VII,  Chap.  II, 
p.  66/75. 
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und 

solange  »>»„  die  3.  I  9,  -  fl,(a,',  T)     oder    (<;  _  <((^  ^  t) 
Zustandsgleichungen   (  Pv  =  Pr  (ax  ,  T) 

Vermoge  der  endliclien  Anderungen  Aax  der  urspriinglichen  Ele- 
mente  driicken  sich  die  letzteren  auch  aus  durch 

<  =  «x  +  Aax- 

Die  Anderungen  Aax  sind  aus  den  zur  Zeit  rl  das  System  treffenden 
elementaren  Stosskraften  s  zu  berechnen.  Diese  erzeugen  zunachst 
plotzliche  Storungen  der  Impulskoordinaten,  und  zwar  von  der  Grosse 


wo  8V  die  Systemkoordinate  der  Stosskrafte  in  bezug  auf  die  Koor- 
dinate  Ov,  ev  ihren  Begleitvektor  bedeutet.  Die  Impulsstorungen 
hangen  dann  mit  den  Anderungen  der  Elemente  zusammen  durch  die 
2n  Gleichuneii 


so   dass  vennittelst  der  vorhergehenden  Werte  der  APV  sich  ergiebt: 


Natiirlich   gelten,  wie   friiher7    auch  hier   die   vollstandigen  Um- 
kehrungen  dieser  2n  linearen  Gleichungen  in  Aax,  Sv: 

S  =  y,(d^}    A«x     0=Vx(^)    Aax. 
^j  \cajfi  ^J  \da,J^ 

Ferner  konnen  die  Stosskoordinaten  Sv  durch  Storungsgrossen  Ax' 
erst  ausgedrflckt  werden,  wenn  in  der  virtuellen  Arbeit 


fiir  die  virtuellen  Verschiebungen  solche  gewahlt  werden,  die  aus 
willkiirlichen,  aber  infinitesiiaaleii  Anderungen  der  Elemente  vermoge 
der  Zustandsgleichungen  hervorgehen.  Dann  sind  alle  J.x'  erklart 
durch  die  Gleichung 


2n 


106)  Durchfiihrung  des  astrouoinischen  Beispiels  bei  Lagrange,  a.  a.  0. 
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d.  h. 

S  . 


Werden  diese  Grb'ssen  eingefiihrt,   so  ergeben  sich  wie  im  Falle 
kontinuierlicher  Storkrafte  die  beiden  Storunsformeln  : 


1 
2n 


1 

wo  die  Werte  der  Klammersymbole  nur  ftir  den  Zeitpunkt  rl  gelten. 
Sind  die  stetigen  Grundkrafte  konservativ,  und  haben  wir  die 
(speziellen)  kanonischen  Elemente  av,  bv  -  -  etwa  die  Werte  von  6V 
bzw.  Pv  zur  Zeit  r  —  0  — ,  so  vereinfachen  sich  die  allgemeinen  Sto 
rungsformeln  zu  den  kanonischen: 

Aar  =  --£,',     *&,-.  +  <, 

wo  die  Bv'  den  Av'   so   konjugiert   sind   wie  die  Elemente  bv  den  av. 
Besitzen  iiberdies  auch  die  Stosskrafte  eiu  Potential  &',  so  driickt 
man  ^i'  als  Funktion  der  Elemente  aus  und  berechnet 

A  '  __  ?&      R  '  __  c&_ 

"   '  "  dav          '    '  ~   $bv  ' 

II.  Teil.   Theorie  der  gespannten  Kontinua. 

Die  Stereomechanik  behandelt  ein  Kontinuum  besonderer  Art, 
namlich  den  starren  Korper,  der  ausgezeichnet  ist  durch  die  Unbe- 
stimmtheit  der  Spaunungen  des  Volumelementes,  weil  bei  diesem  die 
Deformation  ausgeschlossen  ist.  Das  Element  eines  Kontinuums  hat 
im  allgemeinen  so  viel  voneinander  unabhiingige  skalare  Spannungs- 
komponenten,  als  es  Freiheitsgrade  der  Deformation  besitzt.  Es  ist 
daher  prinzipiell  nicht  ausgeschlossen,  dass  nicht  nur  an  den  Grenzen, 
sondern  auch  in  bezug  auf  das  Volumelement  im  Innern  des  Konti 
nuums  Reaktionen  neben  der  dann  notwendigerweise  reduzierten  Span- 
nung  bestehen.  Streng  geuommen  treten  solche  Reaktionen  in  der 
Elastizitatstheorie  auf;  wenn  man  annimmt,  dass  durch  die  einge- 
pragten  Krafte  keine  rotatorische  Wirkung  auf  das  Element  im  Innern 
des  elastischen  Mediums  ausgeiibt  wird.  Im  Grenzfalle  des  undehn- 
baren  Fadens  ohne  Biegungsmoment  verschwindet  die  Vorstellung 
der  eigentlichen  Spannung  vollst'andig,  so  dass  dieses  System  sowie 
die  damit  im  Zusammenhang  stehende  Theorie  der  unelastischen  Ban 
der  eigentlich  zur  Stereomechanik  gehoren. 
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19.    Lineare  Kontinua  (Faden,  Bander  und  Drahte). 

19  a.  Statische  Ansatze.  Als  Faden  bezeichnet  man  ein  lineares 
Kontinuum,  welches  keinerlei  Biegungsmomente  aufweist.  Kann  der 
Querschnitt  Momente  iibertragen,  so  bezeichnet  man  das  System  als 
Band  (Riemen,  steifes  Sell),  wenn  elastische  Krafte  nicht  in  Betracht 
kommen.  Unter  einem  Draht  wollen  wir  ein  lineares  Kontinuum  ver- 
stehen,  welches  in  jedem  Querschnitt  drei  von  einander  unabhangige 
elastische  Momente  (also  zweiaxige  Biegung  mit  Einschluss  des  ela- 
stischenTorsionsmomentes)  fibertragen  kann.  GemeinsameVoraussetzung 
ist  die  Kleinheit  des  Querschnitfces  im  Verhaltnis  zur  Langendimension. 
E.  u.  F.  Cosserat101}  haben  eine  exakte  Definition  der  linearen  Kontinua 
gegeben;  welche  auch  fur  die  angewandte  Mechanik  von  Bedeutung  ist. 
tTber  die  altere  Auffassung  ist  in  Art.  IV  67  Nr.  23  (Stackef)  u.  Art.  IV  25 
Nr.  17  (Tedone  u.  Timpe}  referiert.  E.  u.  F.  Cosserat  bezeichnen  als 
,,ligne  deformable"  die  stetige  Folge  von  rechtwinkligen  Axenkreuzen 
CT>II°HI°,  welche  den  Punkten  C°  einer  Raumkurve  zugeordnet  sind. 
Infolge  der  Deformation  gehen  die  Punkte  C°  in  die  Punkte  C  der 
deformierten  Raumkurve  fiber  und  jedes  Axenkreuz  CTOII°III°  in  ein 
Axenkreuz  Gimn  (Ursprung  C)  fiber.  Die  stetige  Mannigfaltigkeit 
der  Lagen  dieser  neuen  Axenkreuze  Cmm  wird  dann  als  ,,ligne  de- 
formee"  bezeichnet.  Die  Verschiebungen  und  Drehungen  der  Gponomo 
brauchen  hierbei  zunachst  nicht  als  unendlich  klein  aufgefasst  zu 
werden,  es  ist  nur  notig,  die  Stetigkeit  in  beiden  Gebilden  zu  fbrdern. 

Bei  Annahme  eines  festen  Bezugspimktes  0  bezeichnen  wir  den 
Vektor  OC°  mit  c°  und  den  Vektor  OC  mit  c.  Die  Axe  des  un- 
deformierten  linearen  Continuums  sei  in  der  Form  c°  =  f(s°)  ge- 
geben;  wo  s°  die  von  einem  festen  Punkte  aus  gerechnete  Bogenlange 
bedeutet.  Die  auf  das  Element  wirkende  eingepragte  Resultantkraft 
bezogen  auf  die  Langeneinheit  des  Bogens  s°  sei  x  und  das  ent- 
sprechende  eingepragte  Moment  m.  Die  auf  das  Element  wirkende 
Reaktiousresultante  werde  mit  dr  und  das  Reaktionsmoment  mit  dJR 
bezeichnet.  Nach  den  Regeln  der  elementaren  Stereostatik  lauten  die 
Gleichgewichtsbedingungen 108)  fiir  das  Element  des  linearen  Kon- 

tinuums : 

m      dr  /TT.      dE     , 

(I)         J-*,  (U)  +  yr-m. 


107)  E.  et  F.  Cosserat,  Theorie  des  corps  d^formables,  Paris  1909. 

108)  Vgl.  etwa  A.  Clebsch,  Theorie  der  Elastizitat,  Leipzig  1862,  p.  204—209. 
A.  E.  H.  Love,  A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity,  vol.  2,  Cam 
bridge   1893,    deutsch   von    A.  Timpe,    Lehrbuch    der    Elastizitat,    Leipzig   1907, 
p.  445.    K.  Heun,  Die  Grundgleichungen  der  Kinetostatik  der  Korperketten,  Ztschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  56  (1908),  p.  69. 
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Hierin  ist 

v  ==  d76> 

d.  b.   die   auf  die  Langeneinbeit  des  Bogens  s°  bezogene  (spezifiscbe) 

VerscMebung    des     Axenkreuzes  Cmm.      Daneben    muss     die     ent- 

sprecbende   spezifiscbe   Dretnmg  ,  0  =  TO  aufgefasst  werdeu.  Mit  dieser 
Bezeicbnung  ist 

dr                       d*f  dB                   ,    d*K 


wenn  mit  d*  die  relative  Anderung  (gegen  das  Koordinatensystem 
Ojjjjjj)  gekennzeicbnet  wird.  Wegen  der  kinematiscben  Analogic  vgl. 
Art.  IV  6,  Nr.  11  (Stdckel)  und  Nr.  5  a  dieses  Artikels. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  allgemeinen  Methode  E.  u.  F.  Cosserats 
zu  geben,  bilden  wir  aus  den  Grundgleicbungen  (I)  und  (II)  durcb 
Einfiibrung  der  virtuellen  Anderungen  dc,  d6  die  virtuelle  Arbeits- 
gleicbung 

Fiir  die  Grossen  dc  und  dO  gelten  dieselbeu  Ubergangsgleicbungen 109) 
wie  in  der  Kinematik  des  starren  Korpers,  namlicb 


Fuhrt  man  noch  die  Abkurzung 

de^rdy  +  Bdro  —  (yr  + 
ein,  so  erhalt  man  die  Relation 

(III)  ->(fS° 


Dies  ist  die  statische  Zentralgleicliung™}  fur  die  deformierbaren 
liuearen  Continua.  E.  u.  .F.  Cosserat  machen  keinen  Gebrauch  von 
dieser  fundamentalen  Relation,  sondern  gehen  unmittelbar  von  der 
Aldionsgleicliung  aus.  Diese  folgt  sofort  aus  Gl.  (HI).  Die  Inte 
gration  zwischen  den  Grenzen  C0  und  Ct  mit  der  Annahme,  dass  an 
diesen  Grenzen  dc  und  dO  verscbwinden  sollen,  giebt  die  Beziehung 


sQ  =  0. 
Besteht  nun  fur  das  System  der  eingepragten  spezifischen  Kraile  ein 


109)  Vgl.  etwa  A'.  Heun,  Kinematik  1U06,  p.  276und  Nr.  14c  dieses  Artikels. 

110)  Vgl.  Nr.  11  dieses  Artikels. 
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skalares  Potential  u  derart,  dass 


wird,  so  wird  die  vorstehende  Grleichgewichtsbedingung: 

i 

(IV)  dj'(e  —  u)ds«  =  0. 

o 

E.  und  F.  Cosserat  bezeichnen  das  Integral 

i  i 

A  =  j  \e  —  n)  ds*  =  ffds* 

0  0 

als  77euklidische  Aktion".  Die  Funktion  f  ist  die  statische  Lagrangesclie 
Function,  d.  h.  die  spezifisclte  Aktion,  bezogen  auf  die  Langeneinheit 
der  undeformierten  Axe. 

Aus  dem  Ausdruck 

i 

dffds0  =  0 

0 

gewinnt  man  nach  den  Regeln  der  Variationsrechnimg  die  Beziehungen 


_, 

ds°  oy        cc  ds*  dm    ' 

Hier  ist 

df  df  cu  .      df        =-     df 

-*=  =  r,     ~  =  -      -=x,  sowie   -_  -  =  E,  ~  •  =  —  yr  +  ni  -4- 

uy  cc  dc  dw  '  fiQ 

zu  setzen,  um  aus  dem  Aktionsprinzip  die  statischen  Grundgleichungen 
(I)  und  (II)  zu  gewinnen.  Diesen  Weg  schlagen  die  genannten  Autoren 
immer  (d.  h.  auch  bei  zwei-  und  dreidimensionaleu  Kontinuen)  ein. 
Ob  gerade  dieses  Yerfahren  fiir  die  angewandte  Mechanik  vor  dem 
elementar-synthetischen  einen  Vorteil  bietet,  lasst  sich  zurzeit  nicht 
entscheiden.  Wie  alle  Methoden,  die  sich  durch  eine  sehr  grosse  Ab- 
straktheit  vor  anderen  auszeichnen,  kann  auch  diese  in  besonderen 
Fallen,  vielleicht  bei  nicht-holonomen  Einschrankungen  der  Beweglich- 
keit  des  linearen  Kontinuums,  niitzlich  werden.  6r.  Kirchhofflis}  und 
W.  Voigtn*)  haben  ausgiebigeii  Gebrauch  von  demselben  gemacht. 

Bei  fadenformigen  Systemen  kommt  nur  die  Gleichgewichtsbedin- 
gung  (I)  (p.  447)  in  Betracht.    Fiihrt   man  darin  die  Spannung  f   an 

111)  E.  u.  F.  Cosserat,  1.  c.  p.  27. 

o  /> 

112)  —  -=  ist  in  Nr.  6e  analytisch  definiert. 

de 

113)  G.  Kirchhoff,  Yorlesungen  iiber  Mechanik,  2.  Aufl.,  Leipzig  1877,  p.  432. 

114)  W.  Voigt,  Compend.  der  theor.  Physik,  Bd.  1,  Leipzig  1895,  p.  413. 
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Stelle  der  Reaktiou  r  ein  und  setzt  man 

ds-ds^__  .  __     , 
~d7°' 

indem  man  die  Giiltigkeit  des  Hookeschen  Gesetzes  annimmt,  so  erhalt 
die  Gleichung  (I)  die  Form 

.s    d    1  ,  dx\ 

00  &  +  **>*(**;)-*> 

wo  die  spezifische  Kraft  jc  noch  auf  die  Langeneinheit  des  undefor- 
mierten  Fadens  bezogen  ist.  Statt  c  ist  hier  x  geschrieben.  Fur 
die  schwere  dehnbare  Kettenlinie  (xx  =  0,  x  y  =  —  y,  %,  =  0)  giebt 
W.  Schell115)  die  Integrale  von  Gl.  (V)  in  der  Form 


JO 

«0  Spannuno;  im  tiefsten  Punkt). 

^ 


Hierin  ist   ctg  ty  =  -^-  und  a  diejenige  (zunachst  unbekannte)  Faden- 
ct  oc 

lange,  deren  Gewicht  gleich  der  konstanten  Horizontalkomponente  der 
Spannung  i  ist.  Fur  kleine  Werte  der  Dehnungskoeffizienten  e  wird 
a.  a.  0.  die  Elimination  des  Winkels  #  durchgefuhrt.  Die  Grosse  a 
kann  gefimden  werden,  sobald  die  Lage  der  Aufhangepunkte  und  die 
urspriingliche  Fadenlange  oder  wenn  statt  der  letzteren  Angabe  eine 
Endspannung  bekannt  ist.  Der  letztere  Fall  ist  fur  einseitig  befestigte 
Tragseile  von  Bedeutung. 

Hilfstafeln  zur  numerischen  Bestimmung  von  a  bei  festen  Auf- 
hangepunkten  fiir  e  =  0  giebt  O.J.'Brodi  116).  Die  in  den  Lehrbuchern 
angefiihrten  Niiherungen,  welche  auf  der  Annahme  sin  ^  =  ^  und 
cos  ty  =  1  —  ^-^2  beruhen,  sind  meistens  wertlos,  da  die  strengen 
Formeln  fiir  die  Kettenlinie  die  Konstruktion  eines  Abacus111)  ge- 
statten,  der  jede  Reclmung  iiberfliissig  macht  und  auf  alle  hier  im 
Betracht  kommenden  Fragen  augenblicklich  Antwort  giebt.  Gl.  (V) 
muss  zuweilen  nach  der  Tangente  (tf)  und  der  Hauptnormalen  (v)  der 
Fadenkurve  in  Komponenten  zerlegt  werden.  Diese  Komponenten  sind 


(1  +  et)      =  x,,,       (1  + 


=  • 


wo   ax    der   Radius   der   ersten   Kriimmung  und   xa,  x,    die   durch   die 

115)  W.  Schell,    Theorie   der  Bewegung  und   der  Krafte  2,    Leipzig   1880, 
p.  112—114. 

116)  0.  J.  Broch,  Lehrbuch  der  Mechanik,  Berlin  1854,  p.  46. 

117)  M.d'Ocagne,Les  calculsusuelseffectues  aumoyen  desabaques,  Paris  1891. 
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Indizes  angedeuteten  Komponenten  der  eingepragten  spezifischen 
Kraft  K  sind. 

Hierhin  gehort  die  Eulersche  Reibungsformel 118)  (e  =  0) 

t1  =  t»evn  (e  =  2,71828  .  .  .) 

fur  einen  Faden7  der  eine  kreisrunde  Scheibe  (Reibungskoeffizient  y) 
unter  dem  Winkel  a  unifasst.  t°  ist  die  Auflauf-,  t1  die  Ablauf- 
spannung  an  der  Grenze  der  Haftreibung.  Sie  bildet  immer  noch  die 
Grundlage  aller  elementaren  Darstellungen  der  Theorie  der  Riemen- 
und  Seiltransmissionen  auch  in  denjenigen  Fallen119),  welche  nicht 
mehr  der  Statik7  sondern  der  Kinetik  angehoren.  Weiteres  siehe  in 
Nr.  19  b  und  in  Art.  IV  10,  Nr.  20  (v.  Mises). 

Die  Statik  der  Bander  ist  trotz  ihrer  Einfachheit  bisher  wenig 
behandelt120).  Die  expliziten  Gleichgewichtsbedingungen  folgeu  aus 
den  allgemeinen  Gleichungen  (I)  und  (II).  Wir  setzen  t  statt  r  und 
T  statt  JR,  zerlegen  nach  dem  im  Bandeleinent  festen  Axenkreuz 
Ciiini  und  erhalten  fiir  y  =  <7  (Taugenrichtung  mit  Cm  zusaramen- 
fallend)  —  zunachst  ohne  weitere  Voraussetzungen  fiber  die  Reaktions- 
komponenten  t  und  T  -  die  Gleichungen  (ds  =  ds°}: 


(I') 


ds 

dtrr 


(II') 


•j  rn 


ton  Ti 


—  fa  =  tnlf 


ds 


~  + 


In  diesen  Gleichungen  ist  noch 


=  JJ 


—JJfa&n. 


==  —  JJ 


118)  Das  allgemeinere  Problem  des  G-leichgewichts  eines  biegsamen  Fadens 
auf  einer  rauhen  Flache   behandelt  J.  H.  Jellet,   Theorie   der  Reibung  (deutsch 
von  Liiroth  und  Schepp),  Leipzig  1890,  p.  62—67. 

119)  Man  vgl.  etwa  C.  Bach,  Maschinenelemente,   Stuttgart  1901,  p.  315  f. 

120)  Einige  Probleme  dieser  Art  bei  K.  Heun,  Die  Grundgleichungen  der 
Kinetoatatik  der  Korperketten,  Zeitschr.  Math.  Phys.  56  (1908),  p.  70—77. 
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zu  setzen,  wo  $  die  auf  das  Flachenelement  dzidzn  des  Querschnittes 
wirkende,  aber  auf  die  Volumeinheit  bezogene  eingepragte  Kraft  be- 
deutet.  Alle  Integrale  sind  iiber  diesen  Querschnitt  (F}  zu  erstrecken. 
Als  Position skoordinaten  des  Bandelementes  fiihrt  man  neben  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  c1,  C2,  cs  des  Bandaxenpunktes  C  noch 
die  Eulerschen  Winkel  a17  «27  a3?  welche  Cmm  gegen  das  unver- 
anderliche  Axenkreuz  0123  orientieren,  ein.  Dann  treten  zu  den 
Gl.  (I')  und  (II')  die  bekannten  Beziehungen  (vgl.  Nr.  47  p.  380): 


an') 


tr»n  = 


dccj 

cos  a*  --J--  +  sm  « 
d  as 

d^    , 

da.     ,    da- 

cos  a,     ,  -  -\ ^  • 

1   ds          ds 


sin 


t 

CCo   '  ^       . 

8   ds  ' 


Die  spezifische  eingepragte  Kraft  ^l  ( Volumkraft)  ist  oft  in  ihren 
raumfesten  auf  0123  bezogenen  Komponenten  $1}$i}$6  gegeben.  In 
diesem  Falle  braucht  man  noch  die  Relationen: 


t'i    =  (cos  cc2  cos  «3  —  sin  «2  sin  «3  cos  aj)  ^ 

-|-  (sin  a.2  cos  «3  +  cos  a2  sin  as  cos  a: 
-(-  sin  enj  sin  as  •  ®3 , 

t'n  =  — fcosf^sincco  +  sin  a,  cos  a«  cos  a,)  $< 

\  ^  Oi  J  u  A/J. 

-f-  ( —  sina2  sinors  +  cosa2coso;s  cosa] 
-f-  sin  «j  cos  as  •  ^37 


(IV) 


—  sin  «x  cos  a,  • 


cos 


Fiir  die  nachstliegenden  Anwendungen  auf  die  Statik  des  Riemens 
wird  man  mit  einer  gewissen  Annaherung  2\  =  0  und  Tin  =  0 
setzen  konnen,  indem  man  annimmt,  dass  der  rechteckige  Querscbnitt 
von  veriuiltnismassig  geringer  Hohe  (2  an)  nnr  um  die  zu  seiner 
Breitendimension  (2aj)  senkrechte  Axe  'Co.  ein  Reaktionsmoment 
TH  =  T  iibertragt.  Wir  betrachten  im  besonderen  eineu  Riemen, 
der  ursprunglich  eben  und  gerade  ist,  und  denken  uns  denselben  iiber 
eine  Flache  vom  Kriimmungsmass  Nail  aufgelegt.  Dann  wird 

Wl  =  «"  »      tt)m  =  a  > 
al  w2 

wo  at  den  Radius  der  ersten  Kriimmung  und  a2  den  Torsionsradius 
des  Riemens  bedeutet.  Die  von  der  Flache  ausgeiibte  Reaktion  sei  rn. 
Diesen  Annahmen  entsprechen  die  Gleichgewichtsbedingungen  fiir  den- 
Rienieu: 


19b.  Lineare  Kontinua:  Kinetik. 


(I") 


ds 

dtul 
\  "ds 

—  !*L  —  a 
a2 

at     '    a, 
hi 

(II") 


Diese  Auffassung  gestattet  eine  Verallgemeinerung  der  Eulerschen 
Reibungsformeli2i}  fiir  den  Fall  eines  Riemens  mit  endlichen  Quer- 
schnittdimensionen  (2«i,  2  an).  Es  wird  fiir  den  Umfassungswinkel  cc 
um  einen  Kreiszylinder  mit  dem  Radius  a0: 


I/T 


J  n  «0yr-£^ 

ist  der  Reibungkoeffizient  und 


(e  =  2,71828  .  .  .). 


2    =  2 


giebt   die  be 


Fiir  aIT  =  0  wird  ^n  =  0,  und  die  Gleichung  fiir 
kannte  Eulersche  Fadenreibungsgleichung  t^  =  t^e^a.  Der  obere 
Index  1  bezeichnet  die  Spannung  in  dem  ablaufenden  Trumm  an  der 
Grenze  der  Haftreibung. 

Uber  die  Statik  des  Dr  aides  ist  IV  25,  Nr.  17—19  (Tedone-Timpe) 
berichtet. 

19  b.  Kinetik.  Die  kinetischen  Gleichungen  fiir  einen  vollkommen 
biegsamen  Faden  und  unendlich-kleinen  Querschnitt  sind  schon  lange 
in  den  Bestand  der  besseren  Lehrbiicher122)  aufgenommen.  Sie  kommen 
bereits  bei  S.  D.  Poisson123)  vor.  Ihre  Komponentenzerlegung  nach  der 
Tangente  und  Hauptnormale  des  Fadens  giebt  E.  J.  Routh  1860  in 
der  ersten  Auflage  seiner  7;Dynamics  of  a  system  of  rigid  bodies".124) 
Sie  lauten  fiir  die  Bewegung  in  einer  Ebene: 


(VII) 


!  jT 

\dr 


dv 

j  --  r 
dr 


—   03  V)  =  Kn  -f-  -, 

]  "*    ds' 


121)  H.  Heun,  Korperketten,  a.  a.  0.,  p.  74. 

122)  Vgl.  z.  B.  E.  J.  Eouili,   Dynarnik  der  Systeme  starrer  Korper,   Bd.  2, 
deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1898,  p.  432. 

123)  S.  D.  Poisson,  Paris,  Memoires   de   1'Academie  des  sciences,   8  (1829). 

124)  Von  hier  sind  sie  in  A.  E.  H.  Love,  Theoretical  mechanics,  Cambridge 
1907,  p.  304  iibergegangen. 
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fur  den  unausdehnlaren  Faden.  t  bedeutet  die  Langsspannung  des 
Fadens  mit  dem  Liingenelement  ds.  Die  spezifisch  eingepragte  Kraft  x 
ist  in  der  Schmiegungsebene  zerlegt  gedacht,  d.  h.  es  ist 

jj  =  xa  •  0  -f  X,,  •  V 

und  entsprecheud  die  ganze  Geschwindigkeit 

dx  -   | 

=  u  •  6  -j-  v  •  v . 

Cv  \t 

Die  spezifische  Masse  bezogen  auf  die  Langeneinheit  des  Fadens  ist 
mit  in,  der  Radius  der  ersten  Kriimmung  mit  a^  bezeichnet.  In 

co  =  ~-   ist  6  der  Winkel,  welchen  die  Fadentangente  in  dem  Faden- 

0  t 

element  mit  einer  festen  Richtung  in  der  Fadenebene  bildet.  Zu  den 
Gl.  (VII)  treten  noch  die  Relationen 

cv         u  8u     .     v 


welche  den  dauernden  Zusammenhang  der  Fadenelemente  wahrend 
der  Bewegung  zum  Ausdruck  bringen.  Wegen  Anwendung  der  Glei- 
chungen  (VII)  uud  (VIII)  auf  das  Radinyersche  Seilphanomen  vgl. 
A.  KH.  Love™}. 

Man  kann  die  Gleicnungen  (VII)  und  (VIII)  so  erweitern,  dass 
sie  fiir  die  raumliche  Bewegung  des  unausdelinbaren  Fadens  gelten. 

Zerlegt  man  nach  der  Tangente  ((?),  Normale  (v)  und  Binor- 
male  (^),  so  wird  die  Geschwindigkeit 

v  =  vaa  +  vvv  -f  vnrj 

und 

dv         (dva  dip\  - 

__  /  _^L  _L  v  Q 

dr          \dr  v  dr  / 

/dv,,  dy 

+  U  •-V'd,--V1 


Es  bedeutet  ^  =  ]-  die  Biegung  und  d,*  =  ^-  die  Windung  des  Fadens. 
as        rft  as        cif 

An  Stelle  der  Gleichung  (VII)  hat  man  jetzt  die  folgenden: 


(VII') 


111 


dv.,     .    dip      \  I    dt 

-d?  +  in  v*)  =  **  +  *-,> 

dvv        dy         _d±     \  __*lLt 

d~r""^Va         drV'l)         ^          As  *> 


m(ddr 


dv 


125)  A.  E.  H.  Love,  Theoretical  mechanics,  Cambridge  1897,  p.  306. 
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imd    die   Bedingungen    des   unausdehnbaren   Zusamrnenhanges   werden 


(viir) 


°.  _|_      .  v  = 


d%  dip 


~ds 


ds 


Raumliche  kinetische  Probleme  dieser  Art  sind  noch  nicht  im 
einzelnen  durchgefiihrt.  Man  muss  mit  der  Moglichkeit  rechnen,  dass 
eine  eingehendere  Untersuchung  zu  einer  Beanstandung  der  Gleichung 
(VIET)  fiihren  kann,  da  es  fraglich  ist,  ob  sie  den  allgemeinsten  Be- 
wegungsformen  des  Fadens  geniigen. 

20.  Zweidimensionale  Kontinua  (Flachengebilde).  Mit  der  Un 
tersuchung  der  Deformatioiien  unausdehnbarcr  Flachen  beschaftigt  sich 
Lagrange  in  seiner  Mecan.  anal.  2.  ed.  p.  147  f.  Neuere  Behandlungen 
von  E.  Beltrami™),  F.  KbUer  m)  und  V.  Volterra 128)  haben  dieses  Problem 
wesentlich  gefordert.  Uber  die  Theorie  elastischer  Flachengebilde  ist 
in  Art.  IV 25,  Nr.  20  (Tedone-Timpe}  ausfiihrlich  berichtet.  Hier  ist  des- 
halb  nur  uber  die  allgemeiuen  Ansatze  zu  referieren,  welche  die  end- 
lichen  Deformationen  und  Bewegungen  von  flachenartigen  Kontinuen 
betrachten,  deren  Spannungszustand  in  beliebiger  Abhangigkeit  vom 
Deformationszustande  steht.  Diese  allgemeine  Auffassung  ist  von  E.  und 
F.  Cosseratv2g~)  systematisch  durchgefiihrt. 

20 a.  Geometrische  Grundlagen.  Wenn  die  Gleichung  der  Flache 
in  der  Gaussschen  Darstellungsweise  durch  die  Relation  x  =  f(tplt  yn] 
erfolgt,  so  ist  das  Linienelement  bestimmt  durch  dx  =  e^dy^-}-  e^dy^. 
Die  Grossen  e^  und  en  sind  die  Begleitstrecken  des  Flachenpunktes. 
Die  Verwendung  der  Dyade  e  =  ^'^  +  eu'eu  (vgl.  Nr.  Ic)  und  des 
Vektors^  cp  =  cp^  -f-  ^n«n  giebt  dx  =  dye  sowie  dx2  =  dq>  •  e*~e*  •  d<p 
=  dyEdy.  Neben  der  G-aussschen  Dyade  erster  Ordnung  If  komnit 
noch  eine  zweite  ID  Anwendung.  Aus  dx  =  dye  folgt  d*x  =  dyde 
-f  d2ye  und  durch  Projektion  auf  die  Flachennormale  e~e^d?x 
=  D  •  dyady,  wo  -£>=,'  e^  \  und  die  Gausssche  Dyade  zweiter 
Ordnung  a  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung  D -a  =  I'e^e^.  Hierin 

•  .    JL        __;  fie^        jd^i!  1_ 

ist   e  =  £j  ~Q~-  -j-  STI  zu    nehmen.     Aus    der   Ableitungstriade  e' 


126)  E.  Beltrami,  Bologna  Memorie  (4)  3  (1882),  p.  217—265. 

127)  F.Kdtter,  Inaugural-Dissert.    Halle  1883. 

128)  V.  Volterra,  Roma,  Acad.  del  Lincei  Atti  (3)  8  (1884);  (4)  1  (1885). 

129)  E.  u.  F.  Cosserat,  1.  c.  p.  65—122. 

Enoyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  1,  u.  32 
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3  3 

bildet  Gauss  ausserdem  die  Dyaden  '  eT  und  e  eu  und  stellt  sie  durch 
die  Ableitungen  von  E  nach  cp  dar.  Er  seheint  dabei  die  enge  Ver- 
wandtschaft  mit  dem  Lagrangeschen  Prozess,  der  in  der  gauz  ana- 
logen  Bildung  der  Grossen  cPxe^  und  d2xe^  besteht,  nicht  beachtet 
zu  haben. 

An  Stelle  des  Gaussschen  Axeukreuzes  aus  den  Strecken  7,  e^ 
und  %%,  das  nur  dann  ein  starres  ist.  wenn  ej  -~^  =  0  bleibt,  be- 
nutzt  man  nach  dem  Vorgang  von  G.  Kirchkoff190)  und  A.  Clebsch1*1) 
meistens  das  von  D.  Codazzi  gewahlte  Axenkreuz  Ci23  aus  den  Strecken 
ei>  eieii-^ij  eierp  Seine  Translation  ist  dc  =  t^dy^  -f  ~~  d(pn  . 
Seine  Rotation  lasst  sich  in  die  Form  dO  =  TqId<pl  +  ^n^^n  bringen. 

Q    .        --  O  - 

Alsdann  ist    '  'l-  —  ^n  =  %iei  —  ^ien?  wie  D-  Codaszi™}  gezeigt  hat. 

</<Pn       oy\ 
Die  Zerlegung   nach    dem   beweglichen  Axenkreuz   fiihrt   zu   den   be- 

kannten  Beziehungen: 


o 

—         (en  sin  %)  =  ei^n3  —  en  cos  I  • 


0  =      -GI  rtll  2JrenGOSx-ril2  —  en  sin  i  •  ^  ,     (ex  en  =  %  %  cos  x), 

welche  von  A.  E.  H.  Love1™)  noch  einmal  abgeleitet  sind.    Die  Kom- 
ponenten  der  Rotation  dB  nach  dem  Axenkreuz  d23  sind 

^  (eTe~  •del  —  de^, 


^e^^  -delt 


wo  wie  oben  Z>  =  [  eT  %  J  bedeutet. 

20  b.  Einfuhrung  der  speziflschen  eingepragten  Krafte  und  der 
lokaUsierten  speziflschen  Reaktionen  (Spannungen).  Als  Axenkreuze 
kommen  zunachst  in  Betracht  das  festgehaltene  0123,  das  mit  der 
undeformierten  Flache  fest  verbundene  Cfi°23,  wo  C°  ein  Punkt  in 
der  undeformierten  Flache  ist,  uud  das  mit  der  deformierten  Flache 

130)  G.  Kirchhoff,  J.   f.   Math.   40    (1850),    =  =    Gesammelte    Abhandlungen, 
Leipzig  1882,   p.  237.     Vgl.  auch  F.  Gehring,   De  aequationibus   differentialibus 
quibus  aequilibrium  et  motus  laminae  crystallinae  definiuntur.    Diss.  Berlin  1860. 

131)  Elastizitat  fester  Korper,  Leipzig  1862.    §  64  f. 

132)  D.  Codazzi,  Ann.  di  mat.  2  (1868),  p.  101. 

133)  A.E.H.Love,  A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity,  1.  ed. 
Cambridge  1893  (Band  2  Anhang,  Note  13). 
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fest  verbundene  CiniII.  Wir  bezeichnen  mit  die  und  dK'  die  dem 
Flachenelement  eingepragte  Resultantkraft  bzw.  das  eingepragte  re- 
sultierende  Moment,  mit  dr  und  dE'  die  zugehorigen  absoluten  Re 
aktionen,  letzteres  ebenso  wie  dK'  auf  den  festgehaltenen  Pol  0  be- 
zogen.  Das  Flachenelement  ist  im  Gleichgewicht,  wenn  die  statischen 
Grundgleichungen  : 

(A)  dr  -f  die  =  0,  dE-  +  dK-  =  0 

erfiillt  sind.     Setzt  man  nun 

dr  =  dpI  -}-  dpu 
und  entsprechend 

dE'  =  dR 


indem  man  die  neu  eingefiihrten  Reaktionskomponenten  den  Kanten 
eI}  eu  des  Flachenelementes  zuordnet,  wodurch  dr  und  dE'  in  be- 
stimmter  Weise  lokalisiert  sind;  so  hat  man  noch  die  Wahl,  in  wel- 
cher  Weise  man  diese  lokalisierten  Reaktionen  definieren  will.  Mei- 
stens  setzt  man 


womit   die  Reaktionen  auf  die  Einheiten   der   Parameter   <plf  (pn  be- 
zogen  sind.    Nach  der  bisherigen  Bezeichnung  ist  das  Flachenelement 

dF  = 


Wir  setzen  noch  ^F=l    and    dp  =K'.   Nach  diesen  Annahmen 
erhalt  man  die  statischen  Grundgleichungen  in  der  Form: 


(I)      yri  +      "  +  D  •  !  =  0,       1  +          +  D  •  *'  =  0  (Pol  0). 

dqpT          &<pu  '    dqpj      '     dcpu     ' 

Die  Verlegung  des  Momentenpoles  von  0  nach  C  erfolgt  nach 
nach  den  VarignonsGhen  Gleichungen  R^  =  Rw  -f-  crw,  x'  =  Jc  -f-  cf, 
wo  das  Weglassen  des  oberen  Punktes  den  Punkt  C  als  Pol  andeutet. 
Man  gewinnt  so  die  Grundgleichungen  der  zweiten  Form: 


/JJX 

+          +  ••  ft  +  %T7i  +  D  •  i  -  0  (Pol  C). 


Bei  E.  und  F.  Cosserat,  p.  75   sind  diese   Gleichungen    zunachst    auf 
den  undeformierten  Zu stand  des  Flachenelementes  bezogen.  Wir  kenn- 


|o_   _dk_ 
1  dF° 

ersetzen. 

32* 


zeichnen  diesen  Fall,  indem  wir  D,  !,  3c  durch  Z)°  = 

3t°  ==     -^ 

dF° 
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Fur   die   relative  Anderung   von  rn  in  Cinra   schreiben  wir  wie 
fruher  d*f.     Dann  wird 


Hiernach  kann  man  die  statischen  Grundgleiclmngen  nacli  dem  beiveg- 
lichen  Axenltreuz  Cinra  in  Komponenten  zerlegen.  Man  findet  sie  bei 
E.  und  F.  Cosserat,  p.  75  angegeben. 

20  c.    Die  Zentralgleichung.      a)    Die  Zentralgleichung   fur   den 
Gleicligeiviclitszustand  des  Fldchenelementes.     Setzt   man  in   den  Glei- 

chungen  (II)  ^f^+  ^n  =  r>  *iRi  +  «n»n  =  R  und  bildet  man 
durch  Multiplikation  mit  do  bzw.  66  die  virtuellen  Arbeitsgrossen, 
so  folgt  durch  Addition  derselben  die  statische  Zentralgleichung  fur 
das  Flachenelement  : 


(III)          div  (rdc  +  R^^)  —  D-dE  +  D(!<$c  +  x^^)  =  0, 
wenn    man    noch    die    Ubergangsgleichungen    ddc  =  8dc    und 
beachtet.     Es  bedeutet 


wie  in  der  iiblichen  Vektorrechnung,  und 


71  =1 

und   7  =  s 


Wir  setzen  noch  zur  Abkiirzung 

Uc  -f  \ 

Aus  Gleichung  (III)  folgt  durch  Integration  iiber  ein  Flachenstfick  F 
mit  der  Kontur  C~ : 

4  F  F 

Zur  Umformung  benutzen  wir  die  Umsetzung  der  Flachenintegrale 
in  ein  Integral  liings  der  Randkurve.  1st  U  ••  =  U&  +  Z7nen  eme 
Funktion  der  Parameter  y^  <jpn,  so  gilt134) 

/(?) 
iiv  U'  dcpId(pT[  = 

wo  v  die  Normale   der  Kontur  C~   mit    dem  Bogenelement   ds   be- 

134)  E.  BeUrami,  Annali  di  mat.  (2)  1  (1867)  =  Opere  mat.  1,  Milano  1902, 
p.  340. 
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deutet.     v  liegt  in   der  Tangentialebene   an   die  Flache  x  = 

in   dem   Punkte   der  Kontur.     Im   vorliegenden   Falle   ist   L\  =  Fjtfc, 

J7n  =  rndc,  bzw.   t/I=BId0,   C/II=BIId#.    Setzt  man  noch 

eTv  •  TJ  .+  env  •  rn  =  D  -  Q~, 
und 

gjV  •  Bj  +  e-^v  -  Bn  =  D  •  f"., 
so  erhalt  man 

j'ds-dF=J\H>-dc-t-r-d  0)  ds  —  }  Y«  •  dF, 

F  C~  F 

wie  bei  E.  und  F.  Cosserat  p.  74.  Q~  ist  die  Reaktionsresultante  im 
Grenzpunkt  --  bezogen  auf  die  Langeneinbeit  der  Kontur  C~  -  und 
r~  hat  die  analoge  Momentbedeutung.  Wegeu  der  geometrischen  Be- 
ziehimgen 

euv  =  —  D-p-     und     elV  =  Dd(^ 

ds  ds 

erhalten  die  Grossen  Q~  und  r~  aucb  die  von  E.  und  F.  Cosserat 
gewahlte  Form 

i\r\  n-  —  v  dg>n  -     v     dqPl     r-  —  T?  dqp"  --  K     dqPl 

9          ri^T       Jn  7Zs  '  *          "*  rfs  "     ttn~dT' 

Man  gebraucht  diese  Ausdriicke,  wenn  bei  Spannungsproblemen 
die  Grenzbedingungen  zu  formulieren  sind.  Das  vollstandige  Span- 
nungssystem  besteht  aus 

den  Dyaden  r  ,   B     im  Innern  der  Flache  und 
den  Vektoren  Q~,   r~  in  den  Grenzpunkten. 

In  dyadischer  Darstellung  ist 

D  .  $  -  =  v  (p  x  r) 
und 

D.f-  =  v(exXR). 

Ferner  ist  zu  bernerken,  dass  rj  nicht  dem  Oo^a^schen  Begleitkorper 
(Nr.  20  a)  zu  entsprechen  braucht,  sondern  in  der  allgemeinen  Auffas- 
sung  von  E.  und  F.  Cosserat  einem  Begleitkorper  von  beliebig  defi- 
nierter  Lage  zugeordnet  ist.  Sie  geben  u.  a.  auch  die  Transformation 
der  Grundgleichungen  auf  ein  veranderliches  Axenkreuz  aus  den 
Strecken  eI}  en,  e^e^  auf  p.  89  des  genannten  Werkes.  Die  dort  ein- 
gefiihrten  Hilfsgrossen  S1}  2T27  £z  und  &l}  &2,  &3  sind  jedoch  nicht  die 
Christoffelschen  Symbole,  vielmebr  die  bekannten  Ausdriicke  von  Gauss, 
wie  sie  in  seinen  ,,Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas"  stehen. 
/3)  Zentralgleichung  fur  die  Beiveguny  der  yespannten  Flache.  Re- 
sultante  und  Moment  des  Impulses  der  raumlich  verteilten  Masse,  die  dem 
Flachenpunkt  C  zugeordnet  ist,  seien  wie  friiher  mit  p  und  V  bezeichnet. 
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Dann  1st,  wenn  E  die  kinetische  Energie  dieses  Massenelementes  sowie 

t  =  -7-   und  03  —  3—  bedeutet 
dr  dr 

dE=pdt  +  Vdco  —  (tp  + 
Die  kinetische  Zentralgleichung  lautet  jetzt 


entsprecherid  den  kinetischen  Grundgleichungen 
_^_f_divf4-D-f  =  0, 

—  (j—  +  ^)  +  ^v  ^  4~  (eiri  H~~  ei' rn)  +  -£*  •  *  =  0, 

Vrfr          -V 
denen  noch  die  Grenzgleichungen  beizufugen  sind. 

Zur  vollstandigen  Definition  der  Grossen  p  und  F  bedarf  es 
einer  eingehenden  Uutersuchung  der  Beziehungen,  welche  die  ab- 
strakte  Auffassung  der  massiven  gespannten  Flachengebilde  mit  der 
Theorie  der  massiven  Elastika  verbindet  und  die  vor  allem  auch  der 
Frage  nahertreten  musste,  inwieweit  diese  Abstraktion  fur  die  An- 
wendungen  iiberhaupt  von  Bedeutung  ist. 

21.    Raumliche  Kontinua. 

2 la.  Definition  der  lokalisierten  spezifischen  Reaktionen  (Span- 
nungen).  In  bezug  auf  ein  festliegendes  Axenkreuz  0123  sei  ein  Vek- 
torfeld  c°  gegeben.  Jedem  Punkte  C°  mit  dem  Ortsvektor  c°  wird 
ein  Axenkreuz  #123  zugeordnet.  Seine  Lage  gegen  0123  ist  festge- 
legt  durch  c°  und  drei  Eulersche  Winkel,  die  wir  mit  qpj,  ^2;  <P3 
bezeichnen  wollen.  Infolge  der  Deformation  des  Mediums  geht  der 
Punkt  C°  in  einen  Punkt  C  mit  dem  Ortsvektor  c  fiber.  Die  Loka- 
lisierung  der  absoluten  Resultantreaktion  dr  nach  den  Flachen  d(%d(%, 
dczdc\,  dc\dc2  fuhrt  zu  der  Zerlegung  dr  =  dr\  -f-  drz  +  drz.  Be- 
zieht  man  noch  aEe  Krafte  auf  das  Volumelement  d JT°  =  dc\  dc2  dc$ 
und  setzt 

drl  =  d(%dc3  •  dii,     dr-i  =  dc%dc\  •  di2,     dr$  =  dc\d<%  •  di$, 
sowie  dk  =  d72°!0,  so  geht  die  statische  Grundgleichung  dr  +  d1c  =  0 
fiber  in 

(1)  div  r°  -f-  1°  =  0. 

Ganz  ebenso  folgt  die  Momentengleichung  fiir  den  Pol  0  in  der  Form 


Die  Resultante  der  eingepragten  Krafte   sowie   ihr  Moment   sind  also 
zunachst  auf  die  Volumeinheit  des  undeformierten  Mediums  bezogen. 
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Iii  jedem  Punkte  C  wird  ein  Axenkreuz  G'IIinI  angenommen,  und 
dieses  wird  durch  die  EWerschen  Winkel  qpl;  <pn,  q>IU  gegen  0123 
orientiert.  Die  Mannigfaltigkeit  der  so  definierten  Axenkreuze  be- 
zeichnen  E.  und  F.  Cosseratis;>}  als  den  ,,deformierten  Zustand"  des  drei- 
dimensionalen  Kontinuums.  Die  Dyaden  r°  und  p0  bestimmen  seinen 
Spannungszustand  in  der  angegebenen  Weise.  Verlegt  man  den  Pol 
fur  die  Momentbilduug  von  0  nach  C,  so  wird 

wo  die  Deformationsdyade  y  durch  die  Beziehung  dc  =  dc0>y  definiert 
ist.  Im  folgenden  bezeichnen  wir  die  Determinante  dieser  Dyade, 
d.  h.  |j>[3  mit  A.  Hiernach  wird  das  Volumelement  im  deformierten 
Medium  dll  =  A  •  dTI0. 

21b.  Die  statische  Zentralgleichung.  Sie  folgt  aus  dem  Aus- 
druck 

[div  r°  +  I°]  dc  +  [div  P°  +  |  y x  r°    +  I°]  dO  =  0 
durch  Einfiihrung  der  Ubergangsgleichungen.     Man  erhalt  so 

(3)  div  (r°dc  +  Q°80)  —  6%°  -f  6'a°  =  0. 

Hierin  ist 


zu  nehmen.  Ferner  bedeutet  d'a°  =  St°dc  +  !°^^,  und  es  ist  dB 
=  Wdc°  gesetzt. 

In  den  alteren  Arbeiten  wird  der  Spannungszustand  fast  immer 
auf  das  deformierte  Element  bezogen.  Dasselbe  geschieht  dann  auch 
fur  die  eingepragten  Krafte.  Wir  deuten  diesen  Ubergang  einfach 
durch  Weglassung  des  oberen  Index  o  an.  In  diesem  Falle  wird 

A-r  =  rxr°     und     A-so  =  yx()0. 

Die  Zentralgleichung  (3)  bleibt  unverandert  bestehen.  Man  hat  also 
nur  den  Index  o  fortzulassen.  An  Stelle  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
treten  die  folgenden136): 

(c°)  (C) 

div  r  +  £  =  0,  div  Q  +  |  r  |  +  !  =  0. 

Fur  1  =  0  und  $  =  0  folgt  |  r,  |  =  0,  d.  h.  die  Symmetric  von  r,  welche 
aus  der  Elastizitatslehre  bekannt  ist. 
Aus  der  Zentralgleichung 

div  (rdc  +  Qdff)  —  d*  +  d'a  =  0 


135)  E.  et  F.  Cosserat,   Theorie  des  corps  deforrnables ,  Paris  1909,  p.  122. 

136)  TT.  Voigt,  Compendium  der  theoret.  Physik,  Bd.  1,  Leipzig  1895,  p.  223. 
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gewinnt   man   durch  Integration    iiber   den   durch   die  Oberflache  F~ 
begrenzten  Raum  77  und  Anwendung  der  G-aussschen  Formel 

I  div  u  •  dll  =  I  ua~  •  dF~  mit  u  =  rdc  oder  u  = 


worin  a~  die  Normale  zur  Grenzflache  bedeutet,  die  Beziehung 


n  F- 

Setzfc  man  also  a~r  =  r~,  a~g  =  p~7  so  sind  diese  Ausdriicke  Resul- 
tante  und  Moment  der  Grenzreaktion  (bzw.  Spannung). 

21  c.  tibergang  zu  den  kinetischen  Gleichungen.  Man  kann 
die  Zentralgleichung  fiir  das  Volumelement  unmittelbar  aufstellen, 
indem  man  die  virtuelle  Impulsarbeit  einfiigt.  Das  giebt  ganz  analog 
wie  in  Nr.  20  c: 

-f  div(fdc  +  gdO)  -f  dt  —  82  -f-  d'a  =  0. 


Die  Resultante  und  das  Moment  des  Impulses  sind  hier  mit  p  und 
D  bezeichnet,  um  anzudeuten,  dass  sie  auf  die  Volumeinheit  bezogen  sind. 
Dementsprechend  ist  de  die  virtuelle  Anderung  der  spezifischen  (d.  h. 
auf  die  Volumeinheit  bezogenen)  kinetischen  Energie.  d§  konnte 
man  in  dieser  Auffassung  vielleicht  als  die  virtuelle  Anderung  der 
statischen  Energie  bezeichnen.  Man  hat 

tfe  =  s$df  -f  D^co  —  (*1j$  + 
und  wie  fruher  (vgl.  Nr.  21b) 

d§,  =  idy  -f  $dw  —  |yx  r  + 
Hieraus  folgt 


_ 

dm' 
Wegen  der  dyadischen  Gradienten  des  Skalars  §  siehe  Nr.  Ic. 

Setzt  man 

d§  —  de  =  d\, 

so  erscheinen  die  obigen  Gleichungen  in  der  Form 

SR-      -^  II 

'  ' 


at  at 

d>     ®~         cm 


so  dass  den  Impulsen   und   den  lokalisierten  Reaktionen  nur  die  eine 
Funktion  f  zugeordnet  ist. 
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Nimmt  man  fur  f  von  vornherein  eine  Funktion  der  Grossen 
r,  i,  o>7  y  und  tt,  welche  diesen  Gleichungen  genugt,  so  gelangt  man 
zu  der  allgemeinen  Auffassung  der  Spammngsgleichungen,  die  E.  und 
F.  Cosserat  aus  dem  von  ihnen  als  Prinzip  der  Euklidischen  Aktion 
bezeichneten  Ausgangspunkt  entwickelt  haben.  f°  1st  die  Wirkungs- 
dichte  (densite  de  1'action)  des  deformierten  Mediums  im  Punkte  C 
in  einem  bestimmten  Zeitmoment  (T),  bezogen  auf  die  Volumeinbeit 
des  undeformierten  Mediums  und  auf  die  Zeiteinheit.  Man  vergleiche 
E.  und  F.  Cosserat1*1)  und  Art.  IV  31  (Hettinger). 

2  Id.  Binfiihrung  der  Eulerschen  Winkel.  Setzt  man  in  der 
Zentralgleichung  fur  den  starreu  Korper 

+  VdO)  —  dE=  xdc  +  K80 


den  Ausdruck  von  d6  als  Funktion  der  Eulerschen  Winkel  (pI}  (fll}  (pIII 
ein,  so  muss  sich  die  Lagrangesche  Form  der  kinetischen  Gleichungen  er- 
geben.  Nach  Einfiihrung  des  formalen  Vektors  dtp  =  d(pT  •  ~ST  +  dcpu  •  «n 
+  ^^m  '  *ra>  kann  man  d6  =  ydy  schreiben,  wo  'ip  die  bekannte 
Eulersche  Umsetzungsdyade  (vgl.  Nr.  4)  bedeutet.  Man  hat  Vdd  = 
V$-8y  und  entsprechend  Kdd  =  Kij>'dy.  Das  Lagrangesche  Im- 
pulsmoment  und  die  Lagrangesche  Beschleunigung  sind  also  bestinimt 
durch  die  Ausdriicke  138) 


Da  nach  Einfiihrung  von  9?  in  der  Zeutralgleichung 


„.„       dE  JT        cE  ,x—    .    cEA— 
6E=    -  dt  4-    -dy  +        °<f 

'Ct  d<p  Cy 


wird   und  die  Ubergangsgleichung   ddy  =  ddy  gilt,    so    erhalt   man 
an  Stelle  der  ^«Zerschen  Momentengleichung  die  Lagrangesche  Form 


dr  d<f>          8<p 

Diese  Umsetzung  lasst  sich  auf  die  Momentengleichung  fur  das 
gespannte  Kontinuum  iibertragen.  Man  hat  ft)  =  ^  *  ^  und  dem- 
entsprechend  die  Lagrangesche  Form 


_ 

dc0 

Bei  E.  und  F.  Cosserat139)  sind  die  Komponenten  dieser  Gleichung  nach 
dem  Axenkreuz  CIIIIU  angegeben. 

137)  E.  et  F.  Cosserat,  Theorie  des  corps  deformables.  p.  157. 

138)  Vgl.  M.  Dienger,  Studien  zur  Mechanik.  Stuttgart  1863,  p.  47. 

139)  E.  et  F.  Cosserat,  a.  a.  0.  p.  173. 
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III.  Teil.    Heterogene  Sufostanzeii. 

In  der  klassischen  Entwicklungsperiode  der  Mechanik  wurde  die 
Beachtung  der  stofflichen  Beschaffenheit  der  Korper  moglichst  ver- 
mieden.  Im  Anschluss  an  J.  W.  Gibbs  wollen  wir  Systeme,  bei  welchen 
die  physikalischen  und  ehemischen  Zustande  ignoriert  sind,  homogeneUQ) 
nennen.  Dahin  gehoren  der  starre  Korper  und  seine  Gelenkverbin- 
dungen  sowie  die  gespannten  Kontinua  im  Sinne  der  reinen  Elasti- 
zitlitslehre  und  die  idealen  Fltissigkeiten,  solange  bei  denselben  von 
der  Temperatur  und  anderen  speziellen  Eigenschaften  abgesehen  wird. 
Bei  diesen  homogenen  S}rstemen  beschninkte  sich  die  mechanische 
Auffassung  in  der  Hauptsache  auf  den  Bewegungszustand  und  den  da- 
mit  im  engsten  Zusammenhang  stehenden  Spannungszustand,  der  in 
Grenzf alien  durch  das  System  der  Reaktionen  ersetzt  wird. 

Mit  der  Entwicklung  der  Thermodynainik,  der  theoretischen  An- 
schauungen  iiber  elektriscne  und  magnetische  Erscheinungen  und  der 
Gesetze  der  pbysikaliscben  Chemie,  die  in  ibren  Anfangen  fast  unab- 
bangig  von  der  Mecbanik  erfolgte,  machte  sicb  jedocb  im  Laufe  der 
Zeit  immer  deutlicber  das  Bediirfnis  nach  einer  systematiscben  mecba- 
nischen  Auffassung  der  zerstreuten  physikalischen  Ansatze  geltend. 
Besonders  auf  dem  umfangreicben  Gebiet  der  Prozesse,  welche  der 
zweite  Hauptsatz  der  Thermodynamik  in  seiner  urspriinglicben  oder 
seiner  modernen  statistiscben  Formulierung  beberrscht,  haben  diese 
Bestrebungen  einen  --  wenn  auch  noch  nicht  vollig  befriedigenden  - 
Erfolg  gezeigt.  Jedenfalls  weist  diese  Entwicklung  {'vgl.  die  Einleitung 
p.  364)  darauf  bin,  daB  die  allgemeine  Mechanik  sicb  nicbt  dauernd 
auf  bomogene  Systerne  beschranken  kann,  dass  vielmehr  ihr  nachstes 
Ziel  die  systematiscbe  Ausbildung  einer  allgeineinen,  d.  b.  von  spe 
ziellen  physikalischen  Hypothesen  unabhangigen  Zustandstheorie  der 
heterogenen  Substanzen  sein  muss.  Auf  die  radikalen  Bestrebungen 
der  Relativitatstheorie  kann  bier  nicht  eingegangen  werden.  Sie  haben 
auch  zurzeit  noch  nicht  zur  Entwicklung  einer  eigentlichen  System 
mechanik  gefuhrt.  Aber  auch  die  prinzipiell  riaber  stehende  stati- 
stische  Mecbanik,  fiber  deren  begriifliche  Grundlagen  in  Art.  IV  32 
(P.  u.  T.  Ehrenfesf)  berichtet  wird,  ist  bier  ausgeschlossen. 

In  dem  engeren  Gesichtskreis  der  Systemmecbanik  soil  bier  nur 

140)  Diese  begrift'liche  Sonderung  ist  faktiseh  nicht  gaiiz  streng,  da  bereits 
in  der  alteren  Mechauik  wesentliche  physikalische  Eigenschaften ,  wie  Eeibung 
starrer  Korper  und  die  Festigkeit  elastischer  Korper,  beriicksichtigt  werderi 
mussten.  /.  W.  Gibbs  (Scientific  papers  1,  New  York  1906,  p.  63)  sagt:  ,,By  homo 
geneous  is  meant  that  the  part  in  question  is  uniform  througout,  not  only  in 
chemical  composition,  but  also  in  physical  state." 
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iiber  die  thermische  Erweiterung  der  Spannungsdyade,  iiber  die  Ver- 
suche  zur  Erweiterung  des  Geltungsbereichs  der  Lagrangeschen  Glei- 
chungen  und  iiber  die  inechanische  Bedeutung  der  Gibbsschen  Statik 
heterogener  Substanzen  kurz  berichtet  werden,  wobei  alle  der  Physik 
und  Chemie  eigene  Fragen  auszuschliessen  sind. 

22.  Spannung  und  Temperatur. 

22  a.  Umkehrbare  Vorgange.  Wir  schliessen  die  Betrachtung  des 
thermischen  Spannungszustandes  an  Art.  IV  23  (C.  H.  Muller  und 
A.  Timpe)  Nr.  5c  unmittelbar  an.  Neben  die  Deforniationsdyade  y, 
die  bei  den  bisherigen  allgemeinen  Ansatzen  allein  beriicksicbtigt  ist, 
tritt  jetzt  die  Temperatur  u  und  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene 
Entropie  r/.  Die  zugehorige  Spannungsdyade  werde  wie  in  Teil  II  mit 
-  f  bezeichnet.  Jetzt  ist  r  auch  noch  von  it  abhangig,  weil  die 
thermische  Spannung  darin  eingeschlossen  ist.  Die  statische  Zentral- 
gleichung  (von  Nr.  21  b)  lautet,  wenn  wir  rotatorische  Eigenschafteu 
des  zu  deformierendeu  Feldes  ausschliessen,  d.  h.  dQ  =  0  setzen 

a)    div(rdS)~d«  +  d'a=»0. 

Bei  Berucksichtigung  der  Temperatur  ist  aber  uicht  mehr 

dS  =  —  xdy. 

Vielmehr  giebt  die  Anwendung  der  beiden  thermodynamischen  Haupt- 
satze  sofort  die  Beziehung 

b 


wo  §*  die  innere  Energie  des  Systems  bezeichnet.    Da 

08% 

d§*  =  -^—  d 

dri 

so  folgen  aus  b)  die  Beziehungen 


08%          I      ^g*A- 

-^—  d-»?  -f-  -7—oy, 

"' 


ll  =  -  —  . 
y  '  c-r\ 

Diese  enthalten  zehn  skalare  Grleichungeii  (vgl.  Nr.  1  c,  7).  Wegen  der 
expliziten  Komponenten,  insbesondere  fur  isotrope  Substanzeu  siehe 
W.  Voigt  und  G.  Hamel.^ 

Es  ist  bemerkenswert,  dass  in  Gleichung  b)  die  Temperatur  u 
gleichartig  mit  einer  Spannung  und  die  Entropie  TJ  gleichartig  mit 
einer  Deformation  auftritt.  Wir  konnen  diesen  Grossen  deshalb  die 
geometrischen  Dimensionen  --  1  bzw.  0  beilegen. 

Die  Gleichungen  a)  und  b)  mit  Hinzunahme  der  Grenzbedingun- 


141)  W.  Voigt,   Compendium   der  theoret.  Physik  1,   Leipzig  1895,  p.  523 
bis  532;  G.  Hamel,  Elementare  Mechanik,  Leipzig  1912,  p.  573—575. 
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gen  enthalten  den  Ansatz  des  statischen  Problems.  Den  kinetischen 
Ansatz  gewinnt  man  durch  die  bekannte  Erweiterung  der  Zentral- 
gleichung  und  der  Grenzbedingungen. 

22  b.  Warmeleitung  in  gespannten  Korpern.  Bisher  haben  wir 
von  dem  EinfluB  der  Temperaturverteilung  in  einem  gespannten  Korper, 
insofern  sie  die  Warmeleitung  bedingt,  abgesehen.  Die  nachfolgende  Dar- 
stellung  des  Gedankengangs,  welcher  diesen  nicht  umkehrbaren  Vor- 
gang  zum  Ansatz  bringt,  schliesst  sich  eng  an  die  Ausfiihrungen  an, 
welche  W.  Voigt1*2)  giebt.  Voigt  geht  hierbei  von  der  Anschauung  aus, 
daB  die  Warmestromung  nicht  allein  von  der  ;,konservativen"  Spannungs- 
dyade  —  f  abhangen  kann,  daB  vielmehr  eine  zweite  Spannungsdyade 
—  r*  hinzugenommen  werden  muB,  dereu  Koordinaten  wie  die  Kom- 
ponenten  der  inneren  Reibung  von  der  Geschwindigkeit  ~  der  De- 

formationsdyade  (y)  abhangen. 

Wir  bezeichnen  den  Vektor   der  thermischen  Leitung  mit  |3  und 

zerlegen    den  Korper    (mit    dem  Volurnelement  dll}   durch   eine   be- 

liebige   Flache   (F~)   mit    der  Normalen  <p    in    zwei    Teile.     Dann    ist 

/  /3  ^  d  F  die  durch  die  Schnittflache  pro  Zeiteinheit  fliessende  Warme- 

menge,  und  es  besteht  die  Integralbeziehung 


Hierin  ist  ^  eine  totale  Ableitung  in  bezug  auf  die  Veranderlichen 
11  und  y,  aber  auch  zugleich  eine  partielle  Ableitung  insofern,  als 
sie  sich  nur  auf  die  durch  x  bestimrnte  Stelle  des  Korpers  bezieht 
( W.  Voigt,  Kompendium  1,  p.  349). 

Durch  Anwendung  der  Gaufischen  Transformation  auf  die  rechte 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  fiir  ein  Volumelement  der  Sub- 
stanz  die  Beziehung 

welche  Voigt  durch  Einsetzung   des  Wertes   fiir   =-=    weiter   urnformt. 
Zunachst  ist  in 

3rj     _  <7  »j  d  it     ,     dr]  dy 
fir         G\L  dr     '    dy  dr 

7\  ®  s 

Y   (Komp.  1,  p.  526)  zu  setzen,   wo  sy  die   spezifische  Wttrme 

bei  konstanter  Deformation  und  ®  die  spezifische  Dichte  bedeutet. 


142)   Tr.  Voigt,  Compendium  der  theoret.  Physik  1,  p.  547—561. 
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Ferner  ist 

cr\  _      _  die 

Sy  CVi 

(a.  a.  0.  Gleichung  35").     Die  Grundgleichung    gewinnt   also    die   ex- 
plizitere  Form 

U  .<?  jT)  ^    -  u  T — ~  —  r*  ,  --  =  0 . 


Hierinit  ist  die  Temperatur  bestimmt  durch  den  Leitungsvektor  /3  und 
durch  das  Verhalten  der  beiden  Spannungsdyaden  -  r  und  -  -  r  *. 
Es  fehlt  noch  eine  Annahme  fiber  die  Abhangigkeit  des  Leitungs- 
vektors  voni  Temperaturgradienten.  Man  wahlt  hierfur  nacb  J.  B 
Fourier  (Theorie  de  la  chaleur)  den  linearen  Ansatz 

-P-Vm' 

wo  C  die  Dyade  der  Warmeleitungskoeffizienten  und  6  die  Tempe- 
ratursteigerung  von  massigem  Betrag  bedeutet.  Im  dritten  Glied  der 
Grundgleichung  muss  fur  il  die  absolute  Ternperatur  beibehalten  wer- 
den.  Eine  fur  das  Verhalten  von  r  *  noch  erforderliche  Annabme  scheint 
bisner  nicht  getroffen  zu  sein.  Wegen  der  Grenzbedingungen  und 
weiterer  Spezialisierungen  des  vorliegenden  Problems  siehe  W.  Voigt, 
Komp.  1,  p.  553  u.  f.  Hier  muss  es  geniigen  gezeigt  zu  haben,  dass 
die  Einfiihrung  der  Temperatur,  der  thermisclien  Spannungen  und  der 
Wiirmeleitung  in  der  physikalischen  Literatur  so  weit  ausgebildet  vor- 
liegt,  dass  die  Angliederung  dieses  Gebietes  an  die  allgemeine  System- 
mechanik  ebenso  gerechtfertigt  ist  wie  die  bislierige  Beriicksichtigung 
der  Reibungserscheinungen.  In  den  Ausfiihrungen  ist  selbstverstand- 
lich  die  Grundgleichung  der  thermischen  Leitung  mit  der  Zentral- 
gleichung  zu  korubinieren.  Eine  analytische  Behandlung  dieses  Systems 
von  Ansatzgleichungen  ist  noch  nicht  versucht. 

23.  Erweiterung  des  Geltungsbereichs  der  Lagrangeschen 
Gleichungen. 

23  a.  Allgemeinere  Auffassung  der  mechanischen  Elementar- 
begriffe.  In  den  Lagrangesvhen  Gleichungen 

d  oE       cE        ^  dU  _-,    9 

~j~~  o^ a —  ==  J*-i  == D"  (1  =  lj  £f  •  .  •,  n) 

dr  dyt         8<pt  dq>t 

treten  unmittelbar  nur  die  Koordinaten  yt,  die  kinetische  Energie  E 
und  die  potentielle  Energie  U  auf.  Die  Massen  gehen,  wenn  man  von 
ihreni  etwaigen  Auftreten  in  U  absieht,  nur  in  E  ein,  wahrend  die 

dE 
Impulskomponenten  ^  aus  E  analytisch  hervorgehen. 

Um  die  Konfiguration  des  physikalischen  Systems  festzulegen,  war 
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(J.  Cl  Maxwell,  H.  v.  HelmhoUz,  Jos.  Thomson)  eine  wesentliche  Er- 
weiterung  des  urspriinglicb  rein  geometrischen  Koordinatenbegriffs  er- 
forderlich,  insofern  auch  gewisse  Skalare  rein  physikaliscben  Sinnes  als 
Koordinaten  verwendet  werden  miissen. 

Jos.  Thomson™'6}  schrankt  den  Koordinatenbegriff  nur  insofern 
em,  als  er  verlangt,  sie  sollen  in  der  aus  der  Routhschen  Funktion  B 
(vgl.  Nr.  14 a)  und  der  potentiellen  Energie  U  gebildeten  modifieierten 
Lagrangeschen  Funktion  F'  als  solche  und  in  ihren  ersten  Derivierten 
nach  der  Zeit  vorkommen. 

Urn  zu  entscheiden,  ob  ein  pbysikalischer  Skalar  als  Koordinate 
im  erweiterten  Sinne  oder  als  Koordinatengescbwindigkeit  aufzufassen 
ist,  hat  man  -  -  bei  konservativen  Prozessen  -  -  sein  Verhalten  bei 
konstanter  eingepragter  Kraft  (Reaktion  des  definierten  Systems)  und 
konstanter  kinetischer  Energie  zu  betrachten.  Bleibt  der  Skalar  in 
diesem  Falle  konstant,  dann  ist  er  eine  Koordinate.  Bleibt  er  kon- 
stant  und  von  Null  verschieden,  wenn  die  eingepragte  Kraft  (Reaktion) 
verscbwindet,  dann  ist  er  als  eine  Koordinatengeschwindigkeit  aufzu 
fassen. 

Von  gleicher  systematischer  Wicbtigkeit  fur  die  allgemeine  Me- 
chanik  ist  die  erweiterte  Auffassung  der  Lagrangeschen  Funktion  (F) 
an  und  fur  sich,  die  wir  in  der  Hauptsacbe  H.  v.  HelmhoUz  verdanken. 
Er144)  bezeichnet  die  GroBe  --F  =  =  V ~- E  als  kinetisches  Potential 
Dies  fiihrt  jedocb  leicht  zu  MiBverstandnissen,  da  U  seit  W.M.Rankine 
die  potentielle  Energie  genannt  wird. 

Routh145}   schreibt   die  Lagrangescben  Gleicbungen  in   der  Form 

d  dF        dF  _ 
drdvt~  dyt          "  ~E~ 

und  betracbtet  die  GroBen  Rl  als  Komponenten  einer  Reaktion,  welcbe 
von  auBen  auf  das  definierte  System  iibertragen  wird.  v.  Helmholtz 
(1.  c.;  p.  206)  fasst  dagegen  die  Rt  als  gegebene  Funktionen  der  Zeit 
auf,  die  zugleich  von  den  Koordinaten  (<pt)  unabbangig  sind. 

Die  allgemeinste  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen  ist  mit 
Beniitzung  formaler  Vektoren 

(y  =  (plsI-\-  <pn  £n-\ f-  yJJ 

±^l  ^W^T  +  R, 

dr  d>  di 


143)  J.  J.  Thomson,   Applications   of  dynamics   to   physics   and   chemistry. 
London  1886,  p.  7—20. 

144)  H.  v.  HelmhoUz,  Monozyklische  Syateme,  Abhandlungen  3,  p.  205. 
146)  E.  J.  Routh,  Advanced  rigid  dynamics,  4  ed.    London  1884,  p.  245. 
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welche  aus  dem  Ansatz 

K  =  —  grad  U  +  I  +  E     (div  T  =  0) 

hervorgeht,  der  der  Zerlegung  eines  beliebigen  (Lagrangeschen)  Vektors 
(mit  den  orthogonalen  Einheiten  «,,  ~en,  . . .,  gj  in  einen  Teil,  dessen 
Rotation  (curl)  verschwindet,  einen  anderen,  dessen  Divergenz  Null  ist, 
und  einen  dritten,  von  dem  weder  die  Divergenz  noch  die  Rotation 
verschwindet,  entspricht.  Die  allgemeine  Frage,  inwieweit  rotatorische 
Eigenschaften  des  definierten  Systems  durch  die  LagrangeBcben  Glei- 
chungen  mit  Zyklen  iiberhaupt  zu  zweckdienlicher  Darstellung  kommen 
konnen,  ist  noch  nicht  untersucht.  Jos.  Thomson™'6)  vermeidet  nicht 
nur  solche  Kraftekomponenten,  sondern,  wie  in  Nr.  14  b  erwahnt  wurde, 
auch  die  gyroskopischen  Glieder  (mit  rotatorischem  Geprage)  in  der 
zyklischen  Beschleunigung. 

Als  Lagrangesche  Funktion  (F)  im  erweiterten  Sinne  ist  also  jetzt 
nicht  mehr  die  Differenz  E  —  U,  sondern  unmittelbar  eine  in  den 
Lagrangeschen  Gleichungen  auftretende  Generatrix  F  anzusehen,  welche 
die  allgemeinen  Koordinatengeschwindigkeiten  fpt  bis  zum  zweiten 
Grade  enthalt  und  in  ihren  Differentialquotienten  =  die  Komponen- 

ten  des  Impulses  liefert. 

Dauiit  ist  der  geometrische  Charakter,  welcher  der  alteren  gene- 
tischen  Auffassung  der  Lagrangeschen  Gleichungen  und  ihren  mathe- 
matischen  Fortbildungen  (Routh,  Lord  Kelvin)  eigen  ist,  prinzipiell  iiber- 
wunden  und  die  allgemeine  Systemmechanik  auf  eine  hohere  leistungs- 
fahigere  Stufe  gehoben. 

23 b.  Temperatur  und  Entropie  im  B-ahmen  der  Lagrangeschen 
Gleichungen.  Jos.  Thomson14"6)  beeeichnet  die  Koordinaten  cpt  als  ~kon- 
trollierbare  (controllable  coordinates),  wenn  man  ihnen  -  -  wenigstens 
innerhalb  bestimmter  Grenzen  -  -  beliebige  Werte  tatsachlich  beilegen 
kann,  indem  man  die  in  Betracht  kommende  geometrische  oder  physi- 
kalische  Konfiguration  realisiert.  Alle  dieser  Beschrankung  unter- 
worfenen  Vorgange  haben  einen  ,,vektoriellen"  Charakter.  Von  diesen 
unterscheidet  er  prinzipiell  Prozesse,  bei  welchen  die  bestimmenden 
GroBen  ,,skalarer"  Natur  sind  und  sich  einer  beliebigen  Verfugung  iiber 
ihren  aktuellen  Betrag  widersetzen.  Sie  werden  als  freibleibende  (un- 
constrainable)  Koordinaten  von  den  kontrollierbaren  abgesondert.  Die 
kinetische  Energie  wird  in  E  =  Eu  -\-  Ec  gespalten,  wo  Eu  nur  die 
freibleibenden  und  Ec  nur  die  kontrollierbaren  Koordinaten  und  ihre 
Geschwindigkeiten  enthalt.  Zudem  wird  die  Temperatur  (0)  ener- 


146)  J.  J.  Thomson,  Applications,  p.  140 — 141. 
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getisch  ausgedriickt  durch 

e  =  $C{(u,  -u)u*+  etc.}, 
wo   C  von  den  kontrollierbaren   Koordinaten  unabhangig  ist. 

Die  Folgerungen,  welche  Jos.  Thomson  im  AnschluB  an  die  Ar- 
beiten  von  J.  Cl.  Maxwell  (Theory  of  Heat,  p.  169)  und  v.  Helmlioltz 
(Abhandl.  2,  p.  962)  aus  seiner  Annahme  iiber  die  Konstitution  von 
Eu  und  Ec  zieht,  fiibren  (Applications,  p.  99)  zu  einer  wenig  befriedi- 
genden  Deutung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Therraodynamik.  Von 
grosserem  Interesse  ist  das  Studium  des  Zeitintegrals  der  Lagrange- 
schen  Funktion 


r 

JFdr-(r, 


Es  fiibrt  zu  deui  beacbtenswerten  Resultat  (Applic.  p.  157):  ,,The 
value  of  F*  must  be  closely  connected  with  that  of  the  entropy  ??  and 
in  fact  we  see  from  its  value  for  a  perfect  gas  (of  volume  V)  in  equi 
librium  undes  external  pressure  (p)  that  with  the  exception  of  the 
term  p  V,  those  termes  in  F*  which  depend  upon  the  controllable 
coordinates  occur  also  in  the  expression  for  the  entropy." 

Bin  Vergleich  dieser  Situation  mit  den  in  Nr.  22  mitgeteilten 
Ausfuhrnngen  iiber  das  thermische  Spannungs-  und  Leitungsproblem 
nach  dem  Typus  der  Eulerschen  Gleicbungen  zeigt,  dass  die  Schwache 
der  Jos.  Thomsonschen  Darstellung  weniger  in  einer  ungenilgenden 
Durchfuhrung  als  in  dem  Bestreben  liegt,  fur  die  Temperatur  eine 
energetische  Interpretation  zu  gewinnen.  Die  allgemeine  Systern 
mechanik  muss  auf  jede  willkiirliche  Deutung  dieses  Begriffs  (auch 
wenn  sie  durchaus  kinetischer  Natur  ist)  verzichten. 

24.  Die  Gibbssche  Statik.  G.  Jaumanns  Erweiterung  desMassen- 
begriffs. 

24a.  AUgemeine  Gleichgewichtsbedingungen.  Wir  beziehen  jetzt 
die  innere  Energie,  die  Entropie  und  die  Arbeit  der  ausseren  Krafte 
auf  einen  einfach  begrenzten  Korper  und  ersetzen  demgemaB  die 
Grossen  d§>*,  dy  und  <f  a,  welche  bisher  auf  die  Volumeinheit  bezogen 
galten,  durch  dS*,  SH  und  d'  A.  Dann  lautet  die  Gleichgewichts- 
bedinun 


und  jede  Storung  des  Gleichgewichts  entspricht  der  Gleichnng 

dS*—  ndH—  d'A<0. 

Pur  isotherme  Anderungen  kann  man  die  freie  Energie 
F*=S*—nH 
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einfuhren  und  erhalt 

SF*—  d'A  =  0     mit     dF*—d'A<0. 

Hieraus  folgt  fur  6'  A  =  0  und  d'A  =  0 

1)  dS*=0   mit    dS*<0,     wenn      rj    =  =  Const. 

2)  dH  =0    mit   dH>0,     wenn     S*  =  Const. 

Im  stabilen  Gleichgewichtszustande  ist  bei  konstanter  Entropie  die 
innere  Energie  em  Minimum  und  bei  konstanter  innerer  Energie  die 
Entropie  ein  Maximum. 

Gibbs  verwendet  die  statischen  Grundgleiehuiigen  1)  und  2)  (mit 
Bevorzugung  der  ersten  Form)  als  Ausgangspunkt  seiner  Untersuehungen 
iiber  das  Gleichgewicht  heterogener  Substanzen.  (Man  vgl.  auch  W.  Voiyt, 
Kompendium  1,  p.  561  —  565).  Gibbs  nimmt  fur  die  Variation  der 
inneren  Energie  zunachst  den  Ausdruck 


dS* 
wo  p  den  Druck,  II  das  Volumen  bedeutet  und  die  Grofie  ^   ==  Pl 

das  Potential  der  ,,Koinponente"  ft(  bezeiclinet.  Besitzt  die  Kom- 
ponente  fit  die  ,,Phase"  x,  so  soil  dies  -  -  wie  iiblich  -  -  durch  (it(K 
ausgedriickt  werden.  Fur  konstante  Werte  von  If  und  IT  nimmt  die 
(Tleichgewichtsbedingung  1)  die  Form  an 


Zu  dieser  Hauptgleichung  treten  noch  Bedingungsgleicliungen,  denen 
die  $[1^  zu  geniigen  haben,  und  die  7,Zustandsgleickungen"  fur  die 
Phasen.  Wegen  aller  Ausfiihrungen  im  Sinne  der  physikaliscben  For- 
schung  siehe  Art.  V  10  (H.  Kammerlingh-Onnes  und  W.  H.  Keesom) 
und  auch  die  grosse  Abhaudlung  von  Gibbs  U7)  usw.,  da  dieselbe  mancher- 
lei  wichtige  Bemerkungen  enthalt,  welche  in  der  rein  physikalischen 
Literatur  noch  unzureichend  beachtet  oder  iibergangeii  sind. 

Der  Gewinn?  welchen  die  allgemeine  Systemmechanik  aus  den 
Gibbsschen  Fuudamentalansatzen  ziehen  kann,  besteht  in  der  metho- 
dischen  tJberwindung  des  alteren  Massenbegriffs  als  Ausdruck  eines 
physikalisch  indifferenten  oder  nur  dynamisch  bedeutsamen  Tragheits- 
quantums,  das  mit  dem  Korper  unlosbar  verknupft  ist.  Gibbs  fiihrt 
dagegen  die  individualisierten  Massenquanten  p^  als  Koordinaten  in 
die  statischen  Grundgleichungen  ein  und  erweitert  damit  die  Grenzen 


147)  J.W.  Gibbs,  Papers  1,  p.  55—871. 

Knoyklop.  d.  math.  Wigsenseh.     IV  1,  u.  33 
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der  allgemeinen  Mechauik  in  einer  der  klassischen  Periode  gauz  fern- 
liegenden  Richtung. 

24  b.  Fester  Korper  in  einer  Fliissigkeit.  Hinweis  auf  Ober- 
flachenspammngen.  Die  Variation  der  inneren  Energie  (§)  des  ver- 
anderlichen  festen  Korper s  ist  bestimmt  durch  den  Ausdruck  (Gibls, 
1.  c.,  p.  187): 


Hierin  bedeutet  DF°  ein  Element  der  Korperbegrenzung  in  dem  Be- 
zugszustande  (state  of  reference,  ausgezeichnet  durch  den  Index  °) 
und  d(p°  die  Anderung  der  Lage  dieses  Elementes  infolge  von  Sub- 
stanzzutritt  oder  Substanzablosung  an  der  herausgegriifenen  Stelle 
aufgefasst  als  Anderung  langs  der  Flachennormale  (<p°).  Fiir  die 
Fliissigkeit  ist  die  Energievariation  dargestellt  durch 


-f 


deutet  die  Erstreckung  der  Integration  fiber  die  ganze  Fliissigkeits- 

rnasse  an.    ^  bezieht  sich  auf  die  unabhangig  veranderlichen  ,,Kom- 
i 

j)onenten"  der  Fliissigkeit,  aus  welchen  der  feste  Korper  besteht,  womil 
der  Prozess  der  Losuny  und  auderes  einbegriffen  is,fc.  .Dw  bezeichnet 
das  spezih'sche  aktuelle  Volutnelement  der  Fliissigkeit. 

Die  allgemeine  Gleichgewichtsbediugung  lautet  nach  diesen  Vor- 
bereitungen  : 


Judy 


•  DFQ 


Die  darin  enthaltenen  Koordinatenvariationen  sind  den  folgenden  Be- 
dingungen  unterworfen: 


1)  dti  •  dlP  +r]dcpO  •  DF°  +sDrj  =  0 

als  Ausdruck  der  Unveranderlichkeit  der  totalen  Entropie  des  Systems. 

2)  <?Ds>  =  -y8x.DF-  ^  8<p»  •  DF°  . 


Diese  Beziehung,  in  welcher  -  -  wie  bisher  -  -  9?  die  Flachennormale 
der  Begrenzung  im  aktuellen  Gleichgewichtszustand  bedeutet,  sagt  aus, 
daB  die  Variation  dDw  allein  bestimmt  ist  durch  die  lokale  Anderung 
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des  urspriinglichen  Grenzelementes  des  veranderlichen  festen  Korpers. 
3)  dDiit=  —  <&?*?'  >DF*. 

Diese  Bedingungsgleichungen  bringen  die  Herkunft  der  dl)pt  zum 
Ausdruck.  S)(°  bezeichnet  die  aktuelle  Dichte  der  t-Komponente  des 
festen  Korpers. 

Gibbs  schliesst  aus  diesem  allgemeinen  Ansatz  zunachst,  dass  im 
Gleichgewichtszustand  die  Temperatur  it  innerhalb  des  ganzen  Systems 
konstant  sein  muss.  Dann  bringt  er  iiach  den  gebrauchlichen  Methoden 
die  statischen  Gleichungen  in  die  Form: 


A. 

fiir  alle  Elemente  innerhalb  des  festen  Korpers  geltend. 
DF°  •  (°  r°  •  dx         •  DF  •°3x  =  Q 


fiir  alle  Elemente  der  Flachen,  welche  den  festen  Korper  gegen  die 
Fliissigkeit  abgrenzen. 

C.  (^°r°d^)(+(^°rd^)a=0. 

Die  unteren  Indices  i  und  a  beziehen  sich  auf  die  Werte  der  ent- 
sprechenden  Grossen  auf  beiden  Seiten  der  Diskontinuitatsnachen, 
welche  in  dem  festen  Korper  angenommen  werden  miissen,  wenn  er  nicht 
7;homogen"  ist  (vgl.  Gibbs,  Papers  17  p.  189). 

Um  den  physikalischen  Tatsachen  gerecht  zu  werden,  welche  der 
vorstehende  Ansatz  in  den  erwahnten  Diskontinuitatsflachen  unbeachtet 
laBt,  hat  Gibbs  (Papers  I,  p.  219  —  349)  weitere  Durchfiihrungen  ge- 
gegeben,  die  fiir  die  Systemmechanik  um  so  bedeutungsvoller  sind, 
je  grosser  die  Schwierigkeit  ihrer  methodischen  Erfassung  erscheint. 
Obwohl  gerade  dieser  sehr  umfangreiche  Teil  der  Gibbsschen  Arbeit 

O  C? 

eine  ganze  Reihe  der  originellsten  Gedanken  enthalt  und  der  Eigen- 
art  des  Problems  vortrefflich  angepasste  Hilfsmittel  der  modemen  An- 
satztechnik  bringt,  miissen  wir  -  -  da  ein  kurzes  Referat  des  Inhaltes 
hier  unausfiihrbar  erscheint  —  uns  mit  dem  Hinweis  auf  das  Original 
begniigen. 

24c.  G.  Jaumanns  Auffassung  der  stetigen  Massenanderung. 
Bei  G.  Jaumannus)  findet  sich  eine  prinzipielle  Erweiterung  der  all 
gemeinen  Mechanik  stetig  ausgedehnter  Systeme,  welche  durch  das 
Fallenlassen  der  absoluten  Konstanz  der  Masse  gekennzeichnet  ist.  Es 

148)  G.  Jaumann,  (reschlossenes  System  physikalischer  und  chemisoher  DiiFe- 
rentialgesetze  I,  Wien.  Ber.  120H»  (1911),  p.  385. 
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wird  namlich  die  Massenanderung  bei  den  Prozessen  der  Diffusion 
und  Elektrolyse  nicht  mehr  als  Massentransport  im  6r/&&sschen  Sinne, 
sondern  als  ein  besonderer  Vorgang  aufgefafit,  der  in  den  Differential- 
gleichungen  zum  Ausdruck  kommt.  Der  totale  Differentialquotient 
der  Masse  wird  definiert  durch  den  Ausdruck 

-£•  Am  •  dn, 

drj 
(K) 

wo  9ft  die  spezifische  Masse,  dTL  das  Volumelement  bedeutet.  Jaumann 
fiihrt  nun  die  ,,korperliche  Fluxion"  des  Skalars  9ft  ein  durch  die  Be- 
ziehung 

"    cm          !•         1      »      /  r«v\       •  -—          Owl      ,     j-      /ein  — \          rfaJi  cm    T 

-sT-lyC  ==  llUl    rr  5-    /   "Jl  •  dll=  :.    -x-     -4-  dlV  (yJCv)  E£z  -  9ft  dlV  V. 

or  77  =  0  ^  <*r  «^  ^T  r*T 

Verlangt  man  dann,  da8  die  linke  Seite  der  mechanischen  Bewegungs- 
gleichung,  nachdem  mit  der  Geschwindigkeit  v  multipliziert  und  fiber 
das  ganze  System  summiert  ist;  die  totale  Fluxion  der  Energie  ergiebt, 
so  mu8  die  Bewegungsgleichung  lauten: 

»«  +  ;«,„«, 

wo  ®  die  spezitische  raumlich  verteilte  eingepragte  Kraft  bedeutet. 

Der  Vorteil  dieser  durchaus  neuen  Auffassuug  kann  erst  erkaunt 
vverden,  nachdem  konkrete  Falle  erledigt  sind.  Es  liegt  hier  wie  in 
der  Relativitatsmechanik149)  fur  die  Wertung  noch  ein  anderer  Gesichts- 
punkt  vor.  Jede  prinzipielle  Erweiterung  der  mechanischen  Grund- 
anschauungen  ist  zunachst  gestiitzt  durch  die  Beseitigung  gewisser 
Mangel  der  iilteren  Grundlagen.  Sobald  aber  eine  konsequente  syste- 
niatische  Durchbilduug  der  neuen  Anschauungen  ernstlich  versucht 
wird,  stellt  sich  erfahrungsgemafi  eine  solche  Fiille  unvorhergesehener 
Schwierigkeiten  ein,  da6  es  fraglich  wird,  ob  nicht  doch  der  altere 
Anschauungskomplex  im  Ganzen  den  Reformideen  iiberlegen  ist. 


149)  Man  vgl.  M.Laue,  Dati  Belativitiitsprinzip,  Braunschweig  1911,  §  30. 


(AbgeschloBsen  im  April  1913.) 
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1.  Abgrenzung  des  Artikels.    Geschichtliche  Vorbemerkungen. 

I  in  Plane  dieses  Bandes  der  Enoyklopadie  soil  der  Artikel  12  zu- 
sammen  mit  dem  Artikel  13  in  gewissem  Sinne  eine  Fortsetzung  des 

"  O 

Artikels  6  (P.  StackeT)  bilden.  Wahrend  sich  der  Artikel  6  mit  der 
Dynamik  soweit  beschaftigt,  wie  sie  mit  den  ,,elementaren"  Methoden 
der  Analysis  behandelt  werden  kann,  soil  hier  iiber  die  ,,hoheren"  Me 
thoden  Bericht  erstattet  werden,  die  zum  Ansatz  der  Bewegungsglei 
chungen  mechanischer  Systeme  von  endlicheni  Freiheitsgrade  fiihren, 
andererseits  zugleich  fiir  deren  Integration  von  Bedeutung  sind. 

Um  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  zu  erreichen,  hat  man 
offenbar  auf  die  Prinzipien  der  Mechanik  zuriickzugehen,  die  in  dem 
Artikel  1  (A.  Vofl}  zusammengestellt  sind  und  hier  nur  noch  eine 
formelmaBige  Ausgestaltung  ins  Einzelne  erfahren  miisseu.  Dabei  wer 
den  hier  von  vornherein  zur  Kennzeichuung  der  Lage  eines  rnecha- 
nischen  Systems  allgemeine  Koordinaten  [vgl.  IV  1  (A.  Vofi},  .Nr.  37] 
einzufiihren  sein;  wobei  es  sich  als  zweckmaBig  erweist,  die  Bewegung 
eines  mechanischen  Systems  von  n  Freiheitsgraden  als  die  Bewegung 
eines  einzelnen  Massenpunktes  (des  sog.  ,,reprasentierenden"  Punktes) 
in  einem  Rauni  von  n  Dimensionen  [vgl.  IV  6  (P.  Stacl;et),  Nr.  2]  zu 
deuten.  Freilich  hat  man  einen  solchen  Rn  als  eine  allgemeine,  im 
einfachsten  Falle  Eiemannsche  Mannigfaltigkeit  [vgl.  HID  11  (L.  Ser- 
ivald},  Nr.  17]  aufzufassen,  deren  Bogenelement  aus  der  kinetischen 
Energie  des  Systems  vermoge 


zu  entnehmen  ist.1) 

Auf  die  zweckmafiige  Auswahl  der  allgemeinen  Koordinaten  fiir 
das  einzelne  System  braucht  an  dieser  Stelle  nicht  weiter  eingegangen 

•*  o     O          O 

zu  werden,  da  das  im  Artikel  11  (K.  Heun)  behandelt  ist,  und  aus  dem 
gleichen  Grunde  kann  hier  auch  -  -  trotz  ihrer  Wichtigkeit  fiir  alle 
Anwendungen  -  -  die  nachtragliche  Bestimmung  der  Reaktionskrafte 
der  Bindungen  der  Systeme  unberiicksichtigt  bleiben. 

Macht  man  zunachst  iiber  die  Bindungen  des  Systems  keine  ein- 
schrankenden  Voraussetzungen,  sondern  lafit  sowohl  holonome  wie 
nichtholonome  Bindungen  [vgl.  IV  I  (A.  Vofi],  Nr.  37  u.  38]  zu,  so  er- 
weisen  sich  fiir  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  die  Differential- 
prinzipien  als  die  weittragenderen.  Am  einfachsten  wird  man  dabei  in 
den  normalen  Fallen  von  der  Lagrangeschen  Formel  des  d'Alembert- 


1)  Vgl.  hierzu  P.  Stackel,  Bericht  iiber  die  Mechanik  mehrfacher  Mannigfaltig- 
keiten,  Jahresber.  d.  deutsch.  Math.-Vereinig.  12  (1903),  p.  469,  sowie  J.  L.  Synge, 
On  the  geometry  of  dynamics,  London  Philos.  Transact.  (A)  226  (1927),  p.  31. 
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schen  Prinzips  [vgl.  IV  1  (A.  Fb/J),  Nr.  36]  ausgehen  und  braucht  das 
Gaufische  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  [vgl.  IV  1  (A.  Vofi),  Nr.  39] 
nur  in  den  wenigen  Fallen  heranzuziehen,  wo  die  Lagrangesche  Formel 
nicht  ausreicht. 

Konnte  man  so  fiir  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  mit 
den  Differentialprinzipien  allein  auskommen,  so  war  es  dennoch  von 
auBerordentlicher  Bedeutung,  daB  schon  sehr  friih  auf  Grund  teleo- 
logisch-philosophischer  Spekulationen  die  Variationsprinzipien  in  die 
Mechanik  eingefiihrt  wurden,  wenngleich  die  urspriingliche  teleologische 
Begriindung  dieser  Prinzipien  heute  von  der  exakten  Naturwissenschaft 
allgemein  abgelehnt  wird.2)  Denn  daB  die  Bewegungsgleichungen  als 
Eulersche  Gleichungen  aus  einem  Variationsproblena  entspringen,  er- 
wies  sich  als  grundlegend  fiir  ihre  Integration,  wie  zuerst  W.  li.  Ha 
milton  erkannte.  Als  er  namlich  bei  seinenUntersuchungen  zur  Strahlen- 
optik  von  dem  Variationsproblem  des  Fermatscheii  Prinzips  des  kiirze- 
sten  Lichtwegs  ausging,  lag  es  fiir  ihn  nahe,  statt  eines  einzelnen 
Lichtstrahls  das  ganze  Biindel  der  von  einem  leuchtenden  Punkt  aus- 
gesandten  Lichtstrahlen  ins  Auge  zu  fassen.  Er  brauchte  dann  nur  zu 
beachten,  daB  der  langs  des  einzelnen  Lichtstrahls  genommene  Licht- 
weg  im  Sinne  der  Wellentheorie  des  Lichtes  die  Ausbreitungszeit  des 
Lichtes  ist,  um  zu  sehen,  daB  die  Wellenfldchen  des  Biindels  nichts 
anderes  sind,  als  diejenigen  Flachen,  die  auf  alien  einzelnen  Strahlen 
des  Biindels  den  gleiclien  Lichtweg  abgrenzen,  daB  also  die  Beziehungen 
zwischen  Wellenflachen  und  Strahlen,  die  die  Optrik  entwickelt,  nur 
Beziehungen  zwischen  den  Strahlen  (den  Extremalen  des  Variations- 
problems)  und  den  durch  das  Variationsproblem  dem  Biindel  zu- 
geordneten  Flachen  konstanten  Lichtwegs  sind.  Hamilton  erkannte 
sogleich,  daB  sich  das  auf  jedes  Variationsproblem  iibertragen  lieB  und 
wandte  seine  Methode  insbesondere  auf  die  Mechanik  an,  indem  er 
die  Bahnkurven  bzw.  Raumzeitlinien  der  Bewegung  zu  geeigneten 
Biindeln  zusammenfaBte  und  einem  solchen  Biindel  mit  Hilfe  des 
Extremalintegrals  des  Variationsproblems  die  charakteristisclie  Funktion 
bzw.  die  Prinzipalfunktion  zuordnete.  Damit  gewann  er  eine  Darstellung 
der  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  die  sich  von  solcher  Be- 
deutung  erwies,  daB  seither  dieses  principle  of  varying  action  fiir  die 
Integration  der  Bewegungsgleichungen  dem  principle  of  least  oder 
besser  of  stationary  action  fiir  ihren  Ansatz  gegeniibertrat. 

Die  Darstellung  der  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  die 
Hamilton  mit  Hilfe  der  von  ihm  eingefiihrten  Funktionen  erreichte, 


2)  Vgl.  z.  B.  M.  Planck  in  Kultur  der  Gegenwart  III,  3,  1  (Physik),  p.  698. 
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ermoglichte  ihm,  im  sog.  Vielkorperproblem  (insbesondere  im  Drei- 
korperproblem)  die  Storungsrechnung  [vgl.  VI 2, 15  (KarlF.  Sundmann), 
Nr.  4],  die  nach  dem  Vorgang  von  L.  Euler  durch  J.  L.  Lagrange,  P.  S.  La 
place  und  S.  D.  Poisson  ausgebildet  war,  auBerordentlich  durchsichtig 
darzustellen  und  sie  auch  zu  erweitern.  Zugleich  fiihrte  ihn  diese  Be- 
trachtung  dahin,  den  Bewegungsgleichungen  allgemein  die  Gestalt  des 
kanonischen  Systems  zu  geben,  eine  Gestalt,  die  in  der  Storungsrech 
nung  schon  vorher  in  SonderfaDen  erreicht,  aber  in  ihrer  eigentlichen 
Bedeutung  noch  nicht  gewiirdigt  war. 

An  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  der  die  cha- 
rakteristische  bzw.  die  Prinzipalfunktion  geniigt,  kniipfen  die  For- 
schungen  C.  Gr.  J.  Jacobis  an,  der  von  da  aus  eine  systematische  Inte 
grationstheorie  des  kanonischen  Systems  aufbaut.  Von  besonderer  Be 
deutung  war  dabei,  da6  er  eine  bereits  von  Poisson  in  der  Storungstheorie 
mehr  zufallig  beobachtete  Merkwiirdigkeit  zu  dem  sog.  Poissonschen 
Theorem  ausbilden  und  zum  Mittelpunkt  der  Integrationstheorie  machen 
konnte,  ein  Ergebnis;  das  dann  in  der  von  S.  Lie  geschaffenen  Theorie 
der  FunMionengruppen  seine  Kronung  erfuhr.  Der  Ausgestaltung  dieser 
Integrationstheorie  in  der  Jacofo'schen  Schule  drohte  bisweilen  die  Ge- 
fahr,  in  einen  reinen  Formalismus  abzugleiten.  Doch  hinderte  die  enge 
Benihrung  mit  der  rechnenden  Astronomic  immer  wieder  das  Uber- 
wuchern  des  Formalen. 

Von  der  Randformel  des  Variationsproblems  aus,  die  schon  bei 
Hamilton  den  Ausgangspunkt  der  Uberlegungen  bildete,  gelangt  man 
ferner  einmal  ohne  weiteres  zu  der  von  H.  Poincare  geschaffenen  Theorie 
der  Integralinvarianten.  Andererseits  laBt  sich  die  Randformel  als  Pfaff- 
scher  Ausdruck  deuten,  wobei  das  kanonische  System  als  Pfaffsches 
System  dieses  Ausdrucks  und  die  Hamilton- Jacobische  partielle  Diffe 
rent]  algleichung  als  partielle  Differentialgleichung  des  P/a/fschen  Pro 
blems  in  Erscheinung  tritt.  Damit  kommen  dann  die  analytischen 
Hilfsmittel  aus  der  Theorie  des  P/b/fschen  Problems  ebenfalls  dem 
Ansatz  und  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  zugute. 

Ein  anderer  Ausgangspunkt  fur  die  systematische  Integration  der 
Bewegungsgleichungen  ist  der  Begriff  der  zyklisclien  Koordinate,  den  zu- 
erst  W.  Thomson  (Lord  Kelvin]  und  dann  vor  allem  H.  v.  Helmholtz  be- 
nutzt  haben.  Fur  eine  zyklische  Koordinate  ist  nun  einmal  die  zu- 
gehorige  Impulkomponente  konstant,  andererseits  gehen  die  Bewegungs 
gleichungen  beim  Vorhandensein  einer  zyklischen  Koordinate  in  sich 
iiber,  wenn  man  eine  ,,Parallelverschiebung"  in  Richtung  dieser  Ko 
ordinate  vornimmt.  Dieses  Entsprechen  lenkte  den  Blick  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  einem  Integral  der  Bewegungsgleichungen 
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und  einer  zugehorigen  eingliedrigen  Transformationsgruppe,  die  das 
System  der  Bewegungsgleichungen  in  sich  iiberfiihrt,  womit  AnschluB 
an  die  Gedanken  S.  Lies  uber  die  Integration  vou  Differentialgleichungen 
gefunden  war. 

Die  in  der  Storungstheorie  benutzte  Variation  der  Konstanten 
beriihrt  sich  in  anderer  Weise  mit  Gedanken  S.  Lies.  Die  Einfuhrung 
der  Konstanten  des  ,,ungestorten  Problems"  als  der  Koordinaten  des 
,,gestorten  Problems"  laBt  sich  namlich  deuten  als  die  Einfuhrung 
neuer  Koordinaten  in  das  kanonische  System.  Indem  man  nun  die  Kon 
stanten  so  auszuwahlen  suchte  —  was  zuerst  systematisch  W.  JR.  Hamilton 
unter  Heranziehung  seiner  charakteristischen  Funktion  erreichte  — , 
daB  die  Storungsgleichungen  wieder  kanonische  Gestalt  hatten,  kam 
man  in  leichter  Verallgemeinerung  zu  dem  Gedanken  der  allgemeinen 
kanonischen  Transformation,  deren  systematische  Ausgestaltung  zuerst 
E.  Schering  in  Angriff  nahm  und  die  dann  S.  Lie  als  Sonderfall  in 
seine  allgemeine  Theorie  der  Beriihrungstransformationen  einordnen 
konnte. 

SchlieBlich  fiihrte  die  Liesche  Theorie  der  Transformation sgruppen 
zu  der  Frage  nach  der  Aquivalenz  ziveier  mechanischer  Probleme,  die  von 
verschiedenen  Seiten  in  Angriff  genommen  und  namentlich  von  P.  Pain- 
leve  gefordert  wurde. 

Die  Bedeutung  dieser  allgemeinen  Theorieu  fur  die  Behandhmg 
von  Einzelproblemen  wird  nun  leider  dadurch  eingeschrankt,  daB  sie 
in  der  Regel  nur  auf  die  Integration  ,,im  Kleinen"  anwendbar  ist.  Denn 
beispielsweise  die  Integrate  der  Bewegungsgleichungen  sind  in  der 
Regel  unendlich  vieldeutig,  so  daB  sie  nur  in  der  Umgebung  eines 
einzelnen  Raumzeitpunktes  etwas  Wesentliches  uber  die  Bewegung 
aussagen.  So  hat  H.  Poincare  fiir  das  Dreikorperproblem  gezeigt,  daB 
es  auBer  den  zehn  elementaren  Integralen  (Schwerpunktsiutegrale, 
Flachenintegrale  und  Energieintegral)  kein  weiteres  eindeutiges  ana- 
lytisches  Integral  gibt  [vgl.  VI  2,  12  (E.  T.  Whittaker),  Nr.  4].  Analoges 
gilt  iibrigens  von  der  Aquivalenz  zweier  mechanischer  Probleme.  Sie 
konnen  ,,im  Kleinen"  Equivalent  sein,  ohne  daB  dem  eine  Aquivalenz 
,,im  GroBen"  zu  entsprechen  braucht. 

Bei  der  Behandlung  von  Einzelproblemen  wird  es  daher  darauf 
ankommen,  welches  Ziel  man  sich  steckt.  Beschrankt  man  sich  auf 
die  Verfolgung  eines  einzelnen  Bewegungsvorganges,  so  kann  man  die 
allgemeine  Theorie  verwerten,  und  es  liegt  durchaus  in  dieser  Rich- 
tung,  wenn  man  die  in  der  Astronomie  eingefiihrte  Methode  der  Varia 
tion  der  Konstanten  in  die  ,,irdische"  Mechanik  zu  iibertragen  ver- 
sucht  hat  [vgl.  IV  11  (K.  Heun),  Nr.  17].  Will  man  dagegen  die  Ge- 
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samtheit  der  moglichen  Bewegungsformen  iiberblicken  (Integration  ,,im 
GroBen"),  so  treten  tieferliegende  Pragestellungen  auf.  Als  Vorarbeit 
hatte  man  hier  zunachst  die  Singularitaten  der  Bewegungsgleichungen 
aufzusuchen  (vgl.  Nr.  7)  und  die  Bewegung  in  der  Umgebung  dieser 
besonderen  Stellen  naher  zu  untersuchen.  Genauer  behandelt  ist  in 
diesem  Sinne  vor  allem  die  Bewegung  in  der  Umgebung  der  Gleich- 
gewichtspunkte,  die  zu  der  Tlieorie  der  Meinen  Schwingungen  und 
anschlieBend  zu  Untersuchungen  iiber  Stabilitat  AnlaB  gegeben  hat. 
Als  Verallgemeinerung  hat  man  dann  die  Untersuchung  der  perio- 
disclien  Losungen  usw.  in  Angriff  genommen,  die  nach  einem  Wort 
H.  Poincares  ,,die  erste  Bresche"  vorstellen,  durch  die  man  Zugang  zu 
der  Integration  ,,im  GroBen"  finden  kann.  In  der  Tat  hat  man  von  diesen 
Ergebnissen  aus;  fiber  die  hier  aber  nicht  mehr  berichtet  wird,  einen 
Uberblick  iiber  die  Gesaintheit  aller  moglichen  Bewegungsformen  und 
den  Gesamtverlauf  einer  einzelnen  solchen  Bewegungsform  zu  gewinnen 
gesucht.  Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daB  man  in  dieser  Art  zu 
nachst  nur  ganz  spezielle  Einzelprobleme  in  Angriff  nehmen  konnte, 
die  man  so  einfach  wie  moglich  wahlen  muBte.  Man  hat  sich  daher 
auf  Bewegungsprobleme  mit  zwei  Freiheitsgraden  beschrankt  und  hat 
als  einfachstes  solches  Problem ,  das  nicht  trivial  ist,  das  sog.  ein- 
geschranlde  (restringierte)  DreikorperproUem  [vgl.  VI  2,  12  (E.  T.  Whit- 
taker],  Nr.  2]  ausgewahlt.  Daneben  tritt  noch  das  Problem  der  krafte- 
freien  Bewegung  auf  einer  (ruhenden  oder  bewegten)  zweidimensionalen 
Flache  im  gewohnlichen  euklidischen  Raum,  was  bei  ruhender  Flache 
insbesondere  auf  die  Bestimrnung  der  geodatischen  Linien  [vgl.  Ill  D  3 
(R.  v.  Lilientlial),  Nr.  14 — 18]  hinauskommt.  An  diese  beiden  Frage- 
stellungen  kniipfen  die  Arbeiten  von  G.  D.  Birkhoff3)  und  seiner  Schule 
an,  die  in  Weiterfiihrung  der  Ideen  H.  Poincares  namentlich  topo- 
logische  Methoden  verwendeu.  Um  eine  Grundlage  fiir  eine  solche 
theoretische  Untersuchung  des  eingeschrankten  Dreikorperproblems  zu 
schaifen,  sind  auf  Veranlassung  von  E.  Stromgren  zahlreiche  periodische 
Bahnen  dieses  Problems  numerisch  gerechnet.  Es  ware  die  nachste 
Aufgabe,  dieses  Material  fiir  den  Aufbau  der  Theorie  zu  verwenden, 
wozu  einzelne  Ansatze  in  neuester  Zeit  gemacht  sind.4) 

3)  G.  1).  Birkhoff,  Dynamical  systems. 

4)  Diese  Arbeiten  sind  vereinigt  unter  dem  Titel:  Publikationer  og  mindre 
Meddelelser  fra  Kobenhavns  Observatorium. 
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A.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  und  ihr  Ansatz 
mit  Hilfe  der  Differentialprinzipien. 

2.  Begriff  eincs  mechanischen  Systems  von  endlich  vielen  Frei- 
heitsgraden.  Allgemeine  Koordinaten.  Mit  der  Entwicklung  der  Be- 
wegungsgleichungen  fiir  einen  einzelnen  Massenpunkt  hatte  die  himm- 
lische  und  irdische  Mechanik  die  einfachsten  mechanischen  Vorgange 
(Fall  und  Wurf,  beziehentlich  Bewegung  eines  Planeten)  dynamisch 
beschreiben  konnen.  Wandte  sicb  der  Blick  von  der  Bewegung  des 
einzelnen  Planeten  zu  dem  Gesamtsystem  der  Sonne  mit  ihren  Planeten 
und  deren  Satelliten,  so  batte  man  ein  System  von  Massenpunkten  vor 
sicb,  dessen  einzelne  Punkte  nacb  den  Neivtonschen  Gravitationsgesetz 
aufeinander  einwirken.  Andererseits  lieferte  ein  so  einfacbes  Problem 
der  irdiscben  Mechanik  wie  das  mathematische  Pendel  ein  Beispiel 
fiir  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  mit  einer  Bewegungsbeschran- 
kung,  und  zwar  einer  solchen,  die  sich  sehr  einfacb  in  mathematiscben 
Formeln  angeben  lieB.  Man  brauchte  nur  beides  miteinander  zu  ver- 
kniipfen,  urn  zu  dem  Begriff  des  Systems  von  materiellen  Punkten  zu 
gelaugen,  auf  dessen  einzelne  Punkte  Krafte  wirken,  wahrend  anderer- 
seits  diese  Punkte  miteinander  durch  irgendwelche  Verbindungen 
gekoppelt  sind,  die  sicb  matbematiscb  durch  eine  Anzahl  von  Glei- 
chungen  (oder  Ungleichungen)  zwischen  den  die  Bewegung  (Ort  und 
Geschwindigkeit)  bestimmenden  GroBen  ausdriicken  lassen.5)  Diese  Auf- 
fassung  wurde  dadurch  sehr  gefordert,  daB  die  Erfolge  der  Himmels- 
mechanik  in  Verbindung  mit  der  wiederbelebten  Atomistik  des  Alter- 
tums  die  Auffassung  in  die  Physik  hineintrugen,  man  miisse  alle 
Naturerscheinungen  zuriickfiihren  auf  die  Bewegung  materieller  Punkte, 
die  mit  Zentralkraften  aufeinander  einwirken  [vgl.  IV  6  (P.  StackeT), 
Kr.  2].  GemaB  dieser  Auffassung  werden  auch  feste  Korper  und  die 
Fliissigkeiten  als  Systeme  von  Massenjrnnkten  aufgefaBt,  und  zwar  als 
Systeme  unendlich  vieler  Massenpunkte.  Der  starre  Korper  beispiels- 
weise  wird  als  ein  System  von  unendlich  vielen  Massenpunkten  an- 
gesehen,  dessen  einzelne  Punkte  durch  irgendwelche  Verbindungen 
dauernd  den  gleichen  Abstand  behalten.  Ahnlich  1'aBt  sich  bei  Ein- 
fuhrung  etwas  komplizierterer  Bindungen  der  elastisch  feste  Korper  und 
die  Fliissigkeit  als  ein  System  uneudlich  vieler  Massenpunkte  ansprechen 
[vgl.  IV  6  (P.  Stackel},  Nr.  22].  Wahrend  nun  aber  ein  System  von 
endlich  vielen  Massenpunkten  natiirlich  imrner  endlich  viele  Freiheits- 


5)  Das  Beispiel  des  physikalischen  Pendels  ist  fur  die  Entwicklung  der 
Dynamik  von  grundlegender  Bedeutung  gewesen.  Vgl.  /.  L.  Lagrange,  Mecanique  2, 
sect.  I,  Nr.  7—9  =  (Euvr.  11,  p.  248. 
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grade  hat,  konnen  bei  Systemen,  die  aus  unendlich  vielen  Punkten 
bestehen,  entweder  unendlich  viele  Freiheitsgrade  auftreten,  wie  bei 
den  Fliissigkeiten  und  den  festen  (elastischen)  Korpern,  oder  es  wird 
durch  Einfiihrung  hinreichend  vieler  Bedingungen  eine  Einschrankung 
auf  endlich  viele  Freiheitsgrade  erreicht,  wie  ira  Falle  des  starren 
Korpers  oder  der  aus  starren  Korpern  gebildeten  Ketten.  Diese  letz- 
teren  sind  daher  der  hier  behandelten  Mechanik  von  Systemen  mil 
endlich  vielen  Freiheitsgraden  einzuordnen,  wahrend  die  Mechanik  der 
Fliissigkeiten  und  die  Mechanik  der  elastisch  festen  Korper  der  Me 
chanik  der  Kontinua  zufallen  [vgl.  IV  6  (P.  Stacker),  Nr.  22].  Die 
Briicke  zwischen  beiden  Gebieten  schlagt  die  statistisclie  Mechanik  [IV  32 
(P.  u.  T.  EhrenfestJ],  fiir  die  naturgemaB  die  in  diesem  Artikel  berich- 
teten  Methoden  wieder  ihre  besondere  Bedeutung  besitzen. 

Bin  System,  das  aus  endlich  vielen  -  -  sagen  wir  r  -  -  Massen- 
punkten  mit  den  Massen  ml}  m2,...,mr  besteht,  ist  in  seiner  rdum- 
lichen  Lage,  etwa  in  bezug  auf  ein  dreiachsiges  Koordinatensystem, 
festgelegt,  wenn  man  die  3r  Koordinaten  der  einzelnen  Massenpunkte 
xii  Vu  zi  (*'  —  1>  2>  •  ••?  r]  kennt;  und  die  Bewegung  des  Systems  ist 
bekannt,  wenn  man  diese  3r  Koordinaten  je  als  Funktionen  der  Zeit  t 

(i)  s«  =  *(W>   %  =  y*(0,   ^=^(0 

bestimmt  hat.  Dabei  miissen  diese  Funktionen,  wie  physikalisch  un- 
mittelbar  plausibel  ist,  stetige  Funktionen  der  Zeit  sein,  die  auch  ala 
hinreichend  oft  differenzierbar  vorausgesetzt  werden  sollen. 

Die  allgemeinen  Biudungen  eines  solchen  Systems  werden  durch 
eine  Anzahl  von  Gleichungen  (evtl.  Ungleichungen,  die  aber  im  fol- 
genden  nicht  weiter  betrachtet  werden  sollen)  zwischen  den  Orts- 
koordinaten  xi}  yi}  zit  der  Zeit  t  und  den  Geschwindigkeitskomponenten 

xi=-~,  yi=-J7,  'zi~  ~d+  ^er  r  Massenpunkte  des  Systems  darge- 
stellt.  Es  seien  etwa  I  solcher  Gleichungen 

(fifai,  y»  zi,  *'i,  yt,  'zn  0  =  °, 
(2)  (Z<3r) 

\fi(*i>  yt>  *»  in  fa,  Zi>  0  =  ° 

vorgegeben.  Dann  ist  nach  H.  Hertz  zu  unterscheiden,  ob  in  diesen 
Bedingungsgleichungen  die  Geschwindigkeitskomponenten  auftreten 
oder  nicht.  H.  Hertz  nennt  die  Bedingungsgleichungen  beim  Fehlen 
der  Geschwindigkeitskomponenten  holonom,  im  anderen  Falle  nicht- 
holonom  [vgl.  IV  1  (A.  Vofi],  Nr.  37,  sowie  IV  6  (P.  Stacked),  Nr.  4]. 
DemgemaB  treten  holonome  und  nichtholonome  Systeme  als  wesent- 
lich  verschieden  einander  gegeniiber.  Jede  dieser  beiden  Klassen  kann 
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man  nach  L.  Boltzmann 5a)  weiter  unterteilen,  indem  man  unterscheidet, 
ob  die  Zeit  t  explizit  in  den  Bedingungsgleichungen  auftritt  oder 
nicht.  Fehlt  die  Variable  t,  so  werden  die  Bedingungen  skleronom  ge- 
nannt,  tritt  sie  explizit  auf,  so  hat  man  rheonome  Bedingungen. 

Zu  den  Bewegungsgleichungen  fiir  solche  gebundenen  Systeme  ge- 
langt  man  in  der  Weise,  da8  man  den  EinfluB  der  Bindungen  durch 
geeignete  Reaktionskrafte  zum  Ausdruck  bringt  und  dann  die  Massen- 
punkte  des  Systems  als  freie  Massenpunkte  behandelt  [vgl.  IV  6 
(P.  Stacked),  Nr.  4  und  Nr.  7].  Der  Ansatz  der  Reaktionskrafte  ist 
dabei  durch  die  besondere  Natur  der  Bindungen  bedingt.  Indessen 
beschrankt  sich  die  aualytische  Mechanik  im  allgemeinen  auf  den  Fall 
reibungsfreier  Bindungen,  fiir  die  die  Reaktionskrafte  der  Bedingung 
unterliegen,  bei  einer  virtuellen  Verriickung  (vgl.  Nr.  3)  keine  Arbeit 
zu  leisten.  Damit  ist  zunachst  fiir  holonome  Bindungen  der  Ansatz 
der  Reaktionskrafte  unmittelbar  gegeben,  ebenso  fiir  nichtholonome 
Bindungen  dann,  wenn  die  Bedingungsgleichungen  in  den  Geschwindig- 
keitskomponenten  linear  sind,  wie  sie  iibrigens  in  den  Anwendungen 
der  Mechanik  fast  allein  auftreten.  Im  skleronomen  Falle  solcher 
linearer  nichtholonoiner  Bindungen  haben  die  Bedingungsgleichungen 
in  den  Anwendungen  stets  die  Gestalt 


d.  h.  sie  sind  homogen  in  den  Geschwindigkeitslcomponenten.  Diese  Homo- 
genitat  ist,  worauf  C.  Caratlicodory  aufmerksam  macht,  im  Sinne  der 
Reibungsfreiheit  notwendig,  da  die  Reaktionskrafte  im  skleronomen 
Falle  auch  bei  der  wirklichen  Bewegung  keine  Arbeit  leisten  diirfen. 
In  Verallgemeinerung  dieser  Uberlegung  erscheint  es  nach  C.  Cara- 
theodory  auch  bei  solchen  nichtholonomen  Bindungen,  die  nicht  in 
den  Geschwindigkeitskomponenten  linear  sind,  erforderlich,  daB  im 
skleronomen  Falle  die  Bedingungsgleichungen 

fi  (xi>  y»  zn  *i>  y»  ^  =  °  (A  =  i, . . .,  /) 

liomogen  in  den  Geschwindigkeitskomponenten  sind,  im  Gegensatz  zu 
den  in  der  Literatur  vorliegenden  Ansatzen.6)  Auch  im  rheonomen 

5 a)  Vgl.  L.  Boltzmann,  Prinzipe  II.,  §  4,  p.  16. 

6)  t)ber  praktische  Beispiele  solcher  allgemeinen  Bedingungen  vgl.  P.  Appell, 
Exemple  de  mouvement  d'un  point  assujetti  a  une  liaison  exprimee  par  une  re 
lation  non  lineaire  entre  les  composantes  de  la  vitesse,  Palermo  Rend.  32  (1911), 
p.  48,  sowie  P.  Appell,  Sur  les  liaisons  non  lineaires  par  rapport  aux  vitesses, 
Palermo  Rend.  33  (1912),  p.  259.  Vgl.  auch  E.  Delassus,  Sur  la  realisation  ma- 
terielle  des  liaisons,  Paris  C.  R.  152  (1911),  p.  1739,  sowie  Sur  les  liaisons  non 
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Falle  1st  die  Abhangigkeit  der  Funktionen  (2)  von  den  Geschwindig- 
keitskomponenten  xit  yit  zi  gewissen  Beschrankungen  unterworfen;  wenn 
diese  Funktionen  auch  nicht  mehr  homogen  zu  sein  brauchen. 

a)  Holonome  Systeme.  Bei  holonomen  Bindungen  vereinfachen  sich 
die  Gleichungen  (2)  im  Falle  skleronomer  Bedingungen  zu 

(3a) 

fi 
bzw.  im  Falle  rheonomer  Bedingungen  zu 

I  fi(*ij  Vi,  Zi,  0  =  0, 

(3b)  ....... 

I  ft  fa,  yt,  *»  0  =  0. 

Durch  diese  Bedingungsgleichungen  (3  a)  bzw.  (3b)  ist  die  Anzahl  der 

Freiheitsgrade  auf 

(4)  n  =  3r  —  I 

eingeschrankt. 

Man  braucht  nun  fur  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  nicht 
unbedingt  mit  der  Bestimmung  der  Reaktionskrafte  zu  beginnen.  Denn 
in  Verallgemeinerung  des  in  Sonderfallen  erfolgreichen  Verfahrens  hat 
bereits  J.  L,  Lagrange1}  allgemein  gelehrt,  im  Falle  sMeronomer  Be 
dingungen  (3  a)  diese  dadurch  fortzuschaffen,  daB  die  xlt  .  .  .,  zr  als 
Funktionen  von  n  Parametern  qlf  .  .  .,qn,  den  allgemeinen  Koordinaten, 
ausgedruckt  werden,  wobei  die  letzten  so  zu  wahlen  sind,  daB  die 
Gleichungen  (3  a)  nach  ihrer  Einfuhrung  identisch  erfullt  werden.  Man 
findet  so 


(5a) 


lineaires,  Paris  C.  E.  153  (1911),  p.  626;  Sur  les  liaisons  non  lineaires  et  les  mou- 
vements  etudies  par  M.  Appell,  Paris  C.  E.  153  (1911),  p.  707  und  ferner  Sur  les 
liaisons  d'ordre  quelconque  des  systemes  materiels,  Paris  C.  E.  154  (1912),  p.  964. 
Zusammenfassend  dargestellt  in  :  E.  Delassus,  Sur  les  liaisons  et  les  mouvements 
des  systemes  materiels,  Ann.  EC.  Norm.  (3)  29  (1912),  p.  305,  vgl.  auch  E.  Delassus, 
Dynamique  des  systemes  materiels,  Paris  1913,  insbes.  p.  26  ff. 

Fur  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  bei  Vorliegen  ganz  allgemeiner 
Bindungen,  in  denen  auch  die  Beschleunigungskomponenten  auftreten,  vgl.  noch 
A.  Przeborski,  Die  allgemeinsten  Gleichungen  der  klassischen  Dynamik,  Math. 
Ztschr.  36  (1933),  p.  184. 

7)  J.  L.  Lagrange,  Mecanique  2,  sect.  IV  =  (Euvr.  11,  p.  325. 
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und  wird  die  Bewegung  kennen,  wenn  man  die  qlf  .  .  .,  qn  als  Funk- 
tionen  der  Zeit  bestimmt  hat  [vgl.  IV  1  (A.  FoyS),  Nr.  37].  FaBt  man 
die  Funktionen 


(6)  01 

als  Darstellung  einer  Kurve  im  w-dimensionalen  (<?!,...,  #J-Raum  auf, 
so  deutet  man  die  Bewegung  des  Systems  als  Bewegung  eines  materi- 
ellen  Punktes  im  w-dimensionalen  Raume,  und  hat  die  Kurve  (G)  als 
Bahnkurve  des  mater  iellen  7,Bildpuuktes"  anzusprechen.  Will  man 
auch  den  zeitlichen  Ablauf  der  Bewegung  zur  geornetrischen  Dar 
stellung  bringen,  so  hat  man  die  Gleichungen  (6)  als  analytische 
Darstellung  einer  Kurve  in  der  (n  -\-  l)-dimensionalen  (q1}  .  .  .,  q  ,  t)- 
Mannigfaltigkeit  zu  deuten,  die  man  in  Verallgemeinerung  der  in  der 
Relativitatstheorie  iiblichen  Bezeichnung  die  (q1}  .  .  .}  qnJ  f)-Welt  nennen 
kann  [vgl.  auch  IV  6  (P.  Stackel),  Nr.  2]. 

Die  rheonomen  Bedingungen  (3b)  lassen  sich  in  gleicher  Weise 
identisch  erfiillen,  wenn  die  Koordinaten  xit  yi}  z(  als  Funktionen  von 
n  allgemeinen  Koordinateu  qlf  .  .  .,  qn  und  der  Zeit  t  geeignet  ausge- 
driickt  werden.  An  die  Stelle  der  Gleichuugen  (5  a)  treten  jetzt  die 
Gleichungen 

(5b) 


sonst  bleibt  alles  ungeandert  erhalten. 

Der  Fall  holonomer  Bedingungen  liegt  im  allgemeinen  auch  vor; 
wenn  ein  System  von  unendlich  vielen  Punkten  durch  unendlich  viele 
Bedingungen  auf  endlichen  Freiheitsgrad  gebracht  ist.  Ein  Beispiel  ist 
etwa  der  freie  starre  Korper,  der  sechs  Freiheitsgrade  besitzt.  In  Verall 
gemeinerung  dieses  Sonderfalles  (z.  B.  durch  Ubergang  zu  einer  Kette 
von  starren  Korpern)  kann  man  auch  hier  allgemeiner  ein  System  mit 
n  Freiheitsgraden  gegeben  denken.  Es  waren  dann  die  Koordinaten 
jedes  Punktes  des  Systems  durch  Beziehungen  der  Gestalt  (5)  als 
Funktionen  der  allgemeinen  Koordinaten  und  evtl.  der  Zeit  auszu- 
drucken.  Dabei  muB  der  einzelne  Punkt,  wie  es  in  kontinuierlich  aus- 
gedehnten  Korpern  natiirlich  erscheint,  durch  geeignete  Parameter 
anstatt  durch  eine  Nummer  gekennzeichnet  werden.  In  starren  Kor 
pern  pflegt  man  z.  B.  ein  mit  dem  Korper  fest  verbundenes  Koordi- 
natensystem  einzufuhren,  in  dem  der  einzelne  Punkt  des  starren  Kor- 
pers  etwa  die  Koordinaten  (a,  ~b,  c)  haben  moge.  Die  Orientierung 
dieses  mitbewegten  Koordinatensystems  gegen  das  (x,  y,  z)-  System 
kann  man  dann  z.  B.  durch  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  und 
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die  JEiderschen  Winkel  gegeben  denken.  Bezeichnet  man  die  ersteren 
mit  qi>  fh>  $3>  die  letzteren  mit  #4,  q5,  g6,  so  waren  die  Koordinaten 
x,  y,  z  jedes  Punktes  (a,  b,  c)  des  Systems  in  bezug  auf  das  gegebene 
Bezugssystem  durch  Formeln  der  Gestalt 


=*%(a,  b,  c,  g1;  .  .  .,  ge) 

gegeben.  Die  Bewegung  des  starren  Korpers  ist  bekannt,  wenn  man  die 
&,...,&  als  Funktionen  der  Zeit  kennt  [vgl.  IV  11  (K.  Heuri),  Nr.  2]. 

Ubrigens  ist  der  Ersatz  der  urspriinglichen  rechtwinkligen  Koordi 
naten  durch  allgemeine  Koordinaten  keineswegs  allein  dann  zweckmafiig, 
wenn  es  eine  Anzahl  holonomer  Bedingungsgleichungen  zu  beseitigen 
gilt.  Vielfach  bietet  es  auch  bei  der  Behandlung  eines  nicht  durch 
Bedingungsgleichungen  eingeschrankten  Systems  besondere  Vorteile, 
allgemeine  Koordinaten,  deren  Zahl  dann  natiirlich  wieder  3r  betragt, 
einzufiihren,  um  eine  der  besonderen  Struktur  des  Systems  angemessene 
analytische  Darstellung  zu  erreichen.  In  diesern  Falle  besitzen  die 
Beziehungen  zwischen  den  xi}  yiy  et  und  den  qlf  .  .  .,  q3r  die  Gestalt  (5  a), 
in  denen  nur  n  =  3r  wird. 

b)  Nicktholonome  Systeme.  Sind  unter  den  Bedingungsgleichungen 
(2)  neben  den  nichtholonomen  auch  eine  Anzahl  holonomer  enthalten,  so 
kann  man  zunachst  die  letzteren,  wie  eben  ausgefuhrt,  fortschaffen.  Zur 
Beschreibung  des  Systems  mogen  dann  wieder  n  allgemeine  Koordinaten 
qi  >  •  -  •)  Q.n  dienen,  zwischen  denen  aber  noch  Jc  nichtholonome  Bedingungen 
9i(<Li,  ••-,  «„,  qt,  ...,  qa,  f)  =0, 

(8)  ............  (*<«) 

fft(qi>  -  -i  qn>  qi>  •-,  vn,  f)  =  o 

bestehen,  aus  denen  sich  keine  von  den  qlt...,qn  freie  Gleichung  soil 
herstellen  lassen.  Entsprechend  der  Bemerkung  C.  Caratheodorys  miissen 
diese  Funktionen  im  skleronomen  Falle  homogen  in  den  q  sein  und 
auch  im  allgemeinen  rheonomen  Falle  hinsichtlich  der  Abhangigkeit 
von  den  q^  bestimmten  Bedingungen  geniigen. 

Die  fiir   die   Anwendungen    wichtigsten  und    bisher   so    gut    wie 
allein  betrachteten  Probleme,  in  denen  die  Bedingungsgleichungen  (2) 
linear  in  den  GeschwindigJceitskomponenten  sind,  werden  dabei  auch  in 
den  qQ  linear,  konnen  also  in  der  Gestalt  P/a/fscher  Gleichungen 
(  «u  dqi  H-  «i,  dqt  -\  -----  h  alHdqn  +aln  +  ldt  =  0, 

(9)  .......... 

loudjh-f  ak2dq2-{  -----  \-  akndqn+  a^n  +  ldt  =  0 

%=(«!»    •'   -,   «»,   0 
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geschrieben  werden.  In  dem  skleronomen  Sonderfall,  daB  die  Zeit  t 
nicht  explizit  auftritt,  miissen  die  a  +1  EE  0  sein,  so  daB  das  System 
der  P/a/fschen  Gleichungen  die  Gestalt 


(9a) 

*8  «"&  H 
V=a's'«(&»-  •   •></») 

besitzt.  Solche  nichtholonomen  Bedingungsgleichungen  geben  eine 
Einschrankung  der  Bewegungsfreiheit  nur  im  Infinitesimalen.  Es  sind 
ja  qv  .  .  .,  qn,  t  frei  wahlbar,  eingeschrankt  ist  dann  nur  die  Wahl 
der  Geschwindigkeitskomponenten  q  .  Das  ist  ein  fundamentaler  Unter- 
schied  gegeniiber  den  holonomen  Bedingungen.  Denn  es  ist  danach 
unmoglich,  die  nichtholonomen  Bedingungen  zu  einer  weiteren  Re- 
duktion  der  Koordinatenzahl  zu  beniitzen.  Gleichwohl  kann  man  aber 
auch  hier  beim  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  die  Nebenbedin- 
gungen  in  gewissem  Sinne  beseitigen,  wenn  man  den  Koordinaten- 
begriff  weiter  verallgemeinert.  Da  namlich  in  den  Bedingungsglei 
chungen  (9)  sowohl  die  Ortskoordinaten  als  auch  die  Geschwindig 
keitskomponenten  auftreten,  kann  man  die  Geschwindigkeitskompo 
nenten  qv  .  .  .;  qn  als  selbstandige  Veranderliche  neben  den  qlt  .  .  .,  qnf  t 
einfiihren.  Dann  lassen  sich  die  q1}  .  .  .,  qlt,  ohne  an  den  qlt  .  .  .,  qn 
etwas  zu  andern,  durch  neue  Veranderliche,  etwa  Oj,  .  .  .,  on,  ersetzen 
und  dabei  diese  neuen  Veranderlichen  so  w'ahlen,  4aB  die  Gleichungen 

(9)  bzw.  (9  a)  einfach  die  Gestalt 

(10)  «.-»+i  -0,     ...,     «n=0 

erhalten.  Dabei  werden  sich  die  ca  als  lineare  Punktionen  der  q1}  .  .  .,  qn 
darstellen,  etwa  in  der  Gestalt 

~\  -----  h  ftn«»  +  ft,  »-i  ; 


Solche  Ausdriicke  hat  man  iibrigens  auch  ohne  das  Auftreten  nicht- 
holonomer  Bedingungen  manchmal  zweckmaBig  an  Stelle  der  q^  ein- 
gefiihrt,  z.  B.  bei  der  Bewegung  des  starren  Korpers,  wo  man  statt 
mit  den  zeitlichen  Ableitungen  der  jEWerschen  Winkel  vorteilhafter 
mit  den  Komponenten  des  momentanen  Drehvektors  operiert  [vgl.  IV  0 
(P.  Stackel),  Nr.  16].  In  diesem  Fall,  wie  auch  sonst  haufig,  tritt  t 
nicht  in  den  /3p(T  auf,  und  es  sind  die  /3pjri  +  1^0,  so  daB  die  o^  ho- 
mogen  in  den  ql}  .  .  .,  qn  werden. 
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An    Stelle   der   act     werden  vielfach    auch    infinitesimale    GroBen 
dx   =  co  dt  eingefiihrt,   die  nach  (11)   durch  Beziehungen   der  Form 

(lla)  d%  =  Pn^dql  -j-  •  •  •  -f~  fi     dqn  -\-  /3    n+i^t 

mit  der  Differentialen  der  Ortskoordinaten  und  der  Zeit  verkniipft 
sind.  Natiirlich  lassen  sich  hieraus  nicht  etwa  GroBen  x  als  Funk- 
tionen  der  qlf  .  .  .,  qn,  t  bestimmen;  trotzdem  vereinfacht  es  gelegent- 
lich  die  Formulierung  der  Uberlegung,  wenn  man  von  den  x  wie  von 
Koordinaten  spricht.  Man  bezeichnet  sie  daher  als  Quasikoordinaten.®) 
Die  Auflosung  der  Gleichungen  (11)  nach  den  q^  moge  sein 

(lib)  fo-J^^+.-.  +  ^a 

_  j  0     (i=^v 

-i  i 

woraus  dann  natiirlich 

hervorgeht. 

Bei   einer  Einfiihrung  von  Quasikoordinaten   entsprechend  (lla) 
erhalten    die   nichtholonomen    Bedingungsgleichungen  (9)    gerade    die 
Gestalt 
(lOa)  dK/(_i  +  1=0,     .  ..,     dxn=0. 

Indem  man  dabei  etwa  weiter 


setzen  wiirde,  hatte  man  die  ql  ==  x1}  .  .  .,  qn_k=  xn_k  als  gewohnliche 
Koordinaten  beibehalten. 

3.  Die  virtuellen  Verriickungen  in  allgemeinen  Koordinaten. 
Wenn  man  ohne  vorherige  Bestimmung  der  Reaktionskrafte  der  Bin- 
dun  gen  zum  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  eines  mechanischen 
Systems  gelangen  will,  hat  man  von  der  Lagrangeschen  Formel  des 
d'Alembertschen  Prinzip  auszugehen  und  mit  dem  Begriffe  der  vir 
tuellen  Verriickung  des  Systems  zu  operieren  [vgl.  IV  1  (A.  Vofy, 
Nr.  30  und  36].  Man  versteht  unter  einer  virtuellen  Verriickung  des 
Systems  eine  Uberfiihrung  seiner  einzelnen  Massenpunkte  aus  ihren 
durch  x^  yi}  z{  gegebenen  Lagen  in  Nachbarlagen  xt  -f-  dxi}  y{  -f-  dyi} 
gi  ~h  ^^»>  ^ei  der  die  infinitesimalen  GroBen  dxi}  dyi}  dzi  in  solcher 


8)  Vgl.  E.  T.  Wldttaker,  Dynamics,  p.  41.  G.  Hamel  benutzt  die  weniger 
knappe  Bezeichnung  ,,nichtholonome  (generalisierte)  Koordinaten".  Vgl.  G.  Hamel, 
tiber  die  virtuellen  Verschiebungen  in  der  Mechanik,  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  416, 
insbes.  p.  421. 

Encyklop.  d.  math.  Wisaensch.  IV  1,  11.  35 
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Weise  gewahlt  sind,  da6  die  Nachbarlagen  im  Falle  skleronomer  Be- 
dingungen  ebenfalls  den  Bedingungsgleichungen  geniigen,  wahrend  sie 
im  Falle  rheonomer  Bindungen  die  Bedingungsgleichungen  bei  fest- 
gehaltenem  Werte  von  t  erfiillen  miissen,  d.  h.  fur  die  virtuellen  Ver- 
riickungen  miissen  rheonome  Bindungen  mit  derjenigen  Form,  die  sie 
in  dem  betrachteten  Augenblick  t  haben,  skleronom  werden. 8a)  Fur 
holonome  Bindungen  miissen  daher  die  infinitesimalen  Koordinatenande- 
rungen  dxt,  Sy^  Sz^  mag  es  sich  um  skleronome  Bindungen  (3)  oder 
um  rheonome  Bindungen  (3  a)  handeln,  den  Bedingungsgleichungen 


geniigen.  Offenbar  werden  diese  Gleichungen  aber  identisch  erfiillt, 
wenn  man  die  infinitesimalen  Anderungen  dq1}  .  .  .,  dqn  der  allge- 
meinen  Koordinaten  (5  a)  bzw.  (5b)  ganz  beliebig  wahlt  und  dann 

(  *  d<Pt  i       i    d<Pi  i       i  i    d*fi  &• 

oxi=  -3      oq,  -\-  -x— -  og8  +  •  •  •  +  Q      0(/_. 
^2i  ^Sa  ^2n 

( 13)  •   dyi  —  ~  *-  (^^  -f-  -x-  *  ^g2  ~h  •  •  •  H~  "a ~*  ^n? 

d^  =    ,,        d^j  -f-    „        ^(/2  -f-  •   •  •   -f-   o     *   $#„ 

setzt. 

Bei  nichtholonomen  Bindungen  kaiin  eine  virtuelle  Verriickuug 
nur  dann  definiert  werden,  wenn  die  Bedingungsgleichungen  Pfaffsche 
Gleichungen  sind.  In  diesem  Falle  stellen  die  infiiyteeimalen  GroBen 
8qlf  .  .  .,  dqn  eine  virtuelle  Verriickung  des  Systems  mit  den  uicht- 
holonomen  Bedingungen  sowohl  der  Gestalt  (9)  als  auch  der  Gestalt(9a) 
dar,  wenn  sie  den  Gleichungen 

(u)         T11.^1.  a" q* .  .  .  a'n  q:~.  : 

geniigen. 


8  a)  Man  pflegt  entsprechend  die  virtuelle  Vem'ickung  als  ninit  den  Be 
dingungsgleichungen  vertraglich"  und  nzeitlos"  zu  definieren.  Geometrisch  kunn 
man  sich  die  virtuelle  Verriickung  bei  holonomen  Bindungen  so  vor  Augen  stellen, 
daB  man  die  Gleichungen  (3 a)  bzw.  (3b)  als  eine  (n  -f-  1  =  3r  —  I  -f-  l)-dimen- 
sionale  Mannigfaltigkeit  in  der  (3r-{-  l)-dimensionalen  Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit 
deutet.  Im  skleronomen  Falle  der  Gleichungen  (3  a)  ist  diese  Mn  +  l  speziell  eine 
nzylindrische"  Mannigfaltigkeit  rnit  Erzeugenden  parallel  zur  t-Achse.  Im  Falle 
rheonomer  Bindungen  schneidet  man  die  Mn  +  l  mit  der  Mannigfaltigkeit  t  =  Const 
und  legt  durch  die  Schnitt-3fn  eine  zylindrische  Mn  +  l  mit  Erzeugenden  parallel 
zur  e-Achee.  Eine  Nachbarlage  des  Systems,  die  durch  virtuelle  Verriickung  er- 
zeugt  wird,  muB  in  beiden  Fallen  der  zylindrischen  Mn  +  1  angehoren. 
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Die  hiermit  fur  alle  Falle  gegebene  Erklarung  der  virtuellen  Ver 
riickungen,  wiirde  fiir  die  Anwendung  der  Lagrangeschen  Formel  des 
d'Alembertschen.  Prinzips  vollig  ausreichen.  Will  man  aber  spater 
diese  Formel  in  die  Lagrangesche  Zentralgleichung  umformen  und  von 
ihr  aus  zum  Hamiltonsctien  Prinzip  iibergehen,  so  betrachtet  man 
nicht  einen  einzelnen  Be  wegungszu  stand  des  Systems  zu  einer  festen 
Zeit,  sondern  eine  Bewegung  des  Systems  in  iJirem  zeiflichen  Ablauf 

(15)  ql  =  ^(0,     g2  =  ft (0,     -  -  -,     qn=qn(f), 

eine  Darstellung,  die  man  entweder  in  der  Mn  der  g17  .  .  .,  qn  als  Para- 
meterdarstellung  der  Bdhnkurve  des  Systems  oder  auch  in  der  Mn  +  1 
der  (q<,,  t)  als  eine  Eaumzeitlinie  des  Systems  deuten  kann.  Wahlt  man 
nun  die  Komponenten  der  virtuelien  Verriickung  dql9  .  .  .,  dqn  als  be- 
liebige  Funktionen  der  Zeit,  die  natiirlich  stetig  und  hinreickend  oft 
differenzierbar  vorausgesetzt  werden,  so  hat  man  in 

(15a)  fc-ffiW  +  ^iCO,       •-,     ^=^(0  +  ^(0 

eine  benachbarte  Kurve  in  der  Mn  der  q  konstruiert,  die  punktweise 
auf  die  Babnkurve  (15)  bezogen  1st.  Andererseits  ist  jedem  Punkt 
der  neuen  Kurve  auch  eine  Zeit  zugeordnet,  namlich  wegen 

(15b)  dt  =  Q 

die  gleiche  Zeit  wie  dem  zugehorigen  Punkte  der  Ausgangsbahn  (15), 
so  daB  (15  a)  auch  als  Darstellung  einer  benachbarten  Raurnzeitkurve 
aufgefaBt  werden  kann,  die  ebenfalls  punktweise  auf  die  als  Raum- 
zeitkurve  aufgefafite  Kurve  (15)  bezogen  ist. 

Bei  holonomen  Bindungen  bestimmt  nun  diese  durch  die  virtuellen 
Verriickungen  erzeugte  Nachbarkurve  (15  a)  ihrerseits  eine  Bewegung 
des  Systems,  bei  der  die  Werte  der  Koordinaten  x  -\-  8x  ,  y  -\-  dy  , 
~ZQ  -J-  dz  der  einzelnen  Systempunkte  und  der  zugehorige  Wert  der 
Zeit  t  den  Bedingungsgleichungen  (3)  ebenso  geniigen,  wie  im  Falle 
der  durch  (15)  selbst  dargestellten  Bewegung.  Die  Kurve  (15  a)  stellt 
also  eine  mit  den  Bedingungen  vertragliche  Bewegung  des  Systems 
dar,  die  sich  durch  Anbringung  geeigneter  Zusatzkrafte  erzwingen  liefie, 
oder,  wie  man  sagt,  die  Nachbarkurve  (15 a)  ist  eine  kinematisch  mogliche 
Bahnkurve  des  Systems.9) 

Anders  im  Falle  der  nicWiolonomen  Bedingungen.  Hier  ware  zu 
der  Ausgangskurve  (15)  mit  Hiilfe  der  virtuellen  Verriickungen  eine 
Nachbarkurve  in  der  Weise  zu  konstruieren,  daB  man  die  dqlf  .  .  .,  dqn 
als  Funktionen  der  Zeit  wahlt,  die  die  Bedingungen  (14)  identisch 

9)  Vgl.  z.  B.  MuUer-Pranye,  Allg.  Mech.,  Kap.  VI,  Nr.  9,  p.  520. 

35* 
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erfiillen,  und  daB  man  ferner  wieder  jedem  Punkt  der  Nachbarkurve 
die  gleiche  Zeit  zuordnet,  zu  der  der  zugehorige  Punkt  auf  der  Aus- 
gangskurve  (15)  erreicht  wird.  Wenn  man  aber  jetzt  auf  dieser  Nach 
barkurve  die  durch  die  Zeitzuordnung  angegebene  Bewegung  verwirk- 
licht  denken  wollte,  so  wurde  diese  ,,Nachbarbewegung"  weder  im 
rheonomen  Fall  die  Bedingungsgleichungen  (9),  nock  im  skleronomen 
Falle  die  Bedingungen  (9  a)  befriedigen.  Diese  Nachbarbewegung  ist 
nicht  kinematisch  moglich?*}  Wenn  man  namlicb  (und  das  gilt  sowohl 
im  bolonomen  wie  im  nichtholonomen  Falle)  die  Anderung  des  Ge- 
schwindigkeitsvektors  bei  der  Nachbarbewegung  gegeniiber  seiner  GroBe 
im  entsprechenden  Punkte  der  Ausgangsbewegung  mit  dqlf  .  .  .,  dqn 
bezeichnet,  so  folgt  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Definition  der  Nach 

barbewegung  die  Beziehung, 

ddq,. 


die  man  gewohnlich  in  der  Gestalt 
(16  a)  Sdq^= 

zu  schreiben  und  als  die  Vertauschlarkeit  der  Operationssymbolc  d  und 
8  zu  bezeichnen  pflegt.  Ware  nun  im  nichtholonomen  Falle  die  Nach 
barbewegung  kinematisch  rnoglich,  so  muBte,  da  fiir  jeden  Punkt  der 
Nachbarkurve  die  Gleichungen  (14)  erfullt  sind,  auch 


sein.    Andererseits    ergeben    sich   durch   Variation    von    (9)    die    Glei 
chungen 


Diese  beiden  Gleichungssysteme  miiBten  miteinander  vertraglich  sein, 
und  daraus  wurde  folgen,  daB  die  linken  Seiten  in  (9)  vollstandige 
Differential  sein  wiirden.  Im  Falle  der  Gleichungen  (9  a)  gelten  die 
gleichen  Schliisse. 

9  a)  Vgl.  L.  Boltzmann,  Prinzipe  II.,  p.  31  oder  auch  Miiller-Prange,  Allg. 
Mech.  Kap.  VI,  Nr.  10,  p.  531. 

Auf  diesen  Unterschied  weist  zuerst  bin  H.  Hertz,  Prinzipien,  Ges.Werke  III, 
p.  23.  Eine  weitere  Klarung  erreicht  darm  0.  Holder,  Uber  die  Prinzipien  von 
Hamilton  und  Maupertuis,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  122. 
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Die  Vertauschbarkeitsbeziehung  (16)  zwischen  d  und  d,  die  un- 
mittelbar  aus  der  Definition  der  dq^  als  Funktionen  der  Zeit  entspringt, 
gilt  nur;  solange  man  wirkliche  Koordinaten  hat.  Wenn  es  sich  um 
Quasikoordinaien.  (vgl.  Nr.  2)  handelt,  so  wird  d(dx)  —  $(dx)  nicht 
mehr  gleich  Null,  vielmehr  erhalt  man  aus  (Ha) 


und  somit 

(17)    d(S^)  -  S(dX()  =]>>-.,. 


worin  die  rechte  Seite  nur  verschwindet;  wenn  die  rechten  Seiteii  in 

(Ha)  vollstaudige  Difieerentiale  sind.    Nach  (He)  kann  man  (17)  auch 

schreiben 

(17  a)  d(«X)-d(dX) 


X?  ?»  +  *»  g  ^Xff  ? 


worin  das  zweite  Glied  fehlt,  wenn  in  der  Definition  (Ha)  der  Quasi- 
koordinaten  das  Glied  mit  dt  nicht  auftritt.  Diese  Beziehungen  sind 
von  K.Heun10)  als  die  Transitivitatsgleichungen  (Ubergangsgleichungen) 
bezeichnet.  10a) 

Ubrigens  gilt  offenbar 
(17b)  rc;r=_r^     also     y»B—  0. 


10)  jK".  Heun,  Die  Bedeutung  des  d'J.Zem?>erischen  Prinzips  fur  starre  Systeme 
und  Gelenkmechanisnieii,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  2  (1901),  p.  57  u.  p.  298,  insbes. 
p.  300.  Fur  den  Fall  des  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  starren  Korpers  hat 
sie  bereits  Lagrange  in  der  zweiten  Auflage  der  Mecanique  analytique,  t.  II, 
2,  sect.  IX,  chap.  1,§  1  (Ende)  =  (Euvres  12,  p.  216. 

10  a)  Sie  sind  ausgesprochen  bei  G.  Hamel,  Die  Lagrange-Eulerschen  G-lei- 
chungen  der  Mechanik,  Ztschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  1,  insbes.  p.  10,  wobei  zu  be- 
achten  1st,  dafi  man  dt  =  dqn+l  ==  dxn+l  setzen  kann.  Vgl.  auch  V.  Volterra,  Sopra 
una  classe  di  eqaazioni  dinamiche,  Turin  Atti  dell1  ace.  delle  scienze  33  (1897),  p.  451. 
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Im  besonderen  lassen  sich  die  y*Jt,  wie  G.  Hamel11}  gezeigt  hat,  in 
Beziehung  zur  Theorie  der  kontinuierlichen  Gruppen  [vgl.  II  A  6 
(L.  Maurer  und  H.  Burkhardf)]  bringen.  FaBt  man  namlich  jede  der 
Formeln  (He)  (worin  t  nicht  explicit  auftreten  moge)  als  eine  infmi- 
tesimale  Transformation  auf  und  schreibt  entsprechend 


so  sind  die  Formeln  fur  die  Klarnmerausdriicke  [vgl.  II  A  6  (L.  Maurer 
und  H.  Burkhardf),  Nr.  5] 

(X  X)  =  ^QV"  X  . 

v       ft       rJ  /  >  fpjf  •"-£ 

Die  v(>     sind  dann  und  nur  dann  konstant,  wenn  die  n  infinitesimalen 

•  ft  V 

Translbrmationen  eine  w-gliedrige  kontinuierliche  Gruppe  erzeugen. 

Neben  den  virtuellen  Verriickungen,  wie  sie  hier  erklart  sind, 
werden  in  der  Mechanik  Variationen  anderer  Art  an  den  Bahnkurven 
bzw.  an  den  Raumzeitkurven  der  Bewegung  ausgefuhrt,  und  es  bleibt 
dann  eine  Aufgabe,  den  Zusammenhang  dieser  Variationen  mit  den 
Komponenten  der  virtuellen  Verruckung  zu  iibersehen.  Allgemein  wird 
eine  Raumzeitlinie  der  Bewegung  in  eine  benachbarte  iibergefiihrt,  in- 
dem  man  jeden  Raumzeitpunkt  xf,  yi}  0i}  t  in  einen  benachbarten 
xi  -f  A^,  ^  +  Ay,.,  zt  +  A*4,  t  +  A^  iiberfiihrt. 

Dabei  wahlt  man  fiir  holouome  Bedingungen  die  Variationen 
A^,  Ay,-,  A^,  A^  so,  daB  die  variierten  Raumzeitkoordinaten  auch 
die  Bedingungsgleichungen  des  Systems  (3  a)  bzw.  (3b)  befriedigen. 
Im  Falle  skleronomer  Bedingungen  stellt  das  System  der  A#.,  Ay,., 
A^  fiir  jede  einzelne  Lage  des  Systems  ohne  weiteres  eine  virtuelle 
Verriickung  des  Systems  dar,  so  daB  die  Gesamtheit  der  Wertsysteme 
Aa;.,  Aw.,  A0-  eine  Variation  der  Baltnkurve  liefert,  die  fiir  jeden 

t  /         y  t  /  i 

einzelnen  Punkt  der  Forderung  geniigt,  eine  virtuelle  Verruckung 
zu  sein.  FaBt  man  aber  den  durch  A£  vermittelten  zeitlichen  Ablauf 
der  Bewegung  auf  der  Nachbarbahnkurve  ins  Auge,  so  ist  infolge  der 
Variation  der  Zeit  der  Ablauf  der  Bewegung  auf  der  variierten  Bahn- 
kurve  ein  anderer,  als  er  sein  mufite,  wenn  die  Nachbarbewegung  der 
Bedingung  A£  =  0  der  virtuellen  Verruckung  genugeu  soil. 

Bei  rheonomen  Bedingungen  wiirden  auch  die  erhaltenen  A#,., 
A^,  A^,  fiir  sich  betrachtet,  keine  virtuellen  Verriickungen  vorstellen. 

11)  G.  Hamel,  Ztschr.  Math.  Phys.  50  (1004),  p.  1,  insbes.  p.  10,  auch  G.  Hamel, 
Gber  die  virt.  Versch.  in  der  Mech.,  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  416.  Die  Parallele  zwi- 
schen  den  virtuellen  Verriickungen  und  den  infinitesimalen  Transformationen  einer 
transitiven  kontinuierlichen  Gruppe  benutzt  auch  H.  Poincare  bei  einer  gelegent- 
lichen  Bemerkung  iiber  die  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen.  H.  Poincare, 
Sur  une  forme  nouvelle  des  equations  de  la  mec.,  Paris  C.  E.  132  (1901),  p.  369. 
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Wollte  man  in  den  Aa^,  Ay,.,  Azf  virtuelle  Verriickungen  erhalten, 
BO  hatte  man  die  Bedingung  fiir  die  Variationen  Axi}  Ay,.,  A,?,.,  Atf 
nicht  in  der  urspriinglichen  Gestalt 

f(xt  +  A*,.,     yt  +  A//,.,     gt  +  A*,,     t  +  A  0  =  A  /!>,.,  yt,  zi}  t)  =  0 
beibehalten  diirfen,  sondern  hatte  sie  durch 

(18)  Aft*,,  yf,  *.,  t)  -  U*t  =  0 


ersetzen   miissen.    Diese  Bedingung  hat   in    der   Tat    0.  Holder™)   fur 
die  Variation  vorgeschrieben. 

Entsprechend  wird  auch  bei  nichtholonomen  Bedingungen  (die 
linear  in  den  Differentialen  sind),  nicht  verlangt,  da8  die  Werte 
^4-A^,  y.-{-  &y.,  '.-[-A*.,  t  +  A£  den  vorgeschriebenen  Be- 
dingungsgleichungen  <9)  bzw.  (9a)  geniigen,  sondern  man  schreibt 
statt  dessen  fiir  die  Variationen  der  Raumkoordinaten  die  Gleichun- 
gen  (14)  vor  und  denkt  A£  dann  beliebig  hinzugefiigt.  Fiir  die  Ande- 
rung  der  Geschwindigkeitskomponenten  x{,  yf,  z.  erhalt  man  infolge 
dieser  Zeitzuordnun 


-• 

Eine  andere  Auffassung  ist  die  folgende,  die  in  der  Literatur  auf 
E.  J.  Eoutli™)  zuriickgefiihrt  wird.  Man  betrachtet  die  A#.,  Ay,.,  A^,., 
A^  als  Variationen  von  solcher  Art,  daB  die  yariierten  Raumzeitkurven 
die  Bedingungsgleichungen  befriedigen,  und  fragt  nun  jeweils  nach 
demjenigen  Punkte  der  variierten  Raurnzeitkurve,  zu  dem  der  gleiche 
Wert  der  Zeitkoordinate  gehort,  der  dem  betraehteten  Ausgangspunkt 
der  wirklichen  Raurnzeitkurve  zukommt.  Der  Ubergang  zu  diesem 
Punkte  wird  durch 

(20)  A^.-i,.Af,     Ay.-^Af,     &et—  ttbt 

vermittelt.  u  )    Dies  sind  fiir  holonome  Bindungen  sicher  virtuelle  Ver- 

12)  0.  Holder,   Uber  die  Prinzipien  von  Hamilton   und    Maupertuis,    Gott. 
Nachr.  1896,   p.  122.     Die    so   definierten  A:rt-,  Aj/t-,  Azf   erfullen   naturlich   zu- 
sammen  mit  einem  beliebigen  A£  die  Bedingungsgleichungen  nicht,  aondern  nnr 
mit  A  t  =  0  . 

13)  E.  J.  Routh,   Dynamics    of  a    system   of  rigid   bodies,    deutsche  Uber- 
setzung  von  A.  Schepp,  Leipzig  1898,  Bd.  II,  Kap.  10,  p.  327. 

14)  Entsprechend    gilt   fiir   den   Unterschied   der  Geschwindigkeit   auf   der 
Nachbarkurve  und  der  Ausgangskurve  in  Punkten  mit  dem  gleichen  "Werte  von  t 


(20)  A^  -  *,.A*  =        '     -  £t  -  Zt  A«  =       (A.T,  -  x,  At), 

so  da6  also  die  Anderung  der  Geschwindigkeitskomponenten  gerade  die  zeitliche 
Ableitung  der  Anderung  der  Ortskoordinaten  ist. 
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riickungen.    Denn   sowohl  im   skleronomen   wie  im   rheonomen  Falle 
folgt  aus  A/"  =  0  sogleich 

(20a) 

Erzeugt  man  die  Variationen  &xif  At/rf,  A#t,  A£  dadurch,  daB 
man  den  Parametern  q1}  .  .  .,  qn  und  t  die  Variationen  Agu  .  .  .,  Agre15), 
A£  gibt,  so  sind  bei  skleronomen  Bedingungen  die  aus  (7  a)  ent- 
springenden 


(21  a)  A*«=,aAV    usw- 

natiirlich  virtuelle  Verriickungen.    Dagegen  erhalt  man  bei  rheonomen 
Bedingungen  virtuelle  Verriickungen  durch 

(21  b)  A^-^A 

Fur  nichtholonome  Bedingungen  ist  es  dagegen  niemals  moglich 
gewesen,  von  Variationen,  die  so  beschaffen  sind,  daB  die  variierten 
Bahnkurven  bzw.  Raumzeitlinien  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 
geniigen,  in  einfacher  Weise  zu  virtuellen  Verriickungen  im  Sinne 
der  obigen  Definition  iiberzugehen.  17) 

Auf  anderer  Grundlage  beruht  die  Auffassung,  die  von  G.  Hamel  18) 

15)  Die  A<ZJ  konnen  natiirlich   stets   als   virtuelle  Verriickungen  angesehen 
werden  (gerade  wie  die  Ax,-,  A?/;,  Azt  im  skleronomen  Falle),  da  bei  ihnen  ja  von 
einer  Zeitzuordnung  gar  keine  Rede  ist.    Man  konnte  ihnen  z.  B.  immer  At  =  0 
zuordnen. 

16)  Wenn  man   solche  Variationen  A.r^,  At/^,  A^,  At  hat,   die   die  rheo 
nomen  Bedingungen  erfiillen,   so  erhalt   man   aus  ihnen   die  Holderschen  Varia 
tionen  in  der  Gestalt 


die  mit  (21  b)  nicht  verwechselt  werden  diirfen.  Vgl.  Ph.  E.  B.  Jourdain,  On 
those  principles  of  mechanics  which  depend  upon  processes  of  variation,  Math. 
Ann.  65  (1908),  p.  513.  Diese  Arbeit  ist  das  SchluBwort  einer  Diskussion  zwi- 
schen  M.  Eethy  und  Ph.  E.  B.  Jourdain  in  Math.  Ann.  62  u.  64  (1906  u.  1907). 

17)  Hier  hat  man  versucht,  Variationen  Aqi,  At  einzufiihren,   die  den  Be- 
dingungsgleichungen  (9)  geniigen,  wenn  dqt  durch  Aqt  und  dt  durch  At  ersetzt 
wird.  Vgl.  A.  Voss,  tfber  die  Principe  von  Hamilton  und  Maupertuis,  Gott.  Nachr. 
1900,   p.  322.    Damit   geniigt    aber  natiirlich  keineswegs   die  variierte  Kurve  den 
vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen. 

18)  G.  Hamel,  ttber  die  virt.  Versch.  in  der  Mech.,  Math.  Ann.  59  (1904), 
p.  416.  Vgl.  auch  K.  Heun,  Kinematik,  Leipzig  1906,  p.  94. 
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eingefubrt  wurde.  Auch  bier  werden  die  Variationen  der  Ortskoordi- 
naten    zunacbst    so   bestimmt,   daB    sie   virtuelle   Verriickungen    sind, 
dann   aber  werden   neben    diese   Variationen  der  Ortskoordinaten  dq 
ganz  unabbangig  davon  willkiirliche  Variationen  der  Geschwindigkeits- 
komponenten  3qQ  gestellt. 

Es  werden  also  die  einzelnen  ,,Elemente"  q  ,  q  der  Ausgangs- 
babnkurve  in  benacbbarte  Elemente  q  -J-  dq  ,  q  -\-  dq0  iibergefiibrt, 
deren  jedes  iibrigens  seinerseits  eine  eigene  Bahnkurve  bestimmen 
wurde.  Docb  kommt  bier  nur  das  einzelne  Element  selbst  in  Frage. 
FaBt  man  nun  andererseits  die  Variationen  dq  (f)  allein  ins  Auge,  so 
liefern  sie  eine  Nacbbarkurve  in  Parameterdarstellung  (die  aber  vou 
G.  Hamel  nicbt  als  Babnkurve  des  Systems  angesprocben  wird),  und 

die  Tangentenricbtung  dieser  Kurve  ist  durcb  (q   -\-  --~)   bestimmt. 

\  "  clt   ] 

Da  der  Zuwacbs       ^Q  an  sicb  gar  nicbts   mit   der  Variation  der  Ge- 
scbwindigkeit  dq    zu  tun  bat,  ist  dann  natiirlicb  allgemein 

(22)  »«,+  T? 

oder,  wie  man  aucb  schreiben  kann19), 
(22a)  *dq9^=ddq9. 

Fiir  die    xi}  yi}  zi   folgen    dann  entlprecbend  ddxi=^=ddxi  usw.,    und 
zwar  gilt  bei  skleronomen  Bedingungen 

(22b) 

den  rheonomen  Fall  kann  Hamel  erfassen,  indem   er   t  =  qn  +  1  setzt, 
dt=dqn  +  1  und  dt  =  0  nimmt.20) 

4.  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  auf  Grund  der  Lagrange- 
schen  Formel  des  d'Alembertschen  Prinzips  und  der  Lagrangeschen 
Zentralgleichung.  Greifen  an  den  r  Massenpunkten  eingepragte  Krafte 

19)  Da  die  Hamelsche  Variation  der  Elemente  tfg^,  dq^  nicht  eine  variierte 
Bahnkurve  (bzw.  nach  Hinznnahme  von  St  =  0  auch  nicht  eine  variierte  Eaum- 
zeitlinie)  liefert,  ist  sie  unbrauchbar,   sobald  man  sich  den  Variationsproblemen 
zuwendet.  Anwendbar  ist  sie  allein  in  der  Lagrangeschen  Zentralgleichung,  weil 
in    diese   iiber   die  virtuellen   Verriickungen   hinaus    nur   die  Variation   der  Ge- 
schwindigkeitskomponenten  eingeht. 

tJbrigens  komplizieren  sich  naturlich,  wenn  diese  allgemeine  Auffassung 
fiir  die  Variation  zugrundegelegt  wird,  auch  die  Transitivitatsgleichungen  (17)  bzw. 
(17  a)  bei  Quasikoordinaten. 

20)  Es  miifite  bei  dem  virtuellen  Ubergang  St  =  Q,  also  auch  beim  Fort- 
schreiten  langs  der  Ausgangskurve  ddt  =  0  sein. 
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an,  deren  Resultierende  fiir  den  einzelnen  Massenpunkt  die  Kompo- 
nenten  X,.,  Yi}  Zi  besitzen,  so  ist  die  von  den  Kraften  bei  einer  virtu- 
ellen  Verriickuug  des  Systems  geleistete  virtuelle  Arbeit  gleich 

(23) 

Fiihrt  man  hieriu  unter  Beseitigung  aller  holonomen  Bedinguugen 
die  allgemeinen  Koordinaten  ql}  .  .  .,  qn  ein,  so  ergibt  sich  als  Aus- 
druck  der  virtuellen  Arbeit 

(23a)  Qi8qi  +  --  +  QH8qn, 

wobei 

(28b) 

ist,  mogen  die  cpi}  ^,  fa  nun  t  explizit  enthalten  oder  nicht.  Diese 
Q  bezeichnet  man  als  die  allgemeinen  Krafte,  die  am  System  wirken. 
[Vgl.  IV  1  (A.  Vofi\  Nr.  37].  Wenn  man  sich  die  Bewegung  des 
Systems  unter  dem  Bilde  der  Bewegung  eines  Massenpunktes  in  einem 
w-dimensionalen  Raunie  vorstellt,  so  hat  man  die  Ql}  .  .  .,  Qn  als  die 
Komponenten  der  an  diesem  Massenpunkt  wirkenden  eingepragten  Kraft 
anzusprechen.  Setzt  man  voraus,  daB  die  Kraftkomponenten  X,.,  Yt,  Z{ 
ganz  allgemein  Funktionen  der  Zeit  t,  der  Ortskoordinaten  xit  yit  et 
und  der  Geschwindigkeitskomponenten  xf,  y{,  zit  sind  [vgl.  IV  6 
(P.  Stackd),  Nr.  4],  so  erscheinen  die  Kraftkomponenten  Q9  als  Funk 
tionen  von  t,  qlt  .  .  .,  qn,  ql}  .  .  .,  qn.  Es  ist  wichtig,  zu  beachten,  dafi 
beim  Ubergang  von  einem  System  allgemein  er  Koordinaten  zu  einem 
anderen 

(24) 

Iff.  =  9» 
die  virtuelle  Arbeit  als  skalare  GroBe  eine  Invariante  ist, 


daB  sich  also  die  Verschiebungskomponenten  und  die  Kraftkompo 
nenten  kontragredient  zueinander  transformieren  miissen  [vgl.  Ill  D  10 
(B.  Weitzeribock],  2.  Teil,  Nr.  11].  Aus  den  Transformationsformeln 
des  (kontravarianten)  Verschiebungsvektors 

(24  a)  S^  -  |&  ttl  +  •  •  •  +  |a  *«.          (*-!,..,») 

ergeben  sich  somit  fur  die  Komponenten  des  kovarianten  KraftveMors 


4.  Ansatz  der  Bewegungsgleich.  auf  Grund  der  Lagrangeschen  Formel  usw.     531 

die  Umrechnungsformeln 

(24b)  9l|£  +  .  ..  +  $.£._  ft,.  (—  V.,") 

Zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  des  Systems  kann 
man  nun  von  der  Lagrangeschen  Formulierung  des  d'  Alembertschen 
Prinzips  ausgehen  [vgl.  IV  1  (A.  Vofi),  Nr.  36],  also  verlangen,  dafi 

(25)  {(X,-  mtxt)dxt  +  (Yt-miittdyt+  (Z-  m,*,)**,}  =  0 


wird  fur  alle  virtuellen  Verriickungen  des  Systems.  Fur  holonome 
Bedingungen  allgemein,  sowie  fiir  nichtholonome  Bedingungen  in  der 
Form  Pfaff'scher  Ausdrucke  kann  man  auf  diesem  Wege  die  Be 
wegungsgleichungen  erhalten.21)  Indessen  ist  es  nicht  zweckmaBig,  die 
allgemeinen  Koordinaten  q^  unmittelbar  in  die  Formel  (25)  einzufuhren, 
da  man  dann  die  umstandliche  Umrechnung  der  zweiten  Ableitungen 
vorzunehmen  hatte.  Dalier  hat  bereits  J.  L.  Lagrange™}  diese  Formel  in 
eine  andere  Form  gesetzt,  der  K.  Heun  den  Nam  en  der  Zentrdlgleichung 
gegeben  hat.  FaBt  man  namlich  die  virtuellen  Verruckungen  dxf  usw. 
als  Funktionen  der  Zeit  auf,  die  den  (16)  entsprechenden  Bedingungen 

^  dSxf 

o  xi  =      ^    usw.  genugen,  so  ernalt  man  aus  (25) 


xi  +  Y^yi  +  Ztdgj)  +  m^XidXi  +  ^djrf  +  rfd^.) 

—  ^[^(^d^  +  jr^dy,.  +  ^*^)]  j  =  0 , 
oder,  wenn  man  die  kinetische  Energie  des  Systems 

(26)  T- 
einfiihrt, 

r 

(27)  dT  +^j(Xidxi  +  r^dy,  +  ^id^) 

i 

dt 


L    i 


worin  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  die  zeitliche  Ableitungf  der 


21)  J.  Hadumard,   Sur  la  mise   en  equation  des  problemes   de   mecanique, 
Nouvelles  annal.  de  math.  (4)  6  (1906),  p.  97  macht  darauf  aufinerksam,  daB  man 
bei  gebundenen  Systemen,  wenn  man  die  kinematische  Beweglichkeit  kennt,  gleich 
sehen  kann^    ob    ein  System    von  Bewegungsgleichungen,    dessen  Gleichungszahl 
gleich  der  Anzahl  der  Freiheitsgrade  ist,  aus  unabhangigen  Gleichungen  besteht 
und  also  zur  Bestimmung  der  Bewegung  ausreicht. 

22)  J".  L.  Lagrange,  Mecanique,  2.  part.,  4.  sect.  =  CEuvres  11,  p.  325. 
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sogenannten  virtuellen  Impulsarbeit  vorstellt.  (Impulsarbeit  deshalb, 
weil  er  aus  dem  Ausdruck  fiir  die  Arbeit  der  eingepragten  Krafte  hervor- 
geht;  indem  man  die  Kraftkomponenten  X,.  usw.  durch  die  Impulskom- 
ponenten  mixi  usw.  ersetzt.) 

Wenn  man  nun  in  die  kinetische  Energie  (26)  vermoge  (5  a) 
bzw.  (5b)  die  allgemeinen  Koordinaten  einfiihrt,  so  wird  im  sklero- 
nomen  Falle  T  eine  quadratische  Form  der  q  ,  etwa 


(26  a) 


T  = 


im  rheonomen  Falle  dagegen  eine  quadratiscJie  Funktion,  in  der  neben 
den  in  den  q,,  quadratischen  Gliedern  auch  lineare  und  ein  von  den  qQ 
freies  Glied  auftreten: 


(26  b) 


wo    in   die  g00,  gQ1,  glt^   auBer   den  qQ  auch    die   Zeit  t   explizit   ein- 
gehen  kann23): 

(26b*)  ^,-^,(2i,...,ft,»0- 

Die  Einfuhrung  der  allgemeinen  Koordinaten  in  die  virtuelle  Impuls 
arbeit  ergibt 


(28) 


If 


wobei  die  Beziehungen  ^  =    ^^  benutzt    sind    [vgl.  IV  1  (A. 
Nr.  37].  Darin  sind  die  GroBen 

(29)  P,  =  H 

die  allgemeinen  Impulskomponenten.  Da  auch  die  Impulsarbeit  bei  Ein 
fuhrung  neuer  Koordinaten  invariant  ist,   so   transformieren  sich  die 


23)  Diese  Gestalt  z.  B.  schon  bei  E.  Lehmnnn-Filhes,  ttber  einige  Funda- 
mentalsiitze  der  Dynamik,  Astr.  Nachr.  125  (1890),  p.  49. 
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allgenaeinen  Impulskomponenten   in   der   gleichen   Weise   wie  die   all- 
gemeinen  Kraftkomponenten: 

(29  a)  fl**L  +  ...  +  fu***,-pot  (*=!,..,•,) 

d.  h.  der  Impuls  ist  wie  die  eingepragte  Kraft  ein  kovarianter  Veldor. 
Durch  Heranziehung  von  (23  a)  und  (28)  erhalt  die  Lagrangesche 
Zentralgleichung  (27)  die  Gestalt'24) 

(27a)    8T  +  (Q,  dq,  +  -  .  .  +  QJqJ  =  £  (>{  *&  +  •  '  •  +  ^  8 
oder 


Liegen  keine  nichtholonomen  Bedingungen  vor  und  sind  die  holo- 
nomen  Bedingungen  durch  Einfiihrung  der  allgemeinen  Koordinaten 
beseitigt,  so  sind  die  dq0  vollig  willkiirlicli,  und  man  erschlieBt  dann 
aus  der  Zentralgleichung  die  Lagrangeschen  Gleichungen  (2.  Art.)  der 
Bewegung 


[Vgl.  IV  1  (A.  Vofi),  Nr.  37  und  IV  6  (P.  Stackd),  Nr.  ?].  Die  linken 
Seiten  dieser  Gleichungen  transformieren  sich  bei  Einfiihrung  neuer 
Koordinaten  in  der  gleichen  Weise  wie  die  auf  den  rechten  Seiten 
stehendeu  Komponenten  Q  des  kovarianten  Kraftvektors.  Es  gelten 
die  Transformationsformeln 


d  fdT 


wie  man  auch  leicht  durch  direktes  Ausrechnen  bestatigt.  Somit  sind 
die  linken  Seiten  von  (30)  die  Komponenten  eines  kovarianten  Vek- 
tors,  des  allgemeinen  Beschleunigungsvektors.  In  dieser  Invarianz  bei 
Einfiihrung  neuer  Koordinaten  ist  die  groBe  Bedeutung  der  Lagrange- 
schen  Gleichungen  (30)  begriindet. 

Liegen  nichtholonome  Bindungen  in   der   Gestalt  P/ayfscher  Glei 
chungen    vor,    so    kann    man    die   Bedingungen  (14)    mit    Hilfe   von 

24)  Unter    der  Voraussetzung    d  d  q^  =(=  d  8  q^    schreibt  G.  Hamel    an    ihrer 
Stelle  die  sog.  attgemeine  Zentralgleichung  bin,  die 

3T(dSqn       xdqQ\         dSTldT 

~       =- 


lautet.    Vgl.  G.  Hamel,   Uber   die  virt.  Verschieb.  i.  d.  Mecbanik,    Math.  Ann.  59 
(1904),  p.  416,  s.  insbes.  p.  424. 
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Lagrangeschen   Faktoren   beriicksichtigen   und    erhalt   als   Bewegungs 

gleichungen 

d    dT          dT 


die  zusammen  mit  den  k  Gleichungen  (9)  bzw.  (9  a)  die  (n  -\-  k]  Unbe- 
kannten  qlf  .  .  .,  qn,  A1?  .  .  .,  kk  bestimmen. 

Andererseits  kann  man  aber  bei  nichtholonomen  Bindungen  durch 
Einfuhrung  von  Quasikoordinatcn  das  Auftreten  der  Layrangeschen 
Faktoren  in  den  Bewegungsgleichungen  ganz  vermeiden  und  die  Be- 
dingungsgleichungen  dahin  ausniitzen,  daB  die  Auzahl  der  Bewegungs 
gleichungen  den  kleinstmoglichen  Wert  erhalt.  Denn  nach  (lie)  driicken 
sich  die  virtuellen  Verriickungen  8q}  durch  die  6x  der  Quasikoordi- 
naten  allgeniein  in  der  Gestalt 

(31)  *«i«^a*«i  +  •••  +  *.!**. 

aus.  Fiihrt  man  daher  die  Quasikoordinaten  so  ein,  daB  die  nicht 
holonomen  Bindungen  den  virtuellen  Verriickungen  dx  einfach  die 
Bedingungen 

<K_t  + 

auferlegen,  so  erhalt  man 

*2/  =  ^i;.^xi  H  -----  h  ^n_i,  >8*n-k> 
worin  die  dx,,      .,  dxM    ,.  willkiirlich  wahlbare  GroBen  sind.  Setzt  man 

i/  /          n  —  /i 

dann  diese  Werte  in  die  Form  (27  b)  der  Lagrang/sschen.  Zentralglei- 
chung  ein,  so  ergibt  sich 

(dT\        cT        n\\  x 

(JE)  -  «fc  "  «»)J  **•  =   ' 

und  daraus  findet  man  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Gestalt 


die  G.  A.  MaggiK}  angegeben  hat  und  die  zusammen  mit  den  k  Glei 
chungen  (9)  bzw.  (9 a)  die  Koordinaten  qlf  .  .  .,qn  als  Funktionen  von 
t  bestimmen,  aber  ebenfalls  eine  immerhin  komplizierte  Gestalt  besitzen. 
Man  kommt  zu  einer  wesentlich  ubersichtlicheren  Form  der  Be 
wegungsgleichungen,  wenn  man  die  Quasikoordinaten  unmittelbar  in 
die  Zentralgleichung  (27  a)  einfuhrt.  Da  aber  die  Beniitzung  von  Quasiko 
ordinaten  in  den  Bewegungsgleichungen  auch  dann  von  Wert  sein 

25)  G.  A.  Maggi,  Di  alcune  nuove  forme  delle   equ.  della  dinam.  applica- 
bili  ai  sistemi  anolonomi,  Rom  Ace.  Line.  Rend.  (5)  10s  (1901),  p.  287. 
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kann,  wenn  keine  nichtholonomen  Bindungen  vorliegen  (wie  die 
Eulerschen  Bewegungsgleichungen  des  Kreisels  zeigen),  so  moge  die 
Einfuhrung  der  Quasikoordinaten  in  die  Lagrangesche  Zentralgleichung 
ganz  allgemein  durchgefiihrt  werden.  Nach  (lib)  wird  die  kinetische 
Energie  T  eine  Funktion  zweiten  Grades  der  &„  : 

(32)  T*  ==  yCbo 

worm  die  c^a  wieder  Funktionen  der  qlt  q2,  .  .  .,  qn,  t  sind.26)  Die  Um- 
rechnung  der  virtuellen  Impulsarbeit  in  die  Quasikoordinaten  liefert 


A 

-----  OX... 

tOf,       9 

o  m 

Entsprechend  der  Deutung  der  p  =  „  .     als  der  Impulskomponenten, 

i?2p 
die  zu  den  allgemeinen  Koordinaten  q    gehoren,  sind  die  GroBen 


als  die  Quasiimpulse  des  Systems  zu  bezeichnen.  In  gleicher  Weise, 
wie  die  allgemeinen  Impulse  pQ  lineare  Funktionen  der  allgemeinen 
Geschwindigkeitskomponenten  q1}  .  .  .,  qn  sind,  sind  auch  die  Quasi 
impulse  J}  lineare  Funktionen  der  Qnasikomponenten  der  Geschwindig- 
Jieit  031;  .  .  .,  03^. 

Analog  erhalt  man  die  Umrechnung  fiir  die  virtuelle  Arbeit  der  ein- 
yepragten  Krdfte 

(34)     Q,dqi  +•    •+  Qm*qu 


1    \  1 


26)  Insbesondere  gilt 


(32  a) 


War  T  urspriinglich  eine  quadratische  Form  der  q    und   driicken    sich    die   coa 
als  Linearformen  der  qo  aus,  so  wird  T*  eine  quadratische  Form  der  a>n. 
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wobei 

(34a)  Ka  -  Ba&  +  £(;2  ft  +  •  •  •  +  #„„£„ 

bzw. 

(34b)  fy=  £lp*l  +  ft,*,  +   •••  +   A,<*. 

gesetzt  ist27)  und  die  Klt...,Kn  etwa   als   Quasikomponenten  der  ein- 
geprdgten  Kraft  bezeichnet  werden  konnen. 

Die  Lagrangesche  Zentralgleichung  erhalt  hiernach  /wr  Quasikoordi- 
naten  die  als  Verallgemeinerung  von  (27  a)  anzusehende  Gestalt28) 

(35)  ' 


Um    hieraus    die  Bewegungsgleicbungen   zu   gewinnen,   hat  man 
noch  in  dT*  die  dg    durch  dx    vermoge 


zu  ersetzen.    Hier  kann  man  symboliscb29) 

,36) 

bezeichnen,  womit 


wird.    Die  Zentralgleichung  (35)  erhalt  damit  zun^chst  die  Gestalt 


wo  nun  die  zweiten  Glieder  der  einzelnen  Summanden  mit  Hilfe  der 
Transitivitatsgleichungen  (17  a)  umzuformen   sind.    Damit   ergibt   sich 

27)  Da  die  Arbeit  ein  Skalar  ist,  miissen  sich  die  Kraf'tkomponenten  kontra- 
gredient  zu  den  Verriickungskomponenten  substituieren. 

28)  Vgl.    F.  Volterra,   Sopra  una  classe  di   equ.  din.,   Turin  Atti  33  (1897), 
p.  451,   sowie  G.  Hamel,   Die   Lagrange-Eulerschen   Gleichungen    der   Mechanik, 
Ztschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  1,  insbes.  p.  15. 

29)  Bilden  die  Komponenten  der  virtuellen  Verruckungen  die  infinitesimalen 
Transformationen  einer  transitiven  kontinuierlichen  Gruppe,  so  erhalt  H.  Poincare 
(vgl.  n))  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form 


d  fdT\        ^  ° 

ji(wj  =2,"  Csfci  0^ 

die  als  Sonderfall  in  der  obigen  Gleichung  enthalten  sind.  N.  Cetajew,  Paris  C.  R. 
185  (1927),  p.  1577  hat  sie  unter  Einfubrung  der  Quasiimpulse  umgeschrieben. 
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schlieBlich 

n  n  n 

1^1  1 


Wenn  nun  keine  Nebenbedingungen  bestehen,  so  sind  die  dx  vollig 
willkurliche  GroBen,  und  es  ergeben  sich  als  Bewegungsgleichungen  fiir 
Quasikoordinaten  die  n  Beziehungen 

d  /ar*\         i          ar* 


—  -   K  -0 

UxJ         A?~    U' 

die  zusammen  mit  den  n  Gleichungen  (11) 

<»?=  ^iffi  H  -----  h  /3e«2rt+  ^,n  +  i 

ein  System  von  2w  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  fiir  die  2n 
unbekannten  Funktionen  q1}  .  .  .,  qn,  co^  .  .  .,  on  darstellen.  Noch  branch- 
barer  fiir  die  Anwendungen  werden  diese  Gleichungen,  wenn  man 
darin  vermoge  (33  a)  an  Stelle  der  co1)  .  .  .,  on  die  Quasiimpulse 
J-i>  •  •  •)  ^n  einfiihrt7  wobei  man  natiirlich  auch  die  Beziehungen  (11) 
durch  Beziehungen  zwischen  den  J  und  den  q  zu  ersetzen  hat.  Man 
erhalt  dann  2n  Differentialgleichuugen  erster  Ordnung  mit  den  2n 
Unbekannten  </17  .  .  .,  Jn,  ql}  .  .  .,  qn.  Da  sie  im  Falle  des  starren  Kor- 
pers  bereits  von  Euler  aufgestellt  und  von  Lagrange  weiter  durchdacht 
sind  [vgl.  IV  6  (P.  Stackel\  Nr.  29  und  30],  hat  G.  Hamel  ihnen  den 
Namen  der  Lagrange-Eulersclien  Gleichungen  der  Mechanik  gegeben. 
Auf  Grund  der  Gestalt  (37)  der  Lagrangeschen  Zentralgleichung 
lassen  sich  nun  niclifholonome  Bin  dun  gen,  die  sich  durch  Pfaffsche 
Gleichungen  der  Form  (9)  darstellen,  zu  einer  Verringerung  der  Zahl 
der  Bewegungsgleichungen  ausniitzen.  Entsprechend  dem  System  (9) 
fiihrt  man 


ein  und  setzt  weiter 

(  »n_*  +  i  =  fluft  H  -----  h  alnqn  +  alf  B  +  1, 
(39  a) 

^»          =a*itfiH  -----  h  »*»£«+  «*,»  +  !• 
Die  Nebenbedingungen  werden  dann  einfach 

».-»  +  !  -0,       ...,       »„-(), 

Encyklop.  d.  math.  Wisaensoh.  IV  1,  n.  36 
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und   die  Bedingungen   fiir   die   virtuelle  Verschiebung   lauten   in    den 

zugehorigen  Quasikoordinaten 

(39  c)  **»-*+!  =  °>       ->     ^,=  0, 

sodaB  in  der  Variationsformel  (37)  die  Summe  nur  von  1  bis  n  —  k 

lauft.   Da  die  ubrigen  GroBen  dxlt  ..  .,  8xn_t  vollig  willkiirlich  bleiben, 

erhalt  man  die  (n  —  &)  Gleichungen 


(9  —  1,  ...,  n  —  7c) 

(worm  nach  dem  Differenzieren  die  &n_k  +  l,  .  .  .,  »„  gleich  Null  zu 
setzen  sind),  die  zusammen  mit  den  n  Gleichungen  (39)  und  (9)  die 
2n  —  k  Unbekannten  cjlf  .  ..,  an_k,  qlt  ...,  qn  bestimmen. 

Wenn    man    nun    aber  (39)   beacktet,    so    sind   die    x1  =  g1,  ..., 
x     ,  ==  a     ,    gar  keine   Quasikoordinaten,  sondern   wirkliche   Koordi- 

n  —  k  Vtn  —  *     O 

naten.  Man  erkennt  dann  aus  (17  a),  daB 


neben  (39  b)   gilt,    d.  h.  daB  die  Bewegungsgleichungen  (40)   einfacher 
lauten80) 


n-k 


30)  Dabei    sind  jetzt    nach    (84  b)    die    Jf?    mit  den  (>t  ,  ...,   §„    durch  die 
Gleichungen 
(40  b)  Q(,  =  7T,  +  a1X-w_t+  t  +  a2e#w_t  +  2  +  •  '  •  -f  «A-?^n 


verknupft  und  analog  nach  (36)  die  Ableitungen  -—  und  (- 


wahrend  fiir  Q^>  n  —  k 
(40  b*) 


S 

gilt.  Auch  in  den  /  0  und  y*  + 1  treten  noch  groBe  Vereinfachungen  ein  gegen- 
uber  der  allgemeinen  Formel  (17  a).  Vgl.  G.  Hamel,  Die  Lagrange-Eulerschen 
Gleichungen  der  Mechanik,  Ztschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  insbes.  p.  21. 
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worin  nach  der  Differentiation  G3l  =  ql}  .  .  .,  calt_t  =  qn_k,  an_k  1  =  0, 
. ..,  ton  =  0  einzusetzen  ist.  Das  sind  (n  —  Jc)  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  fur  die  ql}  ...,  qn;  aus  ihnen  und  den  k  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung,  die  die  Bedingungen  (9)  liefern,  lassen 
sich  die  ql} .  .  .,  qn  als  Funktionen  der  Zeit  t  bestimmen.  Es  sind  damit 
die  Bewegungsgleichungen  auf  die  kleinstmogliche  Anzahl  reduziert. 
Bei  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  in  kleinstmoglicher 
Zahl  fur  nichtholonome  Bedingungen  sind  zunachst  mehrfach  fehler- 
hafte  TJberlegungen  gemacht.  Die  richtige  Form  wurde  dann  fast 
gleichzeitig  von  mehreren  Seiten  erreicht.  Die  bier  gegebene  Dar- 
stellung  schlieBt  sich  eng  an  G.  Hamel  an.81)  Mit  Hameh  allge- 
meiner  Darstellung  beriihren  sich  schon  die  Uberlegungen  von  P.  Wo- 
ronetz*2),  der  die  k  nichtholonomen  Bedingungen  (9)  nach  qn_k  +  lt 
. . .,  qn  auf  lost: 


(41) 


9'M_t  +  2  =  *>n(li  H  -----  h 


H  -----  h 


und  entsprechend  dem  in  (39)  ausgesprochenen  Gedanken  die  q 

...,  qn   aus  der  kinetischen   Energie  T  eliminiert,    die   dadurch   nach 

(32)  die  Gestalt 

n—k  n—k 

T7*  =     -  f     -I- 


31)  L.  Boltzmann,   Prinzipe  II,  §  27,   p.  104   ersotzt  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten  durch  Quasikoordinaten  und  deutet  an  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
die    von    den   Transitivitiitsgleichungen    herruhrenden    Zusatzglieder.    Vgl.   auch 
L.  Boltzmann,    Uber    die   Form    der  Lagrangeschen    Gleichungen  fur  nichtholo 
nome  generalisierte  Koordinaten,  Wien  Sitzungsber.  Ill,  IIa  (1902),  p.  1603  =  Gea. 
Abh.  Ill,  p.  682. 

Die  altere,  zunachst  an  Einzelproblemen  orientierte  Literatur  s.  IV  1  (A.  Fo/T), 
Nr.  38.  Eine  Zusammenstellung  der  Ergebnisse  alterer  Arbeiten  findet  sich  bei 
J.  Quanjel,  Les  equat.  gen.  de  la  me'canique  dans  le  cas  des  liaisons  non  holonomes, 
Palermo  Rend.  22  (1906),  p.  263.  Eine  direkte  Umrechnung  der  Lagrangeschen 
Gleichungen  erster  Art  gibt  P.  Burgatti,  Rom  Ace.  Line.  Rend.  (5)  18*  (1909), 
p.  135  und  340.  Direkte  Rechnung  verwendet  auch  J.  Tzenoff,  J.  de  math.  (8)  3 
(1920),  p.  245  und  Math.  Ann.  91  (1924),  p.  161,  ohne  etwas  wesentlich  Neues  zu 
gewinnen.  Vgl.  hierzu  G.  Hamel,  Math.  Ann.  92  (1924),  p.  33. 

32)  P.  Woronetz,  Moskau  Math.  Samml.  22  (1901),  p.  659  (russ.).    Eine  Dar 
stellung  des  Verfahrens  auch  in  P.  Woronetz,   Uber  die  Bewegung  eines  starren 
Korpers,    der  ohne    Gleitung   auf  einer  beliebigen   Flache  rollt ,    Math.  Ann.  70 
(1911),  p.  410,  insbes.  in  Kap.  II  §  5—8. 

315* 
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pQr  £*  __  o  (reine  Drehung)  steht  das  Coriolismoment  senkrecht  auf 
der  relativen  Winkelgeschwindigkeit  p  und  senkrecht  auf  einemJDreh- 
impuls  Jc,  der  entstekt,  wenn  man  vou  dem  Fiihrungsirnpuls  3f  den 
Kugelirnpuls  KTi  +  Tn +  Tm)0  geometrisch  subtrahiert. 

Die  relative  Leistung  der  totalen  Coriolisbeschleunigung,  namlich 


verschwindet  irnmer. 

Im  besonderen  wird : 


(Wc  — 


(lib) 


wo 


q'  = 
W'  = 


d'g 


4.  ttp/  _  ^ 


tf  J/ 


=  Spe'(cfe')     und 


Die  Zerlegungen  nach  dern  korperfesten  Axenkreuz  CIIim  betrachten 
wir  nur  in  deni  Falle  u  =  0  und  e  =  0.    Jetzt  ist 


w  == 


=  w/ 


Man  hat 
und 

(III) 


Hierin  bedeutet 


und 


Fallt  0IIim  mit  den  Hauptaxen  von  $  zusammen,  so  wird 

ll   =  Tj    (tfn  QUI  -  (fm  Qn  )  —  (Tn  -  Tm)  (tfn  Qm  +  ffm  Cn  )> 


(Ilia) 
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{     =  T\   (<,\     -(Tn-Tm)tfn  tfm, 
=T      *      --T      *tf 


(Tm-Ti 


(IIIc) 


Wenn  man  die  Gleichung  (lib)  direkt  in  Komponenten  zerlegt, 
so  sind  natiirlich  die  Tragheitsmomente  T1?  T2,  T3  usw.  nicht  kon- 
stant.  Ihre  Transformation  in  konstante  Parameter  TI;_Tn,_Tra  usw. 
ist  lastig,  da  sie  eine  quadratische  ist.  Man  zerlegt  daher  W7,  Wr  besser 
nach  dem  Axenkreiiz  CinIII  und  transformiert  diese  Komponenten  in 
bezug  auf  das  Axenkreuz  0/23  • 

b)  Die  Eulerschen  Gleichungen  fur  eine  gefiihrte  Bewegung.  Sie 
lauten  in  kinetostatischer  Form  fur  ein  beliebiges  Kettenglied  ®: 


Hierin  ist  k  die  Resultante  der  eingepragten  Krafte;  M  ihr  resul- 
tierendes  Moment,  r  und  R  sind  die  entsprechenden  Reaktionen. 

Die  Zeiiegung  der  kinematischen  Bestandteile  in  Komponenten 
erfolgt  entweder  nach  dem  Axenkreuz  C\2z  >  wobei  man  die  Aus- 
driicke  (II  a)  und  (lib)  benutzt,  oder  nach  dem  Axenkreuz  C7inin; 
wofiir  die  Relationen  (III)  (im  Falle  der  reinen  Drehung)  massgebend 
sind.  Bei  Gelenkketten  miissen  die  Reaktionen  r  und  K.  in  der  iib- 
lichen  Weise  durch  aquivalente  in  den  Gelenkaxen  lokalisierte  Reak 
tionen  ersetzt  werden.  Die  reinen  kinetischen  Gleichungen  folgen  aus 
den  obigen  kinetostatischen  durch  Anwendung  des  d'Alembertschen 
Prinzips. 

Im  Falle  der  gefiihrten  Drehbewegung  eines  Korpers  sind  die 
kinetischen  Komponenten  des  Coriolisrnomentes  Wc  die  Komponenten 
der  gyroskopischen  Ueschleunigung. 

Aus  Gleichung  (Ilia)  folgt  flir  Tn  =  Ti: 


Diese  Grosse  verschwindet  fiir  ^j  =  0  und  pn  =  0.  Hieraus  folgt  das 
bekannte  Resultat:  Der  gefiihrte  symmetrische  Kreisel,  welcher  nur 
Eigenrotation  um  seine  Figurenaxe  besitzt,  hat  keine  gyroskopische 
Beschleunisuns;. 
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die  durch  die  Transformation  (46)  in 


3r 

(47  a)  =-£9w- 


iibergeht86)  und  griindet  die  Umreclinung  von  (44)  auf  die  Uber- 
legung,  dafi  ein  Ausdruck,  der  bei  der  Transformation  (46)  mit  der 
kinetischen  Energie  (47)  kovariant  ist,  die  gesuchte  Urnrechnung  des 
Zwanges  (44)  sein  muB,  falls  er  fur  ql  =  xlf  q^  =  ylf  .. .,  qZr  =  zr 
in  den  Ausdruck  (44)  iibergeht. 
Nun  gehen  die  Ausdriicke 


fur  qv  =  xlf  .  .  .,  qSr  =  zr  bzw.  in  (Xt  —  mfc)  usw.  iiber,  andrerseits 
transformieren  sie  sich  nach  (24  b)  und  (30  a)  kontragredient  zu  den 
Koordinatendifferentialen  dq^  ...,dqZr.  Fiihrt  man  daher  zu  den  Koeffi- 
zienten  g  der  quadratischen  Form  T2  in  (47  a),  die  sich  kontragre 
dient  zu  den  Koordinatendifferentialen  transformieren,  die  zugehorigen 
GroBen  gQa  ein37),  die  sich  kogredient  zu  den  Koordinatendifferentialen 
transformieren,  so  erhalt  man  in  dem  Ausdruck 


d    cT 


36)  Bei    der   Transformation  (45)   wurde    sich    insbesondere   T  als   quadra- 
tische  Form 

3r 

=  Tt  =  2- 

i 
ergeben. 

37)  let  G  die  Diskriminante  der  <juadratischen  Form  T2  in  (47  a) 


(47  b) 


ist     'J°  die  durch  G  dividierte  Unterdeterminante  von  ga  m  (47  b).  Also  gilt 


so 

O 


und    mit    ^        bilden    auch    die    ^ff   ein    symmetrisches   Schema    [vgl.  Ill  D  10 
(B.  Weitzenbock},  2.  Teil,  Nr.  18]. 
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eine  Kovariante  der  kinetischen  Energie  (47  a).  Da  ferner  fur  ql  =  xi} .  .  ., 
qSr  =  zr  die  g      die  Werte 


9zi-2,  3t-2  ==  9si-l,  3»-l  ==  #3t,  St  ~  W» 

annehmen,  so  erhalten  die  #?ff  in  diesem  Falle  die  Werte 


] 

m. 


d.  h.  gerade  die  Werte,   die   in  (44)   auftreten.    Damit   folgt,   daB    der 
Zivang  in  allgemeinen  Koordinaten  durch  den  Ausdruck38) 

%fi        ,A  r         idldT\       8T\\ln         (dfiT\       dT\\ 
(44a)  Zw  =  yt'Otf*  \Qn  —  I  T,  Q.    —     -  )}  {  Qa  —  I  ri  a-=~)  - 

^J  \VQ        \dt\dq^        ^2(</Jl  \dt\dqj        dqj  } 


dargestellt  wird,  der  jetzt  als  Funktion  der  zweiten  Ableitungen 
£u--v</3r  aufzufassen  ist;  in  dem  Sinne,  daB  die  Zeit  t,  die  Orts- 
koordinaten  q0  und  die  Geschwindigkeitskomponenten  q  fest  vorge- 
schrieben  zu  denken  sind.38a) 

38)  It.  Lipschitz  1.  c.  35)  hat  iibrigens  einen  allgemeineren  Ausdruck,  weil  er 
als  Bogenelement  ds  nicht  die  Quadratwurzel  aus  einer  quadratischen  Form  der 
Koordinatendifferentiale,  aondern  die  pte  Wurzel  aus  einer  Form  pter  Ordnung 
zugrunde  legt. 

38  a)  Dies  zeigt  durch  direkte  Umrechnung  A.  Vofi,  Bemerkungen  iiber  die 
Prinzipien  der  Mechanik,  Miinchen  Sitzungsber.  31  (1901),  p.  167.  Fo/3  hebt  hervor, 
daB  eine  solche  Umrechnung  nur  moglich  ist,  wenn  die  Anzahl  der  Parameter 
2i  i  •  ••'  2sr  ^e  gl-vicht  wi°  <iie  c^r  rechtwinkligen  Koordinaten  ist.  Dabei  hatte 
er  die  Auffassung,  daB  der  Zwang  nur  fur  freie  Systems  gleich  Null  werden 
darf.  Demgegeniiber  wiirde  man  auch  von  Zwang  fiir  ein  System  in  einem  Raum 
mit  allgemeiner  MaBbestimmung  sprechen  konnen,  man  mufite  ihn  in  diesem 
Falle  eben  durch  AuBdriicke  der  Gestalt  (44  a)  bzw.  (44  b)  definieren. 

Uber  die  Umrechnung  im  Falle,  daB  die  Zahl  der  allgemeinen  Parameter 
kleiner  als  die  Zahl  der  rechtwinkligen  Koordinaten  ist,  vgl.  A.  Wassmuth,  Uber  die 
Transformation  des  Zwanges  in  allgemeine  Koordinaten,  Wien  Sitzungsber.  104,  IIa 
(1895),  p.  281,  sowie  M.  Radakovic,  Uber  die  analyt.  Darst.  des  Zwanges  eines  mater. 
Syst.  in  allg.  Koordin.,  Monatsh.  Math.  Phys.  7  (1896),  p.  27.  Es  wird  in  dieaem  Falle 


wo  die  gV  "  sich  auf  die  quadratische  Form  T^  von  n  Veranderlichen  beziehen.  Die  Ge 
stalt  der  Funktion  d>  bestimmt  A.  Wassmuth,  Das  Restglied  bei  der  Transformation 
des  Zwanges  in  allgemeine  Koordinaten,  Wien  Sitzungsber.  110,  IIa  (1901),  p.  387. 
Eine  Berechnung  des  Zwanges  ausgehend  von  den  Lagrangescheu  Gleichungen 
in  allgemeinen  Koordinaten  gibt  R.  Leitinger,  Uber  die  Ableitung  des  GauBschen 
Prinzips  des  kleinsten  Zwanges  aus  den  allgemeinsten  Lagrangeschen  Gleichungen 
zweiter  Art,  Wien  Sitzungsber.  116,  Ila8  (1907),  p.  1321. 
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Das  Differential   des   in  dieser  Weise  aufgefaBten  Zwanges  ist39) 


eine  Formel,  die  fur  den  Fall  rechtwinkliger  Koordinaten  insbesondere 
als  Variationsformel  von  (44)  die  Gestalt 


(49) 

i 

erhalt. 

Nach  dem  G-auflschen.  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  muB 

(50)  dZw  =  0 

sein  fur  alle  mit  den  Bedingungsgleichungen40)  vertraglichen  Varia- 
tionen  der  Beschleunigungskomponenten.  Liegen  nun  nur  holonome 
Bindungen  des  Systems  vor,  so  lassen  sich,  mogen  sie  skleronom  oder 
rheonom  sein,  die  allgemeinen  Koordinaten  so  einfiihren,  daB  die  zu- 
gehorigen  Bedingungsgleichungen  die  Gestalt 


erhalten.    Aus  (51)  folgen  die  Beziehungen 

(51*)  *§,+,  =  0,     ...,     *&r=0 

als    Bedingungen  fiir    die   Beschleunigungskomponenten,    so   daB    die 

Variationsformel  (48)  zu 


39)  Denn  man  hat  nach  (44  a) 


1 

oder  da 


v  d  t  \d  qn 
ist  und  (47  c)  gilt, 


d(dT\       dT          ^ 

Tt\    ~  w  -  Q 


40)  Diese  Bedingungen  sind  evtl.  erst  durcb  Differentiation  in  Bedingungen 
fiir  die  Beschleunigungskomponenten  zu  verwandeln. 
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fiihrt,   und    da   die  dqlf...fdqn   beliebige   infinitesimale   GroBen   sind, 
sich  die  Gleichungen 

dT        „ 

~-=  *»i...* 


nach  Einfiihren  vou  (51)  als  Bewegungsgleichungen  ergeben. 

Treten  (neben  den  evtl.  vorhandenen  holonomen  noch)  nichtholo- 
nome  Bindungen  auf,  so  kann  man  sie  (nach  evtl.  Heranziehen  von 
(51))  durch  Gleichungen  der  Gestalt 

(51  a)  fo(Qi>  •  •  •>  Qn>  #i>  •  •  •>  Qn>  0  ~  0  (0  —  1>  •  •  •> ^) 

dargestellt  denken,  aus  denen  fiir  die  dqr  die  Bedingungsgleichungen 

hervorgehen.  Die  Variationsformel  (50  a)  liefert  dann  die  Bewegungs 
gleichungen  in  der  Form 

d  /cT\ 3T  _ 


Fehlen  die  eingepragten  Krafte,  so  laBt  sich  das  Prinzip  des 
kleinsten  Zwanges  in  Verbindung  setzen  zu  deni  von  H.  Hertz  auf- 
gestellten  Prinzip  der  geradesten  Bdhn  [vgl.  IV  1  (A.  Voft),  Nr.  28  und 
Nr.  39].  Der  Ausdruck  (44  a)  fiir  den  Zwang  wird  nainlich  dann  zu 


und  das  ist,  wenn  die  kinetische  Energie  die  Gestalt 


besitzt,  so  daB  die  Mannigfaltigkeit  der  q1}  .  .  .,  qn  als  ein  Riemann- 
scher  Raum  angesprochen  werden  kann  (vgl.  Nr.  6),  gerade  der  Aus 
druck  fiir  die  geoddtische  Krilmmung  der  Bahnkurve.Mtti)  Die  Bahn- 
kurven  ergeben  sich  jetzt  als  die  Kurven,  deren  geodatische  Kriirnmung 
den  kleinsten  mit  den  Bindungen  vertraglichen  Wert  hat.40b) 

40  a)  Mit  den  in  Nr.  6   eingefiihrten  Bezeichungen  laBt   sich  der  Ausdruck 
unmittelbar  in 


umformen,    der   gewohnlich   als    Darstellung    der    geodatischen    Kriimmung    an- 
gegeben  wird,  vgl.  48a). 

40  b)  Erwahnt  sei  noch,  da8  Ph.  E.  B.  Jourdain,   Note  on   an   analogue  of 
Gauss'  principle   of  least  constraint,   Quat.  J.  of  math.  40  (1909),  p   153   darauf 
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Die  Variation sformel  (49)  kann   auch,   wie  zuerst  J.  W. 
hervorgehoben  hat,  in  der  Form 

(52)    d 

geschrieben  werden.  Fiihrt  man  nun  irgendwelche  neuen  Parameter 
ql,...)qn  ein,  so  daB  sich  die  virtuellen  Verriickungen  Sxf,  dyt,  §zi 
durch  lineare  homogene  Funktionen  der  unabhangigen  Variationen 
tiql,...,dqn  ausdriicken  lassen,  so  wird  (52) 


1  1 

lauten,  oder,  da  die   Q    von  den  q1}...,qn  frei  sind, 


(52  b) 


=  0. 


Hier  sind  nun  die  Parameter  qif---,qn   auch   in   das   erste  Glied  der 
Khi  miner,  die  sog.  Appellsche  Beschleunigungsenergie**) 

(52c)  8 

[vgl.  IV  1  (A.  Vofi),  Nr.  38]  aufzunehmen,  worauf  man  die  Bewegungs- 
gleichungen  in  der  Gestalt 

(52d)  H  -  Q,  =  0 

erhtilt.  Von  hier  aus  gelangt  man  dann  bei  Auftreten  von  nichtholono- 
men  Bedingungcn**}  ebenfalls  zu  den  Bewegungsgleichungen  in  kleinster 


aufmerksam  macht,  es  geniige,  statt  der  Variation  sformel  (49)  des  Prinzipes  des 
klemsten  Zwanges  die  Variationsformel 


i 

zum    Ansatz    der   Bewegungsgleichungen    bei    allgemeinen    nichtholonomen    Bin- 
dungen  zu  verwenden. 

41)  J.  W.  Gibbs,   On   the  fundamental  formulae   of  dynamics,   Amer.  J.  of 
math.  2  (1879),  p.  49  =  Scient.  Papers  II,  p.  1. 

42)  Der  Name  Beschleunigungxenergie  ist  vor^eschlagen  von  A.  de  Saint-Ger 
main,  Paris  C.  R.  130  (1900),  p.  1174,  der  darauf  hinweist,  daB  fur  sie  eine  Ana 
logic  zum  XoM^schen  Satz  u'ber  die  kinetische  Energie  gilt. 

43)  Das  ist  der  Weg,  den  P.  Appell  zum  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen 
im  Falle  nichtholonomer  Bindungen  eingeschlageu  hat.    P.  Appell,  Sur  une  forme 
generale  des  equations  de  la  dynamique,  J.  f.  Math.  121  (1900),  p.  310;    P.  Appell, 
Sur  une  forme  generale  des  equations   de   la   dynamique   et  sur   le    principe    de 
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Anzahl,  wie  sich  auch  der  allgemeine  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen 
in  Quasikoordinaten  von  hier  aus  gewiunen  laBt. 

6.  Die    Lagrangeschen  Gleichungen   und   ihre    Losungen.     Im 

Falle  holonomer  Bindungen  lauten  die  Lagrangeschen  Gleichungen: 


Sie  sind  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  in  den  zweiten 
Ableitungen  linear  sind  und  leicht  nach  ihnen  aufgelost  werden  kon- 
nen.  Die  allgemeine  Losung  eines  solchen  Systems  enthalt  2n  will- 
kiirliclie  Konstanten  a  ...  a  1  ...  : 


(54)      ft 

Man  sondert  daraus  die  einzelne  Losung  aus,  indem  man  die  Kon 
stanten  festlegt,  etwa  dadurch,  daB  man  zu  einer  bestimmten  Zeit  t  =  tQ 

GauB,  J.  f.  Math.  122  (1900),  p.  205.  Zusammenfassende  Darstellungen  in  P.  Appell, 
Les  mouvements  de  roulement  en  dynamique,  Paris  1899  (Scientia  4)  u.  P.  Appell, 
Sur  une  forme  generale  des  equations  de  la  dynamique,  Paris  1925  (Memorial 
des  scien.  math.,  fasc.  1). 

Hat  man  die  ^,  yi^  Zi  als  Funktionen  von  q1,  q2  ,  .  .  .,  qn,  t  in  der  Form  (5  a) 
oder  (5b)  dargestellt,  so  bildet  man  die  Ausdriicke  dxt,  dyt,  dzi  und  beniitzt 
etwa  noch  vorhandene  Pfaff'sche  Gleichungen  (9),  um  die  dqn_k  +  l  ,  .  .  .,  dqn 
zu  eliminieren,  so  daB 

*1i==«i»2i  -f  a*i%*  H  -----  \-an-k,i<ln-k  +  ai, 
y<  =  *if2i  +&2i22  H  -----  h6n-*,<2n-fc+6i, 
'si=  Ciih  +  C2i2a  H  -----  h  Cn-k,i<ln-k-\-  ci 

wird.  Durch  nochmaliges  Diff'erenzieren  ergeben  sich  dann  £$,  yi,  zif  die  in 
(52  b)  einzusetzen  sind.  In  den  Koeffizienten  treten  natiirlich  auch  qn_k+1  ,  .  .  .  ,  qn 
sowie  t  auf.  Weitere  Ausfiihrungen  mit  Anweudungen  s.  P.  Appell,  Developpe- 
ments  sur  une  forme  nouvelle  des  equations  de  la  dynamique,  J.  de  math.  (5)  6 
(1900),  p.  5  und  P.  Appell,  Remarques  d'ordre  analytique  sur  une  nouvelle  forme 
des  equations  de  la  dynamique,  J.  de  math.  (5)  7  (1901),  p.  5.  Auch  fur  Be- 
dingungen  der  allgemeinen  Gestalt  (2)  erhalt  man  in  dieser  Weise  den  Ansatz 
der  Bewegungsgleicbungen,  P.  Appell,  Sur  les  liaisons  exprimees  par  des  rela 
tions  non  lineaires  entre  les  vitesses,  Paris  C.  R.  152  (1911),  p.  1197.  Nach  Appell 
kann  auch  in  der  Klammer  von  (52  b)  das  zweite  Glied  fortbleiben,  wenn  eine 
weitere  Bedingung  hinzugefiigt  wird.  P.  Appell,  Le  principe  du  minimum  de 
1'energie  d'accelerations  et  la  substitution  des  liaisons  aux  forces,  Paris  C.  R.  159 
(1914),  p.  989.  Uber  den  Zusammenhang  des  Prinzips  des  kleinsten  Zwanges  mit 
den  Appellschen  Uberlegungen  handelt  auch  H.  Brell,  Uber  eine  neue  Form  des 
GauBschen  Prinzips  des  kleinsten  Zwanges,  Wien  Sitzungsber.  122,  II"  *  (1913), 
p.  1531.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  Berechnung  der  Beschleunigungsenergie  aus 
den  Bewegungsgleichungen,  bei  E.  Cotton,  A  propos  des  equations  de  M.  Appell, 
Nouv.  Ann.  de  math.  (4)  7  (1907),  p.  629.  Cotton  behandelt  dort  auch  das  kineto- 
statische  Problem  der  Berechnung  der  Reaktionen  nichtholonomer  Bindungen. 
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die  Ortskoordinaten  und  Geschwindigkeitskomponenten  vorschreibt: 

n n  (0)  _  n  (0) 

21   -~  lll      t  '  •  ')  In  *±n      1 


(54a)  *  =  L 

\       /  u 

a    — 

In 

und  deutet  eine  solche  einzelne  Losung  entweder  als  Raumzeitkurve 
in  der  (n  -{-  l)-dimensionalen  Raumzeitmannigfaltigkeit  der  (ql} . . .,  qn,  f) 
oder,  indem  die  Zeit  als  Parameter  aufgefaBt  wird,  als  Bahnkurve 
in  der  n-dimensionalen  Raummannigfaltigkeit  der  (ql}  ...,q^).  Die  Ge- 
samtheit  (54)  der  Raumzeitlinien  stellt  eine  2w-parametrige  Kurven- 
schar  vor,  und  das  gleiche  gilt  allgemein  auch-von  den  Bahnkurven, 
indem  zu  jeder  Raumzeitlinie  eine  Bahnkurve  und  umgekehrt  gehort. 
Durch  einen  vorgeschriebenen  Raumzeitpunkt  geht  ein  Biindel  von 
Raumzeitlinien  hindurch,  da  die  einzelne  Raumzeitlinie  durch  ihre 
,,Richtung"  dq1  :  •  •  •  :  dqn  :  dt,  d.  h.  durch  die  n  Komponenten  der  An- 
fangsgeschwindigkeit  bestimmt  ist.  Das  Bundel  bildet  eine  w-parametrige 
Kurvenschar.  Durch  jeden  dem  Mittelpunkt  des  Biindels  hinreichend 
benachbarten  Raumzeitpunkt  geht  eine  uud  nur  eine  Raumzeitlinie  der 
Kurvenschar  hindurch.  Die  Schar  bildet,  wie  man  sagt,  in  hinreichen- 
der  Nahe  des  Biindelmittelpunktes  ein  Feld  und  ordnet  jedem  Punkte 
des  Feldes  die  zugehorigen  Geschwindigkeitskomponenten  ql}  . . .,  qn  zu. 
Fur  die  Bahnkurven  liegt  die  Sache  anders.  In  einem  Raumpunkt 
(0.11  •  •  •>  2n)  l8^  eme  Bahnkurve  noch  nicht  durch  die  Angabe  der 
Richtung  dql  :  •  •  •  :  dqn  bestimmt,  sondern  erst  durch  Angabe  der  Ge- 
schwindigkeitskomponenten  qlf  .  .  .,  qn.  Durch  einen 'Raumpunkt  gehen 
also  bei  vorgeschriebener  Richtung  noch  oo1  Bahnkurven  hindurch. 
tJbrigens  ist  dies  der  Grund  dafiir,  daB  es  oo"  Bahnkurven  gibt. 

Die  Zahl  der  Bahnkurven  koinmt  nur  dann  auf  oo2"-1  zuriick, 
wenn  die  Kraftkomponenten  Qi,...,Qn,  die  bisher  allgemein  Funk- 
tionen  von  t,ql}-..,qn,  qi,---,qn  sein  konnten,  nicht  von  den  Geschwiu- 
digkeitskomponenten  und  der  Zeit  abhangen,  sondern  Funktionen  allein 
der  Ortskoordinaten  sind  und  wenn  gleichzeitig  die  kinetische  Energie 
die  Zeit  t  nicht  explizit  enthalt.  Dann  geht  namlich  eine  Raumzeit- 
kurve  bei  der  einparametrigen  Gruppe  der  ,;Parallelverschiebungen"  in 
der  ^-Richtung  immer  wieder  in  eine  Raumzeitkurve  des  Systems  fiber. 
Zu  alien  Raumzeitkurven  dieser  von  der  Gruppe  erzeugten  einpara 
metrigen  Schar,  die  als  ,,Parallelkurven"  auf  einer  zylindrischen  M^ 
mit  Erzeugenden  parallel  zur  ^-Richtung  liegen,  gehort  aber  ein  und 
dieselbe  Bahnkurve,  die  sich  als  Schnitt  der  zylindrischen  M2  mit  der 
Mn  der  (#!,•• .,  qn)  ergibt.  Die  Bewegung  besitzt  also  nur  oo2""1  Bahn 
kurven,  jede  von  ihnen  kann  auf  oo1  Weisen  zuriickgelegt  werden, 
und  zwar  erhalt  man  aus  einem  Ablauf  der  Bewegung  auf  der  Bahn- 
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kurve  alle  anderen,  indem  man  die  Zeiten,  zu  denen  die  einzelneu 
Raumpunkte  bei  der  einen  Zurficklegung  erreicht  werden,  je  um  die 
gleiche  Konstante  vermehrt  (vgl.  auch  Nr.  10). 

Weitergreifende  Untersuchungen  sind  zunachst  in  diesem  Falle 
durchgefuhrt.  Die  kinetische  Energie  sei  hier  eine  quadratische  Form 
der  Geschwindigkeitskomponenten,  deren  Koeffizienten  die  Zeit  nicht 
explicit  enthalten: 

(55)  T= 

Durch  die  kinetische  Energie  kann  man  nun  der  raumlichen  Mn  der 
#i>  •  •  •>  2n  e^n  Bogenelement 

n 

(55  a)  ds»  =  2Tdt*  = 

zuordnen44),  so  daB  diese  Mn  als  ein  n-dimensionaler  Riemannscher 
Raum  [vgl.  Ill  D  11  (L.  Berwald},  Nr.  17]  aufgefafit  wird.  In  einem 
Riemannschen  Raum  fallt  die  Unterscheidung  zwischen  kontravari- 
anten  und  kovarianten  Vektoren  fort.  Es  gibt  nur  Vektoren  schlecht- 
hin.  Dafur  hat  aber  jeder  Vektor  zwei  Arten  von  Komponenten,  die  als 
kontravariante  und  kovariante  Komponenten  zu  unterscheiden  sind.45) 
So  hat  der  Geschwindigkeitsveldor  neben  den  bisher  benutzten  n  kontra- 
varianten  Komponenten  q^,  .  .  .,  qn  auch  n  kovariante  Komponenten, 
die  sich  aus  den  kontravarianten  Komponenten  vermoge 

f-a\ 

berechnen.  Die  kovarianten  Komponenten  des  Geschwindigkeitsvektors 
sind  also  gerade  die  Impulskomponenten  (Nr.  4).  In  diesem  Sinne  sind 
ferner  die  Qlf  .  .  .,  Qn  die  kovarianten  Komponenten  des  Vektors  der 
eingeprdgten  Kraft,  aus  denen  man  dessen  kontravariante  Komponenten 
vermoge 
(56  a) 


44)  Diese  Festsetzung  verallgeineinert  die  Beziehung 

r=-|-i8  =  |(AJ  +  yf  +  ^)1 

die  im  dreidimensionalen  Euklidischen  Raum  die  kinetische  Energie  eines  ein- 
zelnen  Massenpunktes  der  Masse  1  mit  dem  Bogenelement  ds*  =  dx*-\-  dy-  -\-dz* 
verkniipft. 

45)  Die  kovarianten  und  kontravarianten  Komponenten  eines  Vektors  pflegt 
man  in  der  Schreibweise  des  absoluten  Diiferentialkalkuls  von  Eicci  durch  untere 
bzw.  obere  Indizierung  zu   uuterscheiden.    Es  ist  zu   beachten,   daB   danach   die 
kontravariauten    Kompouenten    des    Geschwindigkeitsvektors  j,  ,...,  qn    nfalsch" 
indiziert  sind. 
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erhalt,  wo  die  gd*  entsprechend  37)  erklart  sind.  Bildet  man  mit  den  Q? 
die  Differentialgleicbungen 

dq±  __  dq*  _  dqn 

Ql  =  =  Q*  =  "  £"  ' 

so  bestimmen  sie  in  dem  En  der  </n  .  .  .,  qn  eine  (»  —  l)-parametrige 
Schar  von  Kurven,  die  Kraftlinien  des  Feldes  der  eingepragten  Krafte, 
die  mit  ihren  Tangenten  die  Richtung  der  eingepragten  Kraft  in  den 
einzelnen  Puukten  des  En  anzeigen. 

Die  linken  Seiten  der  Lagrangescheu  Bewegungsgleichungen  (53) 


sind46)  anzusprecben  als  die  kovarianten  Komponenten  des  Beschleu- 
nigungsvektors.  Geht  man  auf  beiden  Seiten  der  Lagrangeschen  Glei- 
chungen,  die  jetzt 

(67  a)  2*A+2-'['fe*'-9'      (*-1.a'-'«) 

1  1 

lauten,  von  den  kovarianten  zu  den  kontravarianten  Komponenten 
iiber,  so  erhalten  schlieBlich  die  Bewegungsgleichungen  die  Form47): 

(57  b)  g, 

in  der  sie  zugleich  nach  den  zweiten  Ableitungen  ^?faufgelost  sind.  Die 
auf  den  linken  Seiten  erscheinenden  kontravarianten  Komponenten  des 
Beschleunigungsvektors  sind  im  Sinne  des  absoluten  DifiFerentialkal- 
kiils  von  Eicci  die  sog.  kovarianten  Ableitungen  [vgl.III  D  10  (R.Weitzen- 
bdck),  2.  Teil,  Nr.  19]  der  kontravarianten  Komponenten  q^  .  .  .,  qn  des 
Geschwindigkeitsvektors. 

Fiir  die  Integration  dieser  Gleichungen  (57  b)  liegt  es  nabe,  die  Be- 
stimmung  der  Bahnkurven  in  dem  Riemannecben  Raum  der  qlf  ...,gn  vor- 
anzusteUen  und  den  Ablauf  der  Bewegung  auf  der  einzelnen  Bahnkurve 

46)  Es  sind  hier  die  sog.  eckigen  Cliristoffelschen  Dreizeigersymbole  [vgl.  Ill 
D  10  (B.  Weitzenbock),  2.  Teil,  Nr.  1«JJ: 

rcr-]  __  1   /d0,,j_    i     dOrl  _  30or\ 

LiJ""a\a«.  "  dio       Hj 

eingefiihrt.  . 

47)  Die    geschweiften    Christoffelschen   Dreizeigersymbole,    die    hiei 

werden,  sind  durch  „ 


erklart  (vgl.  1.  c.46)). 
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nachtraglich  zu  bestimrnen.  Statt  aber  dann  die  einzelne  dieser  oo2""1 
Bahnkurven  durch  den  Anfangsort  q^\  .  .  .,g/>  und  die  Komponenten 
der  AnfangsgeschivindigJceitq^°\...}qnW  festzulegen,  wird  man  lieber  zu 
ihrer  Kennzeichnung  georaetrische  GroBen  heranziehen.  Fiihrt  man  nun 
zunachst  statt  der  Komponenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  die  Anfangs- 

richtung48)  (-^j  ,  .  .  .,  (-^  und  die  GroBe  der  Anfangsgeschwindigkeit 

vo  =  (s)o  ein>  so  erscheint  bei  vorgeschriebenem  Ausgangspunkt  und  vor- 
geschriebener  Richtung  die  Bahnkurve  durch  die  GroBe  der  Anfangs 
geschwindigkeit  v0  bestimmt.  Mit  einer  Anderung  von  v0  andert  sich 
nun  die  (geodatische)  Krummung48a)  der  Bahnkurve  im  Ausgangspunkt, 
so  daB  sich  die  einzelne  der  Bahnkurven,  die  durch  einen  vorgegebe- 
nen  Punkt  in  vorgegebener  Richtung  hindurchgehen,  auch  durch  Angabe 
der  geodatischen  Kriimmung  im  Ausgangspunkte  kennzeichnen  laBt. 
Um  das  in  den  Formeln  zum  Ausdruck  zu  bringen,  schreibt  man 
die  Bewegungsgleichungen  (57  b)  in  der  Gestalt 


}  ds    ds 
oder  , 


Fiir  s    hat   man   andererseits48),   wenn  der  kontravariante  Kraftvektor 

48)  Fiir  die  Richtungskomponenten  —  =i,         —  ~n  gilt 

ds        '    ds 


r  ds     ds 
Weiter  ist  n 


woraus  folgt 


1  \          1 

48  a)  Die  kovarianten  Ableitungen  der  Richtungskomponenten 


ds    ds 
i 

sind  die  kontravarianten  Komponenten  eines  Vektors,  der  die  Richtung  der 
Hauptnormalen  der  Kurve  3l  =  qv  (s),  ...,?„  =  gB(s)  besitzt.  Es  ist  weifcer,  wenn 
Kg  die  geodatische  Kriimmung  dieser  Kurve  bedeutet: 


[vgl.  Ill  D  11  (L.  Berwald},  Nr.  18]. 
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nach  (57  b)  eingefiihrt  wird49), 


oder49a) 

\  *-JO    )  ^*  ^1  J  f.  \  V/l  A   n 

\        '  C*o  u-« 

Somit  lauten  schlieBlich  die  Bewegungsgleichungen50) 

Q(>  _  dq?  W 

(59)  I*-.--^-, 

woraus  sich  fiir  den  Zusammenhang  zwischen  der  geodatischen  Kriim- 
mung  und  der  GroBe  der  Geschwindigkeit  die  Beziehung 


(60)  KJ  = 

ergibt.51)  Man  erkenn     hieraus,  daB  fiir  diese  mechanischen  Probleme 

49)  Die  Ausdrucke,  die  in  den  Klammern  stehen,  sind  die  n  kovarian- 
ten  Komponenten  des  llichtungsvektors  ,  dessen  kontravariante  Komponenten 

!«!,.    ./«"  sind. 
ds  as 

49  a)  W  ist  die  Projektion  des  Kraftvektors  Q,  ,  .  .  .,  Qn  auf  die  Tangente  der 
Bahnkurve.  Die  Gleichung  (58)  ist  sotnit  nichts  anderes  als  der  Satz  von  der 
Tangentialbeschleunigung  [IV  6  (P.  Stdckel),  Nr.  5]. 

50;  Vgl.  hierzu  /.  Lipka,  On  the  geometry  of  motion  in  a  curved  w-space, 
J.  of  math,  and  phys.  1  (1922),  p.  21.  Ahnliche  Uberlegungen  auch  bei  L.  Berwald 
und  Ph.  Frank,  tlber  eine  kovariante  Gestalt  der  Diiferentialglcichungen  der 
Bahnkurven  allgemeiner  mechanischer  Systeme,  Math.  Ztschr.  21  (1924),  p.  154. 
Vgl.  ferner  J.  L.  Synge,  On  the  geometry  of  dynamics,  London  Phil.  Trans.  (A) 
226  (1927),  p.  31. 

ttbrigens  hat  bereits  C.  G.  J.  Jacob  i  bei  seiner  Formulierung  des  Prinzips 
der  kleinsten  Wirkung  (vgl.  Nr.  10)  eine  geometrische  Deutung  herangezogen. 
Des  weiteren  hat  H.  Hertz  in  den  nPrinzipien«  von  einer  Deutung  in  Raumen 
hoherer  Dimension  Gebrauch  gemacht. 

51)  Die  Summe  in  der  Klammer  ist  <iie  Lange  des  Kraftvektors  und  die 
Gleichung  (60)  ist  die  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  der  Normalbeschleuni- 

gung  [IV  6  (P.  Stdckel},  Nr.  5].  Denn  da  der  Vektor  ^  der  Einheitsvektor  in 
der  Richtung  der  Hauptnormalen  der  Bahnkurve  ist  [vgl.  Ill  D  1  (L.  Berwald), 
Nr.  18],  so  ist 


die  Projektion   des  Vektor.   der  eingepragten  Kraft   auf  die  Hauptnormale  der 
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die  Kurven  Kg  =  0,  d.  h.  die  oo2""2  geoddtischen  Linien  [vgl.  HID  11 
(L.  Berwald),  Nr.  18]  des  Riemannschen  Raumes 

o         - 1 

L>---,n) 


ds*     '    ^-J       (  Q  \    ds    ds 
i 

unter  den  Bahnkurven  vorhanden  sind,  und  zwar  gehoren  sie  zu 
s  =  oo,  d.  h.  sie  werden  mit  unendlich  groBer  Geschwindigkeit  zuriick- 
gelegt.52) 

Natiirlich  gilt  das  nur,  solange  nicht  alle  Q?  verschwinden. 
Werden  alle  Q?  gleich  Null,  d.  h.  ist  der  Kraftvektor  identisch  Null, 
so  ist  nach  (60)  die  geodatische  Kriiminung  der  Bahnkurven  gleich 
Null,  also  werden  die  Bahnkurven  geodatische  Linien  des  Riemannschen 
Raums.  Daher  wird  das  mechanische  Problem  ohne  eingepriigte  Krafte 
auch  wohl  kurz  als  das  zur  kinetischen  Energie  gehorige  geodatische 
Problem  bezeichnet.52a)  Die  GroBe  der  Beschleunigung  s  auf  einer  geo- 

Bahnkurve.  Multipliziert  man  andererseits  die  Gleichungen  (59)  mit  Q0  und 
summiert  nach  p,  so  folgt 

n 
*~?.*9a*Q'Qt-W 

I 
1 


so  daB  (61)  in 

(61  a)  V^KgS*-*  — 

9g 

ubergeht,  unter  pff  der  Halbmesser  der  geodatischen  Kriimmung  der  Bahnkurve 
verstanden. 

62)  Exakter:  Die  geodatische  Linie  durch  einen  Punkt  erscheint  als  die 
Grenzkurve,  der  die  Bahnkurven  zustreben,  wenn  man  die  GroBe  der  Anfangs- 
geschwindigkeit  nach  oo  gehen  laBt.  Vgl.  hierzu  P.  Painleve,  Sur  les  mouvements 
et  les  trajectoires  reels  des  systemes,  Bull.  Soc.  math.  Fr.  22  (1894)  p.  136,  so- 
wie  J.  Andrade,  Sur  une  propriete  mecanique  des  lignes  geodesiques,  Bull.  Soc. 
math.  Fr.  22  (1894),  p.  186.  Jedes  mechanische  Problem  hat  sonach  mit  dem  geo 
datischen  Problem,  das  zu  dem  gleichen  Ausdruck  der  kinetischen  Energie  T 
gehort,  eine  Schar  von  oo2™"2  Bahnkurven  gemein.  Man  kann  fragen,  ob  es  ent- 
sprechend  moglich  ist,  daB  zwei  mechanische  Probleme,  die  den  gleichen  Aus 
druck  der  kinetischen  Energie,  aber  verschiedene  (von  Null  verschiedene)  Kraft- 
vektoren  besitzen,  eine  Schar  von  oclre~2  Bahnkurven  gemein  haben  kb'nnen.  So- 
bald  n  >  2  ist,  ist  das  nach  P.  Painleve,  Sur  la  transformation  des  equations  de 
la  dynamique,  J.  de  math.  (4)  10  (1894),  p.  5  nnmoglich.  Fur  n  =  2  kann  es,  wie 
Painleve  (vgl.  p.  32)  an  einem  Beispiel  zeigt,  eintreten. 

52  a)  Nach  (59)  kommen  iibrigens  auch  dann  die  geodatischen  Linien  als 
Bahnkurven  heraus,  wenn 


wird.  Das  ist  aber  nur   moglich,    wenn    die  Kraftkomponenten  $t  ,  .  .  .  ,  Qn  nicht 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  n.  37 
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datischen  Lime  ist  nach  (58)  Null,  die  geodatische  Linie  wird  mit 
einer  Geschwindigkeit  von  konstanter  GroBe  zuriickgelegt.  Da  aber 
der  Zahlwert  der  GroBe  der  Geschwindigkeit  unbestimmt  bleibt,  so 
kann  die  geodatische  Linie  mit  jeder  beliebigen  Geschwindigkeit  durch- 
laufen  werden,  d.  h.  es  ergibt  sich  unabhangig  von  der  vorgeschrie- 
benen  Anfangsgeschwindigkeit  stets  die  gleiche  Bahnkurve,  sobald  Aus- 
gangspunkt  und  Ausgangsrichtung  vorgeschrieben  sind.  Daher  hat  man 
in  diesem  Falle  nur  oc2re~2  Bahnkurven,  zu  deren  jeder  zweifach  un- 
endlich  viel  Arten  des  Ablaufes  der  Bewegung  gehoren.  In  geometri- 
scher  Deutung:  es  gehoren  hiernaeh  zu  jeder  geodatischen  Linie  oo2 
Raumzeitkurven.  Legt  man  namlich  zwecks  solcher  geometrischen 
Deutung  in  der  Raumzeitmannigfaltigkeit  der  (<?!,..  .,  qn,  t)  durch  die 
einzelnen  Punkte  der  geodatischen  Linie  Parallele  zur  #-Achse  und 
erzeugt  so  eine  zylindrische  M2,  so  geht  durch  jedeu  Raumzeitpunkt 
dieser  M2  ein  Biischel  von  oo1  Raumzeitlinien,  die  den  verschiedenen 
moglichen  Werten  entsprechen,  die  die  GroBe  der  Geschwindigkeit 
haben  darf.  Da  man  aber  jede  Raumzeitkurve  auf  der  zylindrischen 
M2  parallel  mit  sich  verschieben  kann,  so  erhalt  man  auf  der  zylin 
drischen  Jf2  im  ganzen  oo2  tvaumzeitkurven,  deren  jede  eine  mogliche 
Bewegung  auf  der  geodatischen  Linie  vorstellt. 

Im  Falle  der  allgemeinen  Bewegung  unter  Kraften  ergeben  sich  als 
Differentialgleichungen  fiir  die  Bahnkurven  aus  (59)  nach  Elimination 
von  s  vermoge  (61  a)  die  n  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung53) 

V  ' 


nur  von  den  Ortskoordinaten,  sondern  auch  von  den  Geschwindigkeitskompo- 
nenten  abhangen.  P.  Painleve,  Sur  les  mouvements  et  les  trajectoires  reels  des 
systemes,  Ball.  Soc.  math.  Fr.  22  (1894),  p.  136. 

53)  Beim  Ausziehen    der  Quadratwurzel    in    (60)   ist    das  Vorzeichen   so  zu 

wahlen,  daB 

V 
(60  a)  K~ 

positiv  wird.  Denn  eine  reelle  Bewegung  gehort  natiirlich  nur  zu  einem  positiven 
Werte  von  s2.  Es  ist  aber  zu  beachten,  daB  die  Gleichungen  der  Bahnkurve  un- 
geandert  bleiben,  wenn  man  die  Vorzeichen  der  Kraftkomponenten  iindert,  d.  h. 
dieRichtung  der  Kraft  urnkehrt.  Dadurch  erhalt  s*  das  negative  Zeichen,  so  daB 
hierzu  keine  reelle  Bewegung  gehort.  Man  spricht  gleichwohl  nach  P.  Painleve 
von  einer  der  ersten,  der  wahren  Bewegung,  konjugierten  Bewegung.  Die  Bahn 
kurven  der  Bewegung  mit  den  Kraften  (Ql ,  .  .  .,  Qn)  und  der  Bewegung  mit  den 
Kraften  (—§!,..., — Qn]  sind  also  identisch.  1st  eine  dieser  Bahnkurven  fiir  das 
eine  Kraftsystem  eine  wahre  Bahnkurve  (5  *  >  0),  so  ist  sie  fur  das  andere  Pro 
blem  eine  konjugierte  s  *  <  0.  Es  gibt  auch  Bahnkurven,  von  denen  ein  Bogen 
zu  einer  wahren,  ein  anderer  Bogen  zu  einer  konjugierten  gehort  (s.  unten). 
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zu  denen  noch  eine  Differentialgleichung  hinzutritt,  die  KfJ  als  Funktion 
von  s  bestimmt.  Man  erhalt  sie  aus  der  Gleichung  (61\  die  zunachst 


. 

liefert,  unter  Heranziehen  von  (58)  in  der  Gestalt 
2  WK  2  =  K  dV  _  vdK" 


ds  ds 

Die  Gleichungen  der  Bahnkurve  sind  also 


(6.2) 


_.  ,?-*  J_     oQ  — 

ds*  <          \elds    ds  ^ 


dKg  _     Kg  (dV_ 
ds         ''    V\ds 

wobei  in  der  letzten  Gleichung  die  rechte  Seite  als  Funktion  der  ql  ,...,#,, 
—,...,          dargestellt  werden  muB.54) 

Hat  man  die  Bahnkurve  ql  =  ql  (s),  ...,qn  =  qn(s)  gefunden,  so 
kann  man  die  Bestimmung  der  Zeit  t,  zu  der  ihre  einzelnen  Punkte 
erreicht  werden,  durch  eine  Quadratur  erzielen,  narnlich  durch 


wo  das  Integral  langs  der  betrachteten  Bahnkurve  zu  nehmen  ist. 
Die  Gleichung  (63)  versagt,  wenn  V-.=  0  wird,  d.  h.  wenn  der  Kraft- 
vektor  (Q\  ...,  Qn~)  dauernd  in  die  Tangentenrichtung  der  Bahnkurve 
fallt.  In  diesem  Falle  muB,  da  nicht  identisch  s  =  0  sein  kann,  not- 
wendig  Kg  ==  0  werden,  d.  h.  die  Kurve  muB  eine  geodatische  Linie 
sein,  so  daB  dies  nur  eintreten  kann,  wenn  die  Kraftlinien  zugleich  geo 
datische,  Linien  des  Bogenelementes  sind.  Existieren  solche  merJcwiir- 
digen  BaJinkurven  (trajectoires  remarquables  nach  P.  Painleve'*5')),  so  sind 

54)  In  der  Literatur  hat  man  in  der  Regel  nicht   die  Bogenlange,    sondern 
eine  der  Veranderlichen,  z.  B.  ql,   als  unabhangige  Veranderliche    gewahlt.    Vgl. 
P.  Painleve,   Sur  la  transformation  des  equations  de  la  dynamique,  J.  de  math. 
(4)  10  (1894),  p.  5.    Die  Differentialgleichungen  der  Bahnkurven  finden  sich  auf 
p.  24.    Wenn  das    Energieintegral    existiert,    so   kann  man  mit  dessen  Hilfe   die 
Zeit  t  eliminieren.    Das    tut  P.  Stdckel,   Uber  dyn.  Probl.,    deren  Differentialgl. 
eine  infinit.  Transform,  gestatten,  Leipzig  Ber.  45  (1893),  p.  331,  der  auch  q^  als 
unabhangige  Veranderliche  benutzt. 

54  a)  Das  doppelte  Vorzeichen  deutet  an,  daBjede  Bahnkurve  sowohl  im  Sinne 
wachsender  wie  abnehmender  Bogenlange  durchlaufen  werden  kaun.  Der  tfber- 
gang  von  dem  einen  Durchlaufungssinn  zu  dem  entgegengesetzten  geschieht  da- 
durch,  daB  man  t  durch  (—  f)  ersetzt.  Daher  hat  man  solche  mechanischen  Probleme 
wohl  auch  als  reversibel  bezeichnet. 

55)  P.  Painleve,  Sur  les  mouvements  et  les  trajectoires  reels  des  systemes, 
Bull.  Soc.  math.  Fr.  22  (1894),  p.  136,  insbes.  p.  145. 

37* 


556     rV  12  u.  13.  G.  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik. 

auf  ihnen   oo2  Bewegungen  moglich.   Denn   dann   muB  man  auf  (59) 
zuriickgreifen  und  erhalt 


res  a) 

) 

Tritt  die  <Ze#  £  in  der  kinetischen  Energie  (und  evtl.  in  den 
Komponenten  der  eingepragten  Kraft)  explicit  auf57),  so  wird  man  fur 
die  Integration  unmittelbar  von  den  Bewegungsgleichungen  (53)  aus- 
gehen.  Da  die  kinetische  Energie  jetzt  nicht  eine  quadratische  Form, 
sondern  eine  quadratische  Funktion 
(64)  T=TQ+T,+  T, 


ist,  wo  die  g00,  g0<>,  ga(l  Funktionen  von  qlt  .  .  .,  qn  und  t  sind,  so  er- 
halten  die  Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  (53)  die  zu  (57  a) 
analoge  Gestalt58) 

+  [7]  -  ft 


1 


(A  =  1,.  ..,»), 

und  daraus  gewinnt  man  weiter  die  zu  (57  b)  analoge  Form  B8a) 


56)  tibrigens  hat  man  auch  versucht,  die  Bahnkurven  der  Bewegung  unter 
einer  eingepragten  Kraft  als  geodiitische  Linien  eines  Eiemannschen  Raumes  zu 
deuten.  Unter  Beschrankung  auf  den  Fall,  dafi  die  eingepragte  Kraft  ans  einem 
Potential   entspringt,    erreicht  das   L.  P.  Eisenhart,   Dynamical   trajectories    and 
geodesies,  Ann.  of  math.  (2)  30  (1929),  p.  691  (vgl.  insbes.  p.  603),  indem  er  einen 
Biemannechen  Raum  von  (n  -\-  1)  Dimensionen  einfiihrt. 

57)  Da  hier  t  nicht  wie  vorhin  mit  ( —  t)  vertaucht  werden  darf,  bezeichnet 
man  solche  Bewegungsprobleme  wohl  als  irrcvcrsibel.   Vgl.  J.  Lipka,  On  irrever 
sible  dynamical  systems,  J.  math.  phys.  2  (1923),  p.  73. 

58)  Wohl    zuerst   angegeben    von    T.  Levi-Civita,    Sugli   integral!    algebrici 
delle  equaz.  dinam.,  Turin  Atti  31  (1895),  p.  816.   Darin  sind 

fOp"]        1   /d0o/  _j_  ^9^ 
''  T  V  dq.Q          0  < 

dgoi      i 


dt          2    dli 

58  a)  Die   geschweiften   Dreizeigersymbole   sind   in   der  Weise   von   47)   mit 
GrofJen  g?"  gebildet,    die  man  ebenso  aus   der  quadratischen  Form  T2  gewinnt, 
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Freilich  sind  die  Q*  hier  nicht  als  kontravariante  Komponenten  des 
Kraftvektors  anzusprechen,  da  der  Ra  +  1  der  ql}  .  .  .,  qn,  t  kein  Eie- 
mannscher  Raum  ist.58b)  Ebenso  spielen  die  Impulskomponenten,  die 
hier  durch  „ 

(64c)  P9=2a9<t"Z°  +  9*<! 

i 

erklart  sind58c),  nicht  mehr  die  Rolle  kovarianter  Komponenten  des 
Geschwindigkeitsvektors. 

Im  Falle  nichtholonomer  Bindungen  hat  man  zunachst  den  sklero- 
nomen  Fall  betrachtet.59)  Die  Ma  der  &,...,  qn  ist  dann  ein  Eiemann- 
scher  Raum,  dem  das  Bogenelernent  durch  die  kinetische  Energie  T 
entsprechend  (55  a)  aufgepragt  ist.  Die  Bewegung  in  diesem  Raum  ist 
eingeschrankt  durch  die  k  nichtintegrablen  P/a/fschen  Gleichungen  (9  a), 
die  jetzt  in  der  Form 

(65)     a^dq,  H h  a(fl)ndqn  =  0,     a(/0?  =  a(^(q,,  .  .  .,  qj 

(f*  —  1, . . .,  fc) 
geschrieben   werden   mogen.59a)    Die   dadurch   bestimmten   k  Vektoren 

wie  im  Falle  des  Riemannschen  lln  aus  der  quadratischen  Form  T  selbst.  Ins- 
besondere  sind 


1 

und  ferner  wie  friiher 


68  b)  Nach  L.  P.  Eisenhart,  1.  c.86)  lassen  sich  bei  Existenz  eines  Potentials 
der  eingepragten  Kraft  die  Raumzeitlinien  als  geodiitische  Linien  eines  Riemann- 
schen  Raumes  von  (n  -\-  2)  Dimensionen  deuten. 

58  c)  Die  Auflosung  dieser  Beziehungen  nach  den  q^  lautet 


i 

59)  G.  Vranceanu,  Studio  geometrico  dei  sistemi  anolonomi,  Ann.  di  mat.  (4) 
6  (1929),  p.  9,  wo  er  friihere  verstreute  kleinere  Arbeiten  zusammenfaBt,  sowie 
J.L.Synge,  Geodesies  in  non-holonomic  geometry,  Math.  Ann.  99  (1928),  p.  738. 

59  a)  Es  soil  damit  angedeutet  werden,  daB  der  erste  Index  einfach  eine 
Nuramer  zur  Kennzeichnung  der  Gleichung  vorstellt,  wahrend  demgegenuber  der 
zweite  Index  zum  Ausdruck  bringt,  daB  die  a(/u)1,  •  •  -,  a(u\n  die  kovarianten  Kom 
ponenten  eines  Vektors  des  JEtiemanmchen  Rn  sind,  dessen  zugehorige  kontra 
variante  Komponenten  dann 


sind.   Man  kann  von  vornherein  die  P/a/fschen  Gleichungen   so  gegeben  denken, 
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mit  den  kontravarianten  Komponenten  (aj,,),  ...,  a£,))  spannen  in  jedem 
Punkte  des  Eiemannschen  En  ein  A'-dimensionales  Element  auf  und 
die  P/a/fschen  Gleichungen  (65)  sagen  aus,  daB  der  Geschwindigkeits- 
vektor  bzw.  der  Richtungsvektor  der  Bahnkurve  dem  dazu  senkrechten 
(w  —  &)- dimensional  en  Element  angehort.  Die  Bewegungsgleichungen, 
die  auf  p.  534  in  kovarianter  Gestalt  angegeben  sind,  schreiben  sich  in 
kontravarianter  Gestalt 

n  k 

(65  a)  :    ^, 


worin  die  LagrangeBchev.  Faktoren  (d.  h.  die  Reaktionskrafte)  A^,  falls 
die  (a^},  .  .  .,  aJL))  zueinander  senkrechte  Einheitsvektoren  sind,  die 
Gestalt 


besitzen,  unter  a(fl)Q(l  die  kovariante  Ableitung  von  a(4()p  nach  qn  ver- 
standen.59b) 

Der  Ubergang  von  den  Gleichungen  (65  a)  zu  den  Bewegungs- 
gleicbungen  in  kleinstmoglicher  Anzahl  laBt  sich  geometrisch  an- 
schaulich  deuten,  wenn  man  die  Gesamtheit  der  (n  —  /c)-dimensio- 
nalen  Elemente,  die  die  P/a/fschen  Gleichungen  (65)  den  einzelnen 
Punkten  des  Eiemannschen  Raurnes  zuordnen,  als  eine  in  den  Eiemann- 
schen  Raum  eingespannte  nichtholonome  Mannigfaltigkeit  M*  auf- 
faBt.59c)  Da  namlich  die  Reaktioneu  der  Bindungen  jji  (65  a)  fur  jeden 
Punkt  senkrecht  zu  den  (n  —  &)-dimensionaien  Elementen  sind,  so 
braucht  man  nur,  urn  sie  aus  den  Bewegungsgleichungen  zu  beseitigen, 
alle  Vektoren  auf  die  Ml~  '  zu  projizieren59d),  und  erhalt  so  die 

daB   fur  jedes  ^  die  a^,  ...,  a^()  die  Komponenten   eines  Einheitsvektors   sind 
und  daB  zwei  verschiedene  dieser  k  Einheitsvektoren  zueinander  senkrecht  sind  : 


59  b)  Vgl.  J.  L.  Synge,  On  the  geometry  of  dynamics,  London  Phil.  Trans. 
(A)  226  (1927),  p.  31,  iusbes.  p.  53  ff. 

59  c)  Die  Bezeichnung  soil  andeuten,  daB  der  Mannigfaltigkeit  alle  Punkte 
des  Eiemannschen  Raumes  En  angehoren,  daB  aber  in  jedem  Punkte  nur  solche 
Fortschreitungsrichtungen  zugelassen  sind,  die  dem  (n  —  &)-dimensionalen  Ele 
ment  angehoren. 

59  d)  Vgl.  J.  A.  Schouten  ,  tTber  nichtholonome  Ubertragungen  in  einer  Ln, 
Math.  Ztschr.  30  (1929),  p.  149,  sowie  /.  A.  Schouten  und  E.  E.  van  Kampen,  Zur 
Einbettungs-  und  Krummungstheorie  nichtholonomer  Gebilde,  Math.  Ann.  103 
(1930),  p.  752.  Der  Ausgangspunkt  ist  in  diesen  Abhandlungen  allgemeiner  ge- 
wahlt  als  hier  erforderlich. 
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Bewegungsgleichungen  in  kleinstmoglicher  Anzahl.  Fiir  die  analytische 
Darstellung  werden  daher  zweckmaBig  Quasikoordinaten  (in  der  ge- 
wahlten  Auffassung  gewohnlich  als  nichtholonome  Parameter  bezeichnet) 
eingefuhrt,  damit  die  M*~  '  durch  die  einfachen  Gleichungen  (39  b) 
dargestellt  wird.  Die  kinetische  Energie  erhalt  dann  eine  Gestalt,  deren 
Koeffizienten  die  Projektionen  des  Fundamentaltensors  der  g.k  (des 
Bogeneleraents  des  Riemannschen  Raumes)  auf  die  Mn~k  sind,  und  die 
in  den  Transitivitatsgleichungen  auftretendeu  Koeffizienten  hangen  eng 
zusanimen  mit  den  UbertragungsgroBen  fiir  Vektoren,  die  der  Rie- 
mannsche  Rn  der  in  ihn  eingespannten  M"~  aufpragt. 

Diese  Betrachtung,  die  sich  zunachst  nur  auf  skleronome  Bin- 
dungen  bezieht,  laBt  sich  auf  rheonome  Bindungen  verallgemeinern. 
Denn  es  ist  im  Grunde  gar  nicht  wesentlich,  daB  der  Rn  der  gx  ,  .  .  .  ,  qn 
ein  Riemannscher  Raum  ist,  wesentlich  ist  vielmehr,  daB  die  Christoffel- 
schen  Dreizeigersymbole  in  ihm  eine  Richtungsiibertragung  liefern  und 
damit  die  Bildung  der  kovarianten  Ableitungen  ermoglichen.  Daher 
faBt  A.  Wundheiler60)  die  (n  -f-  l)-dimensionale  Mannigfaltigkeit  der 
2i?  •••>9f»>  ^  a^s  einen  affinen  Raum  An  +  l  auf.  In  diesem  An  +  1  defi- 
niert  man  eine  lineare  IFbertragung  [vgl.  Ill  D  11  (L.  BerwalcT),  Nr.  28] 
mitHilfe  der  Dreizeigersymbole,  die  in  denBewegungsgleichungen(64b) 
auftreten.60a)  Liegen  nun  nichtholonome  Bindungen  der  Gestalt  (9) 
vor,  die  jetzt  entsprechend  (65) 

(66)  a^dq,  -{  -----  \-  a(ll]ndqn  +  awodt  =  0 


geschrieben  werden  mogen,  so  dennieren  sie  in  dem  affinen  Raum  An  +  1 
eine  nichtholonome  Mannigfaltigkeit  Jf*+*+l,  die  in  den  An  +  1  ein- 
gebettet  ist,  und  die  lineare  Ubertragung  des  An  +  l  bestimmt  dann 
eine  lineare  Ubertragung  in  dieser  nichtholonomen  Jf"+i+1.  Auch 

60)  A.  Wundheiler,  Uber  die  Variationsgleichungen  fur  affine  geodatische 
Linien  und  nichtholonome,  nichtkonservative  dynamische  Systeme,  Prace  matemat.- 
fis.  38  (1931),  p.  129. 

60  a)  Wahlt  man  die  UbertragungsgroBen  nach  den  Formeln 


so  sind  die  Raumzeitlinien  der  Bewegung  gerade  die  geodatischen  Linien  des 
An  +  l.  Dabei  sind  die  geodatischen  Linien  als  die  Kurven  definiert  gedacht, 
deren  Tangenten  im  Sinne  der  Richtuiigsubertragung  parallel  sind  [vgl.  Ill  D  11 
(L.  Berwald),  Nr.  18]. 
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hier  geht  man  darm  von  den  Bewegungsgleichungen,  die  zunachst  ent- 
sprechend  (65  a)  die  Gestalt 


(66.)   5,+r          8,4.+ 

1 

besitzen60b),  durch  Projektion  auf  die  M%+i  +  i  (unter  Beseitigung  der 
Reaktionskrafte)  zu  den  Bewegungsgleichungen  in  kleinstmoglicher 
Zahl  fiber,  wobei  wieder  zweckmaBig  zur  bequemen  analytischen  Dar- 
stellung  der  nichtnolonomen  M«+i+l  Quasikoordinaten  (nichtholonome 
Parameter)  herangezogen  werden.  Die  Koeffizienten  in  den  Transitivi- 
tatsgleichungeri  hangen  mit  den  GroBen  zusammen,  die  die  Richtungs- 
iibertragung  in  der  JfJ+*+1  beschreiben. 

7.  Painleves  allgemeine  Diskussion  der  Singularitaten  der 
Bahnkurven  eines  Systems.61)  Um  fiber  die  Singularitaten  der  Bahn- 
kurven  einen  tlberblick  zu  gewinnen,  miiBte  man  zunachst  auf  die  Sin 
gularitaten  der  Funktionen  gik  und  die  der  Kraftkomponenten  Qlf...,Qn 
achten  und  h'atte  den  Verlauf  der  Bewegung  in  der  Umgebung  dieser 
singularen  Punkte  nach  den  allgemeinen  Regeln  [vgl.  IIA4a  (P.  Pain- 
leve]  und  III  D  8  (H.  Liebmann)]  zu  behandeln.61a)  Weiter  besitzen  be- 
sondere  Bedeutung  fur  die  Gestalt  der  Bahnkurven  die  sog.  Gleich- 
gewichtspunkte^\  d.  h.  die  Punkte,  in  den  en  alle  n  Kraftkomponenten 
Qlf...,  Qn  verschwinden.  Sie  sind  iibrigens  nicht  nur  fur  das  System 
der  Bahnkurven,  sondern  auch  bereits  fur  das  System  der  Kraftlinien 
singulare  Punkte. 

60  b)  Darin  sind  die  al  •,  wie  in  59  a)  durch 


i 
erklart. 

61)  Die  Untersuchung  beschrankt  sich  auf  den  Fall,  daB  die  kinetische 
Energie  T  eine  quadratische  Form  der  </?  ist,  deren  Koeffizienten  ebenso  wie  die 
Komponenten  Q0  der  eingepragten  Kraft  die  Zeit  t  nicht  enthalten. 

61a)  In  eiriem  reguliiren  Punkte  mvisBen  die  gik  zweimal  und  die  Qt  einmal 
stetig  diflferenzierbar  eein.  Ferner  darf  dort  die  Determinante  G  der  quadra- 
tischen  Form 


nicht  verschwinden.  Es  ist  iibrigens  auch  unmittelbar  zu  sehen,  wie  zu  verfahren 
ware,  wenn  die  gik  bzw.  die  Qt  nicht  eindeutig  waren.  fiber  die  Singularitaten 
siehe  auch  P.  Painleve,  Le90ns  sur  la  the"orie  analytique  des  equations  diiferen- 
tiellea,  Paris  1897  (lithogr.),  insbes.  p.  543—689. 

62)  Vgl.  auBer  ")  auch  P.  Painleve,  L'integr.  d.  equ.  de  la  mec.,  insbes.  Lefonl6. 
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Die  gewohnlich  benutzte  Konstruktion,  durch  die  man  die  Existenz 
der  Losungen  der  Differentialgleichungen  (64)  der  Bahnkurven  beweist, 
laBt  sich  so  deuten:  Im  Ausgangspunkte  spannen  der  Richtungsvektor 
der  Bahnkurve  und  der  kontravariante  Kraftvektor  eiue  zweidimen- 
sionale  ebene  Mannigfaltigkeit  auf,  die  fiir  die  gesuchte  Bahnkurve 
die  Schmieg-Jf2  ist.  Da  man  auBerdem  den  Anfangswert  der  Kriim- 
mung  kennt,  so  kann  man  ein  Bogenelement  der  Kurve  gemaB  der 
letzten  der  Gleichungen  (62)  konstruieren.  Man  findet  dann  die  neue 
Tangentenrichtung  und  den  neuen  Wert  der  Krummung,  und  da  auBer- 
dem  der  neue  Wert  des  Kraftvektors  mit  dem  Richtungsvektor  zu- 
sammen  wieder  die  Schnneg-THfg  liefert,  so  kann  man  die  Konstruktion 
wiederholen  usw.  Die  Konstruktion  versagt  auch  dann  nicht,  wenn  die 
Richtung  des  Kraftvektors  und  die  Tangentenrichtung  der  Bahnkurve 
zusammenf alien,  also  die  Normalkomponente  der  Kraft  V  =  0  wird. 
Die  Bahnkurve  ist  also  fortsetzbar  in  den  Punkten,  in  denen  K  =  0 
oder  s  =  0  wird.63)  Von  Bedeutung  sind  namentlich  die  letzteren,  die 
Painleve  als  Haltepunkte^}  bezeichnet,  aus  einem  Grande,  der  so- 
gleich  ersichtlich  werden  wird.  Dagegen  kann  ein  Versagen  der  Kon 
struktion  eintreten,  wenn  man  einen  Gleichgewichtspunkt  erreicht.65) 
In  diesem  Falle  muB  die  Bahnkurve  in  dern  Gleichgewichtspunkt 
en  den  und  ist  fiber  dem  Gleichgewichtspunkt  nicht  fortsetzbar,  was 
sonst  nur  fiir  die  singularen  Punkte  der  gilc  und  Qf  eintritt.  Eine  not- 
wendige  Bedingung  dafur,  daB  die  Bahukurve  uber  die  Gleichgewichts- 
lage  hinaus  nicht  fortsetzbar  ist,  besteht  darin,  daB  die  Geschwindig- 
keit  gegen  Null  geht,  wenn  das  System  der  Gleichgewichtslage  zu- 


63)  Fiir  s  *  =  0  nimmt  die  Kriimmung  Kg  zwar  die  unbestimmte  Form       an, 

indessen  ergibt  sich  immer  ein  bestimmter  Grenzwert  fiir  Kg,   sobald  die    I  9    | 

\  f"  } 

nnd  die  Q;  zweimal  stetig  differenzierbar  sind.    Analoges    gilt,  wenn  die  Krum 
mung  Kg  =  0  ist,  fiir  den  Wert  von  s2. 

64)  Nach  Painleves  point  d'arret  gebildet.  Im  iibrigen  mu8  fiir  s  =  0,  d.  h. 
fiir  q^  =  0,  .  .  . ,  qn  =  0 ,  die  Bahnkurve  notwendig  die  Richtung  der  Kraftlinie  be- 
sitzen,  wie  man  an  den  Gleichungen  (59)  unmittelbar  erkennt. 

65)  Die  Bahnkurve   kann  aber   auch   uber  einen  Gleichgewichtspunkt  fort 
setzbar  sein.  Wird  das  bewegte  System  in  eine  Gleichgewichtslage  gebracht  und 
ist  die  Geschwindigkeit  dort  Null  (g,  =  0,  . . .,  qn  =  0),  so  besteht  die  Bahnkurve 
aus  dem  einzigen  Punkte  ql  =  at ,  .  . . ,  qn  =  an .    Wenn  eine  Bahnkurve  auf  eine 
Gleicbgewichtslage  zustrebt,  so  kann  sie  die  Gleichgewichtslage  mit  bestimmter 
Eichtung   und   in   endlicher  Bogenliinge  erreichen   (ohne   daB   sie  dann  uber  die 
Gleichgewichtslage  fortsetzbar  zu  sein  braucht).  Sie  kann  aber  auch  der  Gleich 
gewichtslage  zustreben,  ohne   daB  dabei  ihre  Tangentenrichtung  gegen  eine  be- 
stimmte  Grenzlage  geht. 
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strebt.  Painleve  teilt  daher  die  Gleichgewichtspunkte  ein  in  regulare66\ 
d.  h.  solche,  in  denen  s  nicht.  verschwindet,  und  in  singulars,  in  denen 
s  gleich  Null  wird. 

Wenn  man  auf  der  einzelnen  Bahnkurve  nun  den  zettlichen  Ablanf 
der  Bewegung  ins  Auge  faBt,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  sicb 

;>2  =1^0     oder    ,s2  =  • ,      ^  0 
&g    '  &9    ~ 

ergibt.  Ist  fiir  alle  Punkte  einer  Babnkurve  s2  >  0,  so  heiBt  sie  nacb 
Painleve  eine  walire  Bahnkurve  (Bahnkurve  der  wahren  Bewegung). 
Ist  dagegen  iiberall  auf  der  Bahnkurve  ,s>2  negativ,  so  spricht  Painleve 
von  einer  l:onjugierten  Bahnkurve 6T)  (Bahnkurve  der  konjugierten  Be- 
w-egungV  Dabei  ist  implizit  vorausgesetzt,  daB  i'2  auf  der  Babnkurve 
stets  das  gleiche  Zeichen  hat,  daB  also  die  Geschwindigbeit  i  nicht 
Null  wird.  Eine  wahre  Bahnkurve  wird  dann  ganz  in  einem  Sinne 
durchlaufen.  Jeder  im  Endlichen  gelegene  Punkt,  der  zu  einer  end- 
lichen  Zeit  t  erreicbt  wird,  wird  auch  rnit  einer  bestimmten  endlichen 
Geschwindigkeit  erreicht,  so  daB  die  Bewegung  sich  iiber  den  Zeit- 
punkt  t  hinaus  fortsetzt.68)  Der  allgemeine  Fall  ist  aber  natiirlich  der, 
daB  auf  einer  Bahnkurve  Puukte  vorhanden  sind,  fiir  die  s  gleich 
Null  wird.  Ist  ein  solcher  HaltepunU  s  =  0  nicht  zufiillig  ein  Gleich 
gewichtspunkt,  so  kehrt  die  Bewegung  im  Haltepunkt  um  und  ver- 
lauft  auf  der  gleichen  Bahnkurve  ruck  warts,  so  daB  sie  zu  der  Zeit 
t*  _|_  T  den  gleichen  Punkt  der  Bahnkurve  wie  zur  Zeit  t*  •  -  r  pas- 
siert,  unter  i*  die  Zeit  verstanden,  zu  der  der  IMtepunkt  erreicht 
wird.68a)  In  der  Tat  muB  in  einem  solchen  Punkte  die  Wurzel  in  (63) 

66)  Dutch  einen  regularen  Gleichgewichtspunkt  gehen,  wie  bei  einem  ge- 
wohnlichen  regularen  Punkt,  bei  vorgeschriebener  Tangentenrichtung  oo1  Bahn- 
kurven,  entsprechend  dem  noch  frei  verfugbaren  Werte  von  s.  Der  Unterschied 
gegeniiber  einem  gewohnlichen  regularen  Punkte  ist  aber  der,  daB  alle  diese 
Bahnkurven  in  dem  Gleichgewichtspunkt  die  geodatische  Kriimmung  Kg  =  0 
besitzen. 

67)  Die  Beziehung  nkonjugiertu  ist  in  dem  Sinne  zu  verstehen,  daB  sie  eine 
nwahre"  Bahnkurve  ware,  wenn  man  t  durch  (if)  ersetzte,  unter  i  die  imaginiire 
Einheit  verstanden. 

68)  Ubrigens    brauchen    fiir   ein    endliches   t  keineswegs  alle  qf  endlich  zu 
bleiben. 

Strebt  das  System  einer  Gleichgewichtslage  zu  und  n'ahert  sich  seine  Ge 
schwindigkeit  dabei  der  Null,  so  kann  dies  nicht  in  endlicher  Zeit  gescheben, 
vielmehr  muB  t  nach  unendlich  gehen.  Wenn  umgekehrt  fiir  t  -*  oo  das  System 
einer  bestimmten  endlichen  Lage  zustrebt,  so  muB  diese  Lage  ein  Gleichgewichts 
punkt  sein  und  das  System  muB  dieser  Lage  in  der  Weise  zustreben,  daB  dabei 
die  Geschwindigkeitskomponenten  wie  nach  Null  gehen. 

t 

68  a)  Ph.  Frank  bezeichnet  diese  Punkte  daher  als   Umkehrpunkte. 
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ihr  Vorzeichen  andern,  da  mit  s  gleichzeitig  V  verschwinclet.69)  Ver- 
folgt  man  den  Wert  von  s2  iiber  einen  Haltepunkt  hinaus,  so  andert 
mit  F  auch  sz  sein  Zeichen.  Der  Haltepunkt  trennt  also  zwei  Stiicke 
der  Bahnkurve,  fur  deren  eines  die  betrachtete  Bewegung  reell  ist, 
wahrend  fiir  das  andere  die  konjugierte  Bewegung  reell  ware.  Solche 
Bahnkurven  mit  Haltepunkten  tragen  daher  auf  einem  Teil  ihrer  Er 
streckung  die  wahre  Bewegung,  auf  einem  anderen  Teil  die  konju 
gierte  Bewegung.  Sie  werden  aus  diesem  Grunde  von  Painlevc  als  Misch 
bahnkurven  (trajectoires  mixtesj  bezeichnet.  Es  gibt  oo"  solche  Misch- 
bahnkurven.  Denn  zu  jedem  Punkte  gibt  es  eine  Mischbahnkurve,  die 
in  diesem  Punkte  einen  Haltepunkt  besitzt.70)  Es  miiBte  denn  sein, 
daB  jeder  Punkt  der  Mischbahnkurve  ein  Haltepunkt  einer  Bewegung 
seiu  kann.  In  diesem  Falle  miissen  die  Mischbahnkurven,  da  auf  ihnen 
ja  oo1  Bewegungen  moglich  sind,  ,,merkwurdige  Bahnkurven"  sein, 
d.  h.  mit  den  Kraftlinien  zusammenfallen,  die  dann  gleichzeitig  geo- 
datische  Linien  des  Bogenelementes  sind.  Nur  in  diesem  Falle  redu- 
ziert  sich  die  Gesamtheit  der  Mischbahnkurven  aufoo""1.  Umgekehrt 
sind  natiirlich  die  merkwiirdigen  Bahnkurven  immer  Mischbahnkurven, 
fiir  die  jeder  Punkt  ein  moglicher  Haltepunkt  ist.  Kommen  auf  einer 
Mischbahnkurve  zwei  oder  mehrere  Haltepunkte  vor71),  so  wird  die 
Bahnkurve  durch  diese  in  Stiicke  geteilt,  die  abwechselnd  zu  der 
wahren  oder  konjugierten  Bewegung  gehoren.  Die  Bewegung  erfolgt 
dann  so,  daB  das  System  bzw.  der  zugehorige  darstellende  Punkt  zwi- 
schen  den  beiden  Haltepunkten  sich  periodisch  hin  und  her  bewegt. 
Von  singuldren  Bahnkurven  hat  Painleve  diejenigen  untersucht, 
auf  denen  Gleichgewichtspunkte  mit  verschwindender  Gesctuvindigkeit 
liegen.  Fiir  die  'Bewegung  des  Systems  ist  ein  solcher  Gleichgewichts- 
punkt  asymptotischer  Punkt  in  dem  Sinn,  daB  das  System  bzw.  der 
darstellende  Punkt  fiir  t  — >  oo  einem  solchen  Gleichgewichtspunkt  zu- 
strebt.  Demgegeniiber  kann  die  Bahnkurve  durch  einen  solchen  Punkt 


69)  Entwickelt  man  also  die  qQ  nach  Potenzen  von  r  =  (t  —  t*),  BO  konnen 
in  einer  solchen  Entwicklung  nur  die  geraden  Potenzen  dieser  GroBe  auftreten. 
Fiir  singullire  Punkte  der  gilc  bzw.  der  Qt  vgl.  P.  Painleve,  1.  c.65)  insbea.  p.  153. 

70)  Durch  einen  Punkt   geht   ein  Buschel  von  Mischbahnkurven,    eine  ein- 
zelne  von   ihnen  besitzt  in  dem  Punkt   ihren  Haltepunkt.   Die  Richtung  ist  die 
der   durch    den  Punkt  hindurchlaufenden   Kraftlinie   und   der   Wert   der   geoda- 
tischen  Krummnng  Kg  ist  durch  Grenzubergang  als  ein  ganz  bestimmter  zu  er- 
mitteln. 

71)  Was  auBer  bei  den  merkwiirdigen  Bahnkurven  nur  ausnahmsweise  ein- 
tritt.  Zwischen  zwei  vorgegebenen  endlichen  Punkten  einer  Bahnkurve,  die  nicht 
eine  merkwiirdige  Bahnkurve    ist,   konnen   immer  nur  endlich  viele  Haltepunkte 
liegen. 
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in  normaler  Weise  hindurchgehen.72)  Freilich  ist  es  auch  moglich, 
daB  sie  in  eineni  solchen  Punkte  endet  und  nicht  fortsetzbar  ist.  Ja, 
sie  braucht  dort  nicht  einmal  eine  bestimmte  Tangente  zu  haben, 
auch  braucht  die  Bogenlange  bis  zu  dem  Gleichgewichtspunkt  nicht 
endlich  zu  sein.  Hierbei  ist  zuuachst  immer  vorausgesetzt,  daB  die 
Geschwindigkeit  zwischen  einem  beliebigen  Punkte  der  Bahnkurve 
und  dem  Gleichgewichtspunkte  nur  endlich  viele  Nullstellen  besitzt. 
Painleve  gibt  ein  Beispiel  dafiir,  daB  auf  einer  Bahnkurve  auch  un- 
endlich  viele  Nullstellen  der  Geschwindigkeit  auftreten  konnen,  die 
sich  gegen  den  Gleichgewichtspunkt  haufen.73) 

B.  Die  Variationsprinzipien. 

8.  Das  Hatniltonsche  Prinzip.  Von  den  Differentialprinzipien  aus 
gelingt  der  Ubergang  zu  den  Variationsprinzipien  leicht.  Man  geht 
von  der  Formel  der  Lagrangeschen  Zentralgleichung  der  Gestalt  (27) 
bzw.  (27  a)  der  Nr.  4  aus.  PaBt  man  darin  im  Sinne  von  Nr.  3  die 
virtuellen  Verriickungen  dqlf  .  .  .,  dqn  als  Punktionen  der  Zeit  auf,  so 
kann  man  die  Formel  (27  a)  zwischen  zwei  festen  Werten  der  Zeit, 
t  =  ^  und  t  =  t%  integrieren  74)  und  erhalt 

(67) 


eine    Beziehung,   die   man   als   integrierte   Zentralgleichung    bezeichnen 
kann.75)  Entspringen  die  Krafte  aus  einem  Potential  <&(ql}  •  •  .,  qn)  t}, 

72)  Insbesondere   lassen    sich    die    merkwiirdigen   Bahnkurven    immer  iiber 
einen  etwa  vorkommenden  Gleichgewichtspunkt  hinaus  fortsetzen. 

73)  LaBt  sich  die  Bahnkurve    iiber  einen  Gleichgewichtspunkt  hinaus  fort 
setzen,   so   konnen    auf  ihr  weitere  Gleichgewichtspunkte   auftreten.    Es  konnen 
auch  unendlich  viele  sein,  und  diese  Folge  kann  Haufungspunkte  besitzen. 

74)  Diese  Uberlegung  wendet  im  Grunde  schon  /.  L.  Lugrange  selbst   an, 
der   aber   das  Prinzip    der  kleinsten  Wirkung  (vgl.  ]S'r.  10)   in  dieser  Weise  ab- 
leitet,  s.  Mecanique,  2.  partie,  sect.  Ill,  §  6  =  (Euvr.  11,  p.  315.    Vgl.  im  iibrigen 
z.  B.  L.  Boltzm.ann,  Prinzipe  II,  §  1. 

75)  Auch  die  Differentialformel  des  kleinsten  Zwanges  hat   man  integriert 


mt&i  -  Xt.)  Sxt  +  (mfyt  -  Yt)  8yt  +  (mfc  —  Z^dz,]  dt 

i 

(vgl.  J.  Schenkel,  Uber  eine  dem  GauBscheu  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  ent- 
sprechende  Integralform,  Wien  Sitzungsber.  122,  II"1  (1913),  p.  721)  und  zu  einem 
Integralprinzip  umzuformen  gesucht,  wobei  man  naturlich  nicht  auf  ein  Varia- 
tionsproblem,  sondern  auf  eine  integrierte  Differentialformel  hinauskommt.  Es 
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ist  also  3* 

0   =  _  - 

V°  8q9> 

so  erhalt  (67)  die  Gestalt 
(67  a) 


Nun  sind  nach  Nr.  3  die  virtuellen  Verriickungen  dq  bei  kon- 
stantem  t  auszufiihren,  so  da8  das  Variationszeichen  6  mit  dem  In- 
tegralzeichen  vertauschbar  ist.  Ferner  ist  0  von  den  gp  unabhangig, 

also  „  .    =  0.  Daher  kann  man  die  Formel  (67  a)  in 


umsetzen.   In   dieser   Gestalt  stellt  sie   die  Variation   des   bestimmten 
t 

Integrals    /  (T  --  <D>)dt    (mit  EinschluB   der  Grenzen)   vor,   wenn  die 

ti 
Variation  bei  konstant  gehaltener  Zeit  vorgenommen  wird,   sagt  also 

aus,  dafi  die  dem  Variationsproblem 

t* 
(68)  J(T  —$)dt  =  Extrem. 

*i 

zugehorige  erste  Variation  verschwindet.  Das  bedeutet  aber  nichts  an- 
deres,  als  dafi  sich  die  Bewegungsgleichungen  des  mecbanischen  Sy 
stems  als  Eulersche  Gleichungen  des  Variationsproblems  (68)  ergeben 
miissen,  d.  h.  aus  der  Forderung,  das  Zeitintegral  der  sog.  Lagrange- 
schen  Funktion  L  =  T  -  -  0  (bei  festgehaltenen  Grenzen)  zu  einem 
Extremum  zu  machen.  Dieses  Variationsproblem  pflegt  (auf  dem 
Kontinent)  als  das  Hamiltonsche  Prinzip  bezeicbnet  zu  werden,  werm- 
gleich  diese  (iibrigens  in  England  nicnt  eingebiirgerte)  Bezeichnung 
eine  historiscne  Berechtigung  nicht  hat.  [Vgl.  IV  1  (A.  Vofi),  Nr.  42, 
insbes.  FuBnote  243.] 


mu8  dabei  eine  Variation  ausgeftihrt  werden,  die  Ort  und  Geschwindigkeit  auf 
einem  Stuck  der  Raumzeitlinie  ungeandert  lafit,  wahrend  in  der  ganzen  Zeit- 
spanne  iiberall  die  Beschleunigungen  geandert  sein  sollen.  Das  kann  natiirlich 
nur  zu  den  uufruchtbarsten  Kunsteleien  bei  der  Definition  der  Variation  fuhren, 
ist  aber  im  Grunde  nichts  anderes  als  die  konsequente  Fortbildung  der  sog. 
nHolderschen  Art  der  Variation",  d.  h.  die  Methode,  unter  der  Variation  jedes- 
mal  etwas  Passendes  zu  verstehen,  das  zu  dem  gewtinschten  Ergebnis  fiihrt. 

Vgl.  hierzu  auch  A.  Wafimuth,  Studien  u'ber  Jourdain's  Prinzip  der  Mech., 
Wien  Sitzungsber.  128,  IIa  (1919),  p.  365,  der  eine  Integralformel  mit  dem  Jour- 
damschen  Prinzip  (Nr.  540b))  in  Beziehung  setzt. 
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Zum  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  kommt  freilich  von  dem 
Variationsproblem  nur  diejenige  der  Extremumsbedingungen  in  Frage, 
die  in  dem  Verschwinden  der  ersten  Variation  .  ihren  Ausdruck  findet. 
Auf  sie  konnte  man  sich  beschranken,  solange  man  nur  den  Ansatz 
der  Bewegungsgleichungen  im  Auge  hat.  Halt  man  bei  dieser  Variation 
die  Grenzen  des  Integrals  (68)  fest,  so  lief'ert  sie  die  Formel 

(6Sa) 

die  nichts  anderes  als  die  Formel  (67  b)  ist,  wenn  man  darin  die 
rechte  Seite  fortlaBt,  die  von  der  Variation  der  Grenzen  herriibrt.  Fiir 
den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  hat  man  daher  vielfach  in  der 
Literatur  nicht  eigentlich  das  Variationsproblem  (68),  sondern  die 
Variationsformel  (68  a)  als  Ausdruck  des  Hamiltomchen  Prinzips  an- 
gesprochen.  Dann  lag  es  nahe,  auch  die  (entsprechend  durch  Fest- 
haltung  der  Greuzen  verstlimmelte)  Formel  (67)  der  integrierten 
Zentralteichun 


(67*)       J[3T+(Qldql  +       +^^)]^  =  0 

tt 

noch  als  Formel  des  Hamtttonschen  Prinzips  zu  bezeichnen,  wenngleich 
hier  von  einem  Variationsproblem,  wenigstens  im  Sinne  der  klassi- 
schen  Variationsrechnung,  gewiB  nicht  die  Rede  sein  kann.76)  Demgegen- 
iiber  soil  hier  das  Variationsproblem  im  engen  Siniie  verstanden  sein. 
Dieser  Unterschied  in  der  Auffassung  gewinnt  tiefere  Bedeutung, 
sobald  man  nicht  mehr,  wie  bisher,  voraussetzt,  die  g?  seien  unab- 
hangige  Koordinaten,  sondern  annimmt,  dafi  zwischen  ihnen  noch 

76)  Auch  fur  Quasikoordinaten  kann  die  Integralformel  zur  Aufstellung  der 
Bewegungsgleichungen  dienen.  Vgl.  G.  Hamel,  ftber  die  virtuellen  Verschiebungen 
in  der  Mechanik,  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  416,  insbes.  p.  426  u.  427,  sowie 
Th.  PoscJil,  Paris  C.  R.  156  (1913),  p.  1829.  Sie  erbalt  dabei  die  Gestalt 


ftSf^T 

,/  L^—  V      9*? 


worin  man  entsprechend  den  Transivitatsgleichungen  (17  a)  in  Nr.  2 


einzusetzen  hat.    Dann  erh'alt  man 
d  (dT* 


als    die  Form    der  Bewegungsgleichungen.    Poschl  beschrankt  sich  entsprechend 
der  in  der  Literatur  iiblichen  Gewohnheit  auf  den  skleronomen  Fall. 
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Nebenbedingungen  vorgeschrieben  sind.  Vom  Standpunkt  der  klassischen 
Variationsrechnung  aus  hatte  man  dann  beim  Variationsproblem  die 
fur  das  Extremum  zur  Konkurrenz  zulassigen  Funktionen  q  (t)  den 
Bedingungsgleichungen  zu  unterwerfen,  d.  h.  die  Variation  des  Inte 
grals  so  vorzunehmen,  dafi  nicht  nur  die  Extremale  selbst,  sondern 
auch  die  variierte  Kurve  die  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen 
erfullt.  In  der  integrierten  Zentralgleichung  (67*)  sind  dagegen  die 
Variationen  so  zu  wahlen,  daB  sie  in  dem  friiher  dargelegten  Sinn 
(vgl.  Nr.  3)  virtuelle  Verriickungen  vorstellen.  Diese  beiden  Arten 
der  Variation  (der  Raumzeitlinie  der  Bewegung  in  dem  Rn  +  1  der 
5i>  •  •  •>  Qn>  t,  ausgefiihrt  bei  festgehaltener  Zeit)  sind  wohl  bei  holo- 
nomen  Bindungen  vertraglich,  nicht  dagegen  bei  nichtholonomen  Bin- 
dungen  (Nr.  2).  Wenn  man  sick  daher,  wie  es  fur  die  Variations- 
prinzipien  zweckmaBig  erscheint,  auf  die  Anwendung  der  klassischen 
Variationsrecbnung  beschranken  will,  so  wird  man  sagen  miissen, 
daft  das  Hamiltonsche  Prinzip  ~bei  holonomen  Nebenbedingungen  den 
Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  liefert,  bei  nichtholonomen  Neben 
bedingungen  dagegen  nicht."1)  AuBerdem  wird  man  von  einem  Varia- 
tionsprinzip  im  eigentlicben  Sinne  nur  sprechen,  wenn  die  allgemei- 
nen  Komponenten  Q  der  eingepragten  Krafte  aus  einem  Potential 
®(<li>  •  •  •)  <?n>  0  entspringen.  Dieser  Standpunkt  1st  in  der  Literatur 
in  der  Regel  nicbt  eingenommen;  vielmebr  bat  man  dem  Hamilton- 
scben  Prinzip  einen  moglicbst  groBen  Anwendungsbereicb  zuerkennen 
wollen.  Um  das  zu  erreichen,  spracb  man  eben  nicbt  das  Yariations- 
problem  (68),  sondern  die  Variationsformel  (67*)  der  integrierten 
Zentralgleicbung  als  Hamiltonsches  Prinzip  an  und  verlangte  fiir  die 
bierin  auftretenden  Yariationen,  daB  sie  bei  festgehaltener  Zeit  vor- 

77)  Zu  dieser  Fassung  vgl.  H.  Hertz,  Prinzipien  der  Mechanik,  Ges.  Werke 
III  (2.  Aufl.),  Leipzig  1910,  p.  23.  Die  Sachlago  kennzeichnet  der  folgende  Ver- 
gleich:  1st  in  einen  Biemannschen  Raum  En  eine  holonome  Mn_k  eingebettet, 
so  fallen  die  ngeodatischen"  Linien  dieser  Mn_k,  die  man  als  Kurven  mit 
parallel  iibertragener  Tangentenrichtung  definiert,  zusammen  mit  den  nkurze- 
sten"  Linien  der  Mn_k,  die  man  als  Extremalen  des  Variationsproblems 

/  ds  —  Extrem. 
kennzeichnet. 

1st  dagegen  in  dem  Miemannschen  Raum  En  eine  nichtholonome  M%~k 
eingebettet,  so  sind  die  durch  Paralleliibertragung  der  Tangentenrichtang  er- 
klarten  ,,geodatischenu  Linien  der  M%~k  verschieden  von  den  nkiirzesten"  Linien, 
die  man  als  Extremalen  des  Variationsproblems 


ds  =  Extrem. 
mit  den  nichtholonomen  Bedingungen  als  Nebenbedingungen  definiert. 
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zunehmen   seien   und   im   iibrigen    den  gleichen  Bedingungen  \vie  die 
virtuellen  Verruckungen  (vgl.  Nr.  3)  unterliegen  sollten.78) 

Hier  soil,  wie  gesagt,  die  Bezeichnung  Hamiltonsches  Prinzip  in  dem 
engeren  Sinne  verstanden  sein,  also  nur  auf  mechanische  Systeme  an- 
gewendet  werden,  bei  denen  die  Krdfte  aus  einem  Potential  entspringen 
und  die  Bedingungen  holonom  sind.  Es  mogen  dann  f'erner  die  zu- 
gehorigen  Nebenbedingungen  durch  geeignete  Einfuhrung  der  all- 
gemeinen  Koordinaten  von  vornherein  beseitigt  sein.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung  sagt  das  Hamiltonsche  Prinzip  aus,  es  ergeben  sich  die 
Bewegungsgleichungen  des  mechanischen  Systems  als  die  Eulerschen 
Gleichungen  des  Variatiosproblems 

*• 
(69)  /  (T—&)dt  =  Extrem. 


78)  Vgl.  0.  Holder,  Uber  die  Prinzipien  von  Hamilton  und  Maupertuis, 
Gott.  Nachr.  1896,  p.  122,  siehe  auch  Cl.  Scliaefer,  Prinzipe,  §  8.  Sollte,  wie  es 
die  Variation  der  klassischen  Variationsrechnung  erfordern  wiirde,  die  variierte 
Raumzeitlinie  den  vorgeschriebenen  Nebenbedingungen  genugen,  so  konnten  die 
Variationen  im  Falle  nicht  bolonomer  Bedingungen  keine  virtuellen  Verruckungen 
sein.  Holder  gibt  p.  126  zu,  daB  der  Name  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung 
bei  seiner  Art  der  Variation  im  Grunde  nicht  mehr  zum  Inhalt  paBt.  Weiter 
stellt  Holder  eine  neue  Variationsformel  auf,  von  der  aus  man  sowohl  zu  der 
Variationsformel  des  Hamiltonschen  Prinzips  wie  zu  der  des  unten  (Nr.  10)  be- 
bandelten  Euler -  Maupertuisechen  Prinzips  gelangen  kann.  Er  muB  dazu  aber  die 
Kunstlichkeit  hereinnebmen,  daB  er  einerseits  die  Variationen  der  Ortskoordinaten 
hinsichtlich  der  Nebenbedingungen  als  virtuelle  Verruckungen  wiihlt,  andererseits 
fur  die  Variationsformel  des  Integrals  dann  die  Zeitzuordnung  zwischen  je  zwei 
durch  eine  virtuelle  Verriickung  verknu'pften  Ortspunkten  willkurlich  festlegt, 
also  eigentlich  in  Widerspruch  mit  dem  Begriff  der  virtuellen  Verriickung  gerat. 
Cl.Schaefer  (Prinzipe  §11)  iibernimmt  dielf67der8cheFormel,  ohne  auf  diesen  inneren 
Widerspruch  hinzuweisen.  Auf  allgemeine  Koordinaten  iibertragt  die  Holderschen 
Uberlegungen  A.  Vofi,  Uber  die  Prinzipe  von  Hamilton  und  Maupertuis,  Gott. 
Nachr.  1900,  p.  322.  Ferner  erlautert  die  verschiedene  Art  der  Variation  L.  Maurer, 
Uber  die  Differentialgl.  der  Mech.,  Gott.  Nachr.  1905,  p.  91. 

Die  Schwierigkeiten  bei  einer  Anwendung  des  Hamiltonachen  Prinzips  im 
Falle  nichtholonomer  Bindungen  behandelt  ausfiihrlich  auch  G.  Morera,  Sulle 
equazioni  dinamiche  di  Lagrange,  Turin  Atti  38  (1902),  p.  121.  Er  untersucht 
unter  Heranziehung  der  bilinearen  Kovarianten  der  Pfaffscheii  Ausdriicke  (9), 
wann  die  Bervicksichtigung  der  Pfaffechen  Gleichungen  (9)  als  Nebenbedingungen 
des  Variationsproblems  im  Sinne  der  klassischen  Variationsrechnung  zu  der  rich- 
tigen  Form  der  Bewegungsgleichungen  fiihrt,  und  findet,  daB  das  dann  und 
nur  dann  eintritt,  wenn  die  P/a/fschen  Gleichungen  ein  vollstandig  integrables 
System  bilden. 

Neuerdings  hat  die  Frage  M.  Kerner ,  Le  principe  de  Hamilton  et  Fholo- 
nomisme,  Prace  mat.-fis.  38  (1931),  p.  1  wieder  behandelt,  ohne  wesentlich  Neues 
hinzuzufiigen. 
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ohne  weitere  Nebenbedingungen.  Die    unter  dem  Integral  auftretende 

Funktion 

(69  a)  L(ql)...,qn,q1,...,qn,t)=*T-$, 

die  Diiferenz  der  kinetischen  Energie  und  des  Potentials  der  Krafte,  ist 

von  E.  J.  Routh  als  Lagrangesche  Funktion'19}  ,  von  H.  v.  Helmholtz  als 

kinetisches  Potential*0}  bezeichnet.  Bei  Einfiihrung  dieser  Funktion  L  er- 

halten  die  Bewegungsgleichungen  des  mechanischen  Systems  die  Gestalt 


Der  Zusammenhang  dieser  Gleichungen  mit  dem  Variationsproblem 
(69),  der  auch  ihre  besondere  Gestalt  bedingt,  fuhrt,  wie  im  folgen- 
den  deutlich  werden  wird,  zu  wichtigen  Ergebnissen  fiir  ihre  Inte 
gration.  Insofern  ist  das  Variationsprinzip  den  Uberlegungen  an 
Hand  der  Differentialprinzipe  iiberlegen.  Auf  die  allgemeine  Form  der 
Lagrangescheu  Bewegungsgleichungen 

/dT\        oT 


lassen  sich  die  Ergebnisse  fiber  die  Integration  der  Gleichungen  (70) 
offensicbtlich  soweit  iibertragen;  als  sie  aus  der  Form  el  der  ersten 
Variation  (68  a)  entspringen,  die  ja  der  allgemeinen  Formel  (67)  der 
integrierten  Zentralgleichung  parallel  geht.  Die  Bedeutung  der  inte- 
grierten  Zentralgleichung  (67)  gegeniiber  der  urspriinglichen  Form  der 
Zentralgleichung  aus  Nr.  4  besteht  gerade  darin,  da6  sie  die  Uber- 
tragung  eines  Teils  dieser  Ergebnisse  ermoglicht;  denn  wie  sich  zeigen 
wird,  ist  fiir  die  Integrationstheorie  insbesondere  die  Formel  (67  b) 
wichtig,  die  einen  Sonderfall  der  sog.  Grenzformel  der  Variations- 
rechnung  vorstellt.  Um  diese  Grenzformel  allgemein  zu  erhalten?  er- 
streckt  man  das  Integral  des  Variationsproblems  (69)  iiber  eine  Extre- 
male,  d.  h.  fiber  eine  Raumzeitlinie  der  Bewegung,  die  zwei  vorgeschrie- 
bene  Raumzeitpunkte  Pl  (qW,  .  .  .,  qW,  tj  und  P2(q^\  .  .  .,  q®,  tt]  ver- 
bindet,  und  geht  zu  einer  zweiten  Extremale  tiber,  die  zwei  P,  bzw.  P2 
infinitesimal  benachbarte  Punkte  verbindet.  Es  ist  dann  die  Anderung 
des  Wertes  des  iiber  die  Extremale  erstreckten  Integrals 


dt,, 


79)  E.  J.  Bouih,  Dynamik  I,  p.  357. 

80)  H.  v.  Helmholtz,  Die  physikalische  Bedeutung  des  Prinzips  der  kleinsten 
Wirkung,    J.  f.  Math.  100  (1887),    p.  137  =  Ges.  Abh.  Ill,  p.  203;     vgl.  ferner 
H.  v.  Helmholtz,  Dynamik,  p.  359. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IT  1,  n.  38 
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eine    Beziebung,    aus    der    die    Formel  (67  b)    bervorgebt,    wenn    man 
8^  =  0,  6tz  ^  0  setzt. 

Die  in  dieser  Formel  (71)  auftretenden  GroBen  besitzen  unmittelbare 
mechanische  Bedeutung.  Denn  da  L  =  T  —  <2>  ist  und  die  Gescbwin- 
digkeitskomponenten  q  allein  in  T  auftreten,  so  sind  die  Ableitungen 


die  Impulskomponenien  des  mechanischen  Systems.  Wird  weiter 

/TON  T  '    u-L  •    v  -L  rr 

(73)  L  —  <?i  o^-  •  -  ----  Qn  -  •  -  —  —  H. 

ildq1  lncqn 

gesetzt,  so  laBt  auch  H  eine  anschaulicbe  mecbaniscbe  Deutung  zu. 
Ist  namlicb  zunacbst  T  eine  quadratiscbe  Form  der  Geschwindigkeits- 
komponenten  £p: 

T 

so  erbalt  man 


cL         .    3  T 

=  *> 


Also  ist  in  diesem  Falle 


bzw. 

(73a)  H==T  +  ®, 

d.  h.  H  ist,  (falls  T  und  0  die  Zeit  t  nicbt  explizit  enthalten,)  die 
Summe  der  kinetischen  und  der  potentiellen  Energie  des  Systems.  Ist 
andrerseits  T  eine  allgemeine  quadratiscbe  Funktion  der  g?: 

T=T0  +  T,  +  T,, 

so  gilt  at  |f  +  •'  '  +  2»f|  -  2T2  +  Tlt 

also  ^  —  «il^  ------  2.-?  =  (^o-  *)  -  T« 

0&  ^2n 

und  somit  ergibt  sicb  fiir  H  der  Ausdruck 

(73b)  H=Tt  +  (*  —  T9), 

der   sicb   ebenfalls   als  Gesamtenergie  des  Systems  ansprecben  laBt.81) 


81)  Vgl.  etwa   G.  D.  Birkhoff,   Dynamical   systems,   Kap.  I,  Nr.  6,   p.  14.   In 
der  Energiegleichung  (Leistungsgleichung) 


fallen   n'amlich   die  von    T,   herruhrenden   Qlieder  heraus,   falls  in  T  die   Zeit  t 
nicht  explizit  auftritt.   Andererseits  kann  man  von  vornherein  in 
L  =  T—  *  =  T,  +  1\  +  TO  —  * 


9.  Zyklische  Koordinaten.  Die  kanonische  Gestalt  d.  Bewegungsgleichungen.    571 

Bei  Einfiihrung  der  Impulskomponenten  p0  und  der  Energie  H  erhalt 
die  Grenzformel  (71)  die  Gestalt 

ti 
(71  a)        d/L  dt  —  (pj 


Es  ist  zweckmaBig,  die  Funktion  H  dabei  nicht  als  Funktion  von 
t,  q  ,  q  anzusehen,  sondern  die  Geschwindigkeitskomponenten  q  durch 
die  Impulskomponenten  p  za  ersetzen.  Im  Falle  (73  a)  ergibt  sich 
dann  da 


ist, 

n 

(74a)   H(PI,  . .  .,pn,  q1}  • . .,  qn,  f)  =  —  /Q<(J9®ap  P0~\~  *&($L\i  •  •  •>  9n>  0- 

i 
Im  allgemeinen  Falle  (73  b)  ist 

n  n  n 

i  ^i .  ar. 


und  also82) 


1 

9.   Zyklische    Koordinaten.     Die    kanonische    Gestalt    der    Be- 
wegungsgleichungen.  Die  Routh-Helmholtzsche  Transformation.  Aus 

der  Gestalt  (70)  der  Bewegungsgleichungen  wird  unmittelbar  anschau- 
lich,  daB  man  ein  erstes  Integral  dieser  Gleichungen  angeben  kann,  wenn 
eine  der  Koordinaten,  etwa  qn,  in  der  Lagrangeschen  Funktion  L  nicht 
auftritt.  Denn  dann  gilt 

(75)         1^=0,     also     -?:(«•?)=<)    Oder    ^  =  Const.  =  cn. 

vQn  dt  \dqj  2qn 

Da  nun  im  allgemeinen  eine  Koordinate   dann  in  dem  Ausdruck  der 

das  von  der  q^  freie  Glied  T0  mit  <&  vereinigt  denken,  also 

i=T2  +  T1-($-TcJ 
schreiben. 

82)  Vgl.  z.  B.  L.  P.  Eiserihart,  Dynamical  trajectories  and  geodesies,   Ann. 
of  math.  (2)  30  (1929),  p.  591. 

38* 
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Lagrangeschen  Funktion  nicht  selbst  auftritt,  wenn  zu  ihr  eine  in 
sich  zuriicklaufende  (zyklische)  Bewegung  gehort83),  so  hat  H.v.Helm- 
lioltz  fur  diese  Koordinate  den  Narnen  zyklisclie  Koordinate  vorgeschla- 
gen.84)  Man  hat  auch  den  Ausdruck  verborgene  Koordinate85)  gewahlt, 
der  der  von  W.  Thomson66}  (Lord  Kelvin)  benutzten  Bezeichnung  igno 
red  coordinate  nachgebildet  ist.  Von  grundlegender  Bedeutung  fur  die 
Integration  der  Bewegungsgleichungen  ist  es  nun,  wie  E.  J.  Ronth 
und  H.  v.  Helmholtz  wohl  unabhangig  voneinander  bemerkten 8T),  daft 
sick  vermoge  dcs  ersten  Integral*  (72)  das  System  der  Bewegungs 
gleichungen  (70)  auf  ein  analogcs  System  mil  nur  (n  —  1)  unbel;annten 
Funktionen  zuruckfuhren  la  fit,  das  tvieder  als  Fulersches  Gleicliungs- 
system  ans  einem  leicht  anzugebenden  VariationsproUem  entspringt. 

Denkt  man  sich  n'amlich  eine  Raumzeitlinie  der  Bewegung  des 
mechanischen  Systems,  also  eine  Integralkurve  der  Bewegungsglei 
chungen  (70)  in  der  (g, ,  ...,  </„,  f)-Mannigfaltigkeit  konstruiert,  so  hat 
offenbar  das  Fehlen  von  qn  in  den  Bewegungsgleichungen  (70)  zur 
Folge,  dafi  aus  jeder  Integralkurve  der  Gleichungen  (70)  wieder  eine 
Integralkurve  dieser  Gleichungen  entsteht,  wenn  man  sie  in  der  Mannig- 
faltigkeit  nach  der  #n-Richtung  urn  ein  beliebiges  Stuck  parallel  rait 
sich  verschiebt.88)  Die  Gesamtheit  der  oo271  Raumzeitkurven  ist  also 
in  der  Weise  angeordnet,  daB  je  oo1  Kurven  auf  einer  zylindrischen  Jf2 
liegen,  deren  ,,Erzeugende"  zur  #n-Richtung  parallel  sind,  und  zwar 
sind  diese  oo1  Kurven  Parallelkurven  auf  dem  Zylinder.  Wenn  man 
daher  alle  Integralkurven  parallel  zur  gn-Richtungrdh  die  n-dimensio- 
nale  (ql}  . . .,  qn_lf  ^)-Mannigfaltigkeit  projiziert,  so  besitzen  die  oo1 


83)  Z.  B.  spielt  bei  einem  umlaufenden  Schwungrad  der  Drehwinkel  qp  die 
Rolle  einer  solchen  Koordinate. 

84)  Insbesondere  bezeichnet  Helmlioltz  mechanische  Systeme  mit  einer  sol 
chen  Koordinate   als  monozyUiscli,  wahrend   er  mechanische  Systeme,   in   denen 
mehrere  Koordinaten   zyklisch   sind,  potyzyklixch  nennt.    H.  v.  Helmholiz,  Studien 
zur  Statik  monozyklischer  Systeme,  Berlin  Sit7,migsber.  1884,  p.  159;  J.  f.  Math.  97 
(1884),  p.  Ill  =  Ges.  Abhandl.  Ill  (1895),  p.  119,  auch  Helmholtz,  Dynamik,  p.  362. 

85)  Der  Ausdruck  verborgene  Koordinate  findet  weiter  unten  seine  Erklarung. 
Ebenso  die  in  England  noch  ubliche  (von  J.  J.  7'homson  eingefuhrte )  Bezeichnung 
kinosthenic  coordinate. 

86)  Vgl.  z.  B.  Thomson-Tait,  Natural  philosophy,  Bd.  I,  Nr.  319,  p.  320  [vgl. 
hierzu  auch°  IV  1  (A.  Vofl),  Nr.  26—28]. 

87)  Vgl  E.J.Routh,  Dynamik,  Bd.  II,  Kap.  10,  §  450,  p.  331;  H.  v.  Helm 
holtz,  Statik  monozyklischer  Systeme,  Ges.  Abhandl.  Ill,  p.  130  oder  auch  Dyna 
mik,  §  77,  p.  361. 

88)  Die  Gesamtheit  der  Integralkurven  gestattet  also  die  eingliedrige  Gruppe 
der  Parallelverschiebungen  in  der  qn-  Richtung.  Diese  Gruppe  ist  fur  die  Existenz 
des  ersten  Integrals  (75)  charakteristisch,  s.  unten  Nr.  25. 
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Kurven,  die  auf  demselben  Zylinder  liegen,  die  gleiche  Projektion,  so 
da6  man  in  der  Mn  der  qlf  .  .  .,  q/t_ltt  nur  oo2""1  Kurven  als  Pro- 
jektionen  der  Raumzeitlinien  der  Bewegung  in  dem  -Bn  +  1  der  q17  . . .,  qn,  t 
erhalt.  Offenbar  hat  nun  fiir  alle  Raumzeitlinien  des  -Rn  +  1,  die  auf 
dem  gleichen  Zylinder  liegen,  die  Integrationskonstante  cn  in  (72) 
den  gleichen  Zahlwert,  so  daB  man  aucli  jeder  Projektion  in  der  Mn 
einen  Zahlwert  cn  zuordnen  kann.  Diejenigen  Projektionen,  denen  der 
gleiche  Zahlwert  der  Konstanten  cn  zugehort,  niiissen  dann  innerhalb 
der  Gfesamtheit  der  oo2""1  Projektionen  eine  Schar  von  oc2"~2  Kurven 
bilden,  so  daB  diese  Gesamtheit  eingeteilt  erscheint  in  oc1  Scharen 
von  je  oo2w~2  Kurven.  Die  oo2n~2  Kurven  einer  solchen  Schar  von 
Projektionen  mit  festem  Zahlwert  von  cn  bilden  nun  gerade  wieder 
die  Extremalen  eines  Variationsproblems  mit  (n  —  1)  unbekannten 
Funktionen.  Um  das  zu  sehen,  bringt  man,  indem  man  die  Impuls- 
komponenten  p  den  Ortskoordinaten  q0  als  selbstandige  Veranderliche 
gegeniiberstellt,  die  Bewegungsgleichungen  (70)  in  die  Gestalt  eines 
Systems  von  2n  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  des  sog. 
kanonischen  Systems").  (Uber  die  historische  Entwicklung  vgl.  unten 
Nr.  14.) 

Schreibt  man  entsprechend  (73)  die  Beziehung  zwischen  H  und 
L  in  der  Gestalt 

(75a)       H(plf  . . .,  pn,  qlr  . . .,  qn,  t)  =  qlPl  -| 1-  qnpn  —  L, 

worin  jetzt  die  q0  als  Funktionen  von  pn,  qa,  t  anzusehen  sind,  so  liest 
man  die  Beziehungen 

(75V)  dH-a       8—=     -dL      d-^-     -^ 

dp<>     q«'    dqy  ~       a«7/    zt  ~     '  dt 

ab,  von  deuen  die  erste  Gruppe  nur  eine  andere  Form  der  Beziehungen 
(72)  ist,  die  Impuls-  und  Geschwindigkeitskomponenten  verkniipfen. 
Die  Bewegungsgleichungen  (70)  erhalten  dann  die  Gestalt 

dp<j    ,    dll ^ 

dt    '*~  dqg~ 

Zu  ihnen  tritt  noch  die  erste  Gruppe  der  Gleichungen  (75b),  die  die 
Verkniipfung  der  q^  und  p^  angeben.  Danach  lafit  sich  das  System  der 
Bewegungsgleichungen  (70)  durch  das  kanonische  System 

(76)  d^  =  dH      dP$  .      _dJH  _i 

dt        dp,.'      dt   '  d0  'L>  •••,") 


89)  Zu  dieser  von  C.  G.  J.  Jacobi  (vgl.  Note  sur  Fintegration  des  equ.  diff. 
de  la  dynamique,  Paris  C.  R.  5  [1837],  p.  61  =  Werke  IV,  p.  129,  insbes.  p.  135) 
eingefiihrten  Bezeicbnung  bemerken  Thomson-Tait,  Natural  phil.  I,  Nr.  319, 
p.  307:  nwhy  it  has  been  so  called  it  would  be  bard  to  say". 
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ersetzen90),  das  em  System  von  2n  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung  fiir  die  2n  unbekannten  Funktionen  p^(t),  q(>(t}  vorstellt.  Die 
besondere  Gestalt  dieses  Systems  1st  natiirlicb  durch  die  Form  be- 
dingt,  die  die  Bewegungsgleichungen  (70)  als  Eulersche  Gleichungen 
eines  Variationsproblems  haben.  Auch  aus  dieser  kanoniscben  Gestalt 
entspringen  demgemaB  besondere  Vorteile  fiir  die  Integration. 

1st   nun   insbesondere  qn  eine   zykliscbe  Koordinate,   so  ist  nach 

O   -r  O    TT 

(75  b)  wecren  C  ^  =  0  auch  °      =  0,  also  bat  das  kanoniscbe  System 

cqn  dqn 

das  erste  Integral 

(77)  pn=  Const.  =  CB. 

90)  Diese  kanonische  Gestalt  der  Bewegungsgleichungen  wurde  zuerst  bei 
einem  Sonderproblem  der  Storungstheorie  vou  J.  L.  Lcujrange  erreicht,  vgl.  Meca- 
nique  analytique  (2.  Aufl.  1811),  2.  part.,  sect.  5,  Nr.  14  =  (Euvres  XI,  p.  357. 
Auch  S.  D.  Poisson  stieB  bei  seinen  Arbeiten  zur  Storungsrechnung  auf  die  ka 
nonische  Form  der  Bewegungsgleichungen,  vgl.  S.  D.  Poisson,  Sur  les  ine~galites 
seculaires  des  moyens  mouvements  des  planetes,  J.  EC.  Polyt.  8  (1809),  p.  1. 
Allgemein  wurde  das  System  dann  von  A.  Cauchy,  Bull,  de  la  soc.  philomath. 
1819,  p.  10  und  W.  R.  Hamilton,  London  Philos.  Trans.  1835,  pt.I,  p.  95,  aufgestellt. 

Auch  bei  allgemeineren  mechanischen  Problemen  hat  man  die  kanonischen 
Gleichungen  angeschrieben.  So  Th.  PoscM,  Sur  les  equations  canoniques  des  systemes 
non  holonomes,  Paria  C.  R.  156  (1913),  p.  1829,  der  sie  fiir  Quasikoordinaten  aufstellt. 

Er  setzt 

.        dT* 

J°  =  a  CDP 

und  bildet  dann  , 


wobei  T  eine  Funktion  der  J^  werden  soil.  Wird  dann 

#=  T+  $ 
gesetzt,  so  erhalt  man  als  Analogon  des  kanonischen  Systems 


»—  Sf^1        dt    - 

Daraus  kann  man  auch,  wenn  H  von  t  unabhangig  und  die  Definitionsgleichungen 
der  «e  ron  t  unabhangig  sind,  das  Energieintegral  H  =  k  herleiten.  Ubrigens  hat 
bereits  G.  Hamel,  Die  Lagrange-Eulerschen  Gleichungen  der  Mechanik,  Ztschr. 
Math.  u.  Phys.  50  (1904)  p.  1  (insbes.  p.  17,  FuBnote)  diesen  Gedanken,  die  Be 
wegungsgleichungen  fur  Quasikoordinaten  in  kanonische  Gestalt  umzusetzen,  aus- 
gesprochen. 

Ein  formaler  Ansatz  zu  kanonischen  Gleichungen  bei  nichtholonomen  Be- 
dingungen  auch  bei  J.  Quanjel,  Palermo  Rend.  22  (1906),  p.  263.  Bereits  E.  Dauthe- 
ville,  Bull.  Soc.  math.  Fr.  37  (1909),  p.  120  setzt  unter  der  Voraussetzung  der 
Existenz  eines  Potentials  fur  die  Krafte  die  Appelhclcien.  korrigierten  Lagrangesclaen 
Gleichungen  formal  in  die  kanonische  Gestalt.  Vgl.  ferner  M.  Bilimowitsch,  Sur 
les  transf.  canon,  des  e"qu.  du  mouv.  d'un  syst.  non  holonome,  Paris  C.  R.  158 
(1914),  p.  1064. 


9.  Zyklische  Koordinaten.  Die  kanonische  Gestalt  d.  Bewegungsgleichungen.    575 

Setzt  man  diesen  Wert  von  pn  in  H  ein,  so  treten  in  H  nur  noch  die 
2n  —  1  Veranderlichen  plf  .  .  .tpn_i]  q1}  .  ..,  qn_i]  t  auf,  und  man  kann 
das  kanonische  System  (76)  mit  2n  unbekannten  Funktionen  in  der 
Weise  losen,  daB  man  zunachst  das  kanonische  System  mit  2(n  —  1) 
unbekannten  Funktionen 

fin    \  dq0        dH       dp0  dH  ix 

(7  /a)  -ff-  =  „—,     •-£*  =  -  (p  =  l,  ....  w  —  1) 

dt         dp(j        dt  dq^ 

lost,  wo  in  H  fur  pn  die  Konstante  cn  eingefuhrt  ist,  und  dann  aus 
der  Gleichung 

' 


wo  die  rechte  Seite  jetzt  eine  bekannte  Funktion  der  Zeit  t  ist,  qn 
durch  eine  Quadratur  als  Funktion  der  Zeit  ermittelt. 

Die  Integration  des  kanonischen  Systems  (7  7  a)  mit  den  2(n  —  1) 
unbekannten  Funktionen  pl  (i),  .  .  .,  pn_i(f),  <?i(0>  •  •  •)  (Zn-iOO  ^  a^er 
nichts  anderes  als  die  Bestimmung  der  Projektionen  ql  (£),  .  .  .,  (?„_](£) 
der  Raumzeitlinien  der  Bewegung  auf  die  (q1}  .  .  .,  qn_i,  ^)-Mannigfaltig- 
keit,  von  denen  oben  die  Rede  war,  und  zwar  derjenigen,  die  zu  dem 
gewahlten  Zahlwert  von  cn  gehoren.  Die  Quadratur  (77  b)  liefert  dann 
die  Funktion  qn(f)  dazu91),  also  zu  jeder  Projektion  die  Raumzeit- 
linie  selbst. 

Wenn  man  nun  die  Transformation,  die  die  Eulerschen  Gleichungen 
(70)  in  das  kanonische  System  (76)  umsetzte,  riickwarts  ausfiihrt  und 
auf  das  kanonische  System  (7  7  a)  anwendet,  also  aus 

dH 
Qn  —  o  ip  =  1.  .  .  .,  n  —  1) 

f        dpy 

die  p1  ,  •••,pn_i  berechnet  und  dann 

(78)   L*(ql,...,qn_l,qv...,qn_l,t,cn)  —  Ag-^  -----  ^  p—1  /p^_     ~H 

bildet,  so  erhalt  man  aus  dem  kanonischen  System  (77  a)  das  System 
der  (n  —  1)  Differentialgleichungen  z  welter  Ordnung 


/7Q-\ 

d 

die  als  Eulersche  Gleichungen  zu  dem  Variationsproblem 

«. 
(79a)  L*(q1L,...,qn,l)  g1,...,qn_1,  t,  cn}dt  =  Extrem. 


91)  Wobei  die  additiv  auftretende  Integrationskonstante  eben  besagt,  da6 
man  durch  Parallelverschiebung  in  der  gn-Richtung  aus  einer  Raumzeitlinie  eine 
einparametrige  Schar  erhalt. 
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gehoren.  Der  Vergleich  von  (78)  und  (73)  zeigt,  daB 
(79b)      L*(qlt...,  qn_lt  q1}  .  .  .,  qn_l}  t,  cj 


=  L(&,~;  'in,  <li,  •  •  -,  2»_i,  0 


.    dL 


ist,  wobei  auf  der  rechten  Seite  fiir  qn  die  Funktion  von  q1}  ...,q 
#17  •  •  •)  1n-  i>  t  einzusetzen  ist,  die  sich  aus 

(79c)  £rn  =  c« 

berechnet.92) 


92)  DaB  die  Projektionen  der  Extremalen  des  Variationsproblems  (69)  mit 
den  gleichen  Werten  von  cn  sich  als  Extremalen  des  Variationsproblems  (79  a) 
ergeben,  ist  auch  leicht  direkt  einzusehen,  etwa  in  folgender  Weise  :  Hat  man 
ein  Stuck  einer  Extremale  von  /  L  dt  =  Extrem.  ,  so  kann  man  die  Extremale 
durch  die  Projektion  e  gegeben  denken  und  qn(t)  aus  der  Gleichung  (79  c)  durch 
eine  Quadratur  dazu  bestimmen.  Es  ist  nun 


dt  = 


/ 


Fig.  1. 


L  dt  = 


wobei  das  letzte  Integral  utter  die  Pro 
jektion  genommen  werden  kann,  da  qn 
darin  nicht  auftritt.  Ersetzt  man  nun 
die  Projektion  e  durch  eine  andere,  die 
Punkte  ITj  und  U2  verbindende  Kurve  e , 
so  gehort  dazu  eine  bestimmte  Funk 
tion  qn(t),  die  man 'aus  (79c)  bestimmt, 
und  somit  eine  [durch  Pl  gehende] 
Kurve  in  der  (ql ,  .  .  . ,  qn,  £)-Mannigfaltig- 
keit,  die  auf  der  Geraden  JI2  P^  enden 
muB.  Der  Endpunkt  moge  P*  sein,  die 
Kurve  sei  E .  Offenbar  gilt  dann  zunachst 


cnqn)  dt  = 


Andererseits  ist  langs  der  Geraden  PSP*  nur  qn  veriinderlich,  so  daB  das  liings 
der  Geraden  erstreckte  Integral 


P* 

ist.    Erstreckt  man  daher  das  Integral  J"L  d  t  tiber  den  gebrochenen  Weg  Pl  P* 
und  P*P,  ,  so  ergibt  sich 

772 


flf 

n* 


Dies  mufl  aber  groBer  sein  ale  das  iiber  die  Extremale  Pl  Pt  erstreckte  Integral, 
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Diese  Transformation  (79  b),  (79  c),  die  den  Integranden  des  neuen 
Variationsproblems  liefert,  ist  es,  die  man  als  Transformation  von 
Routh1*)  oder  auch  als  Transformation  von  Helmholtz80}  bezeichnet. 
Ubrigens  ist  leicht  ersichtlich,  wie  analog  zu  verfahren  ist;  wenn  zwei 
oder  mehrere  zyldisclie  Koordinaten  vorhanden  sind.93) 

In  dem  praktisch  wichtigsten  Falle,  da6  in  L  =  T  —  0  die  Jcine- 
tische  Energie  T  eine  quadratische  Form  der  q  ist,  liefert  die  Bezie- 
hung  (79  c)  qn  als  linearen  (aber  nicht  homogenen)  Ausdruck  in  den 
'(h>  •  •  •)  <?»-!•  Setzt  man  nach  (79b)  in 

L*  =  T  —  $  —  qncn  =  T*—&, 

fur  qn  den  berechneten  Wert  ein,  so  wird  die  Funktion 

T*  =  T-q/tcn 

nicht  mehr  eine  quadratische  Form  der  q1}  .  .  .,  qn_-i,  sondern  ein  all- 
gemeiner  quadratischer  Ausdruck  in  den  g1?  .  .  .,  qn_lf  in  dem  auch 
ein  von  den  Geschwindigkeitskomponenten  linear  abhangiges  Glied  und 
ein  von  ihnen  ganz  freies  Glied  auftritt.  Offensichtlich  konnte  man 
das  von  dem  Geschwindigkeitskomponenten  q17  .  ..,  qn_l  freie  Glied  aus 
T  herausnehmen  und  mit  der  Funktion  <&  vereinigen.  Es  hat  daher 
den  Charakter  ernes  Potentials.  Von  hier  aus  kann  man  versuchen, 
die  aus  einem  Potential  entspringenden  eingepragten  Krafte,  die  an 
dem  inechanischen  System  wirksam  sind,  rein  kinetisch  zu  deuten  [vgl. 
hierzu  IV  1  (A.  Vofi\  Nr.  27  u.  28].  Man  muB  dazu  das  Potential  der 
eingepragten  Krafte  auffassen  als  ein  Glied  der  kinetischen  Energie 

80    dafi  TLi  PI  TJ^ 

CL*dt  +  cn  (q™  -  3«>)  >  fa  dt  =  C 

t/f  /  tx  ^ 

HI  ^          HI 

und  also 

lfdt 


C 

e 


wird,  d.  h.  die  Projektion  e  ist  Extremale  des  Variationsproblems  (79  a). 

93)  Sind  qk+1  ,  qk+i,  .  .  .,  qn  zyklische  Koordinaten,    so  ware  L*  =  T*  —  $, 
wobei  in  Verallgemeinerung  von  (79b) 

(a)   T*=T—  ck+lqk  +  l  -----  cnqn 

zu  setzen  ist.  Die  Umrechnung  hat  hier  so  zu  erfolgen,  daB  man  qk+l,  .  .  .,  qn  aus 
den  Gleichungen 

ck+i  —  (0*+i,i2i  H 


H 

berechnet  und  die  gefundenen  Werte  auf  der  rechten  Seite  von  (a)  einsetzt.  Vgl. 
hierzu  auch  L.  Koenigsberger,  Das  Prinzip  der  verborgenen  Bewegung,  Heidel 
berg  Sitzungsber.  3  (1912),  Nr.  10. 
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des  Systems,  das  von  einer  nicht  erkannten  zyklischen  Bewegung  herriihrt, 
und  kann  so  eine  Mechauik  aufzubauen  versuchen,  aus  der  der  Kraft- 
begriff  ganz  eliminiert  wird.  In  diesem  Sinne  hat  H.  Hertz9*}  in  der  Tat 
das  Programm  aufgestellt,  die  potentielle  Energie  durch  die  zyklische 
Bewegung  verborgener  Massen,  die  zu  den  sichtbaren  Massen  hinzu- 
treten,  zu  erklaren,  ein  Programm  freilich,  dessen  wirkliche  Durch- 
fiihrung  nicht  eben  mit  groBem  Erfolge  in  Angriff  genommen  ist. 
Diese  Deutung  hat  auch  den  englischen  Namen  der  ignored  coordi 
nate  bzw.  die  Bezeichnung  der  verborgenen  Koordinate  veranlaBt.  Be- 
sonders  wichtig  ist  dabei  der  Pall,  daB  die  nichtzyklischen  Koordi- 
naten  sich  so  langsam  in  der  Zeit  t  andern,  daB  in  der  kinetischen 
Energie  die  zugehorigen  Geschwindigkeitskomponenten  in  Naherung 
gleich  Null  gesetzt  werden  konnen.  Fiir  ein  solches  mechanisches 
System  hat  man  den  Namen  zyldisclies  System  vorgeschlagen95),  da 
die  nichtzyklischen  Koordinaten  dann  nur  noch  die  Rolle  von  Para- 
metern  spielen.  Die  linearen  Glieder  in  T*  werden  als  gyroskopische 
Glieder  bezeichnet,  weil  bei  gewissen  Bewegungen  von  Kreiseln  zy 
klische  Bewegungen  in  besonders  kennzeichnender  Weise  auftreten  und 
man  daher  hier  die  Glieder  in  den  Bewegungsgleichungen,  die  von 
dem  Teil  der  kinetischen  Energie  herriihren,  der  in  den  Geschwindig 
keitskomponenten  linear  ist,  besonders  anschaulich  zu  deuten  verstand.9fi) 


94)  H.  Hertz,  Prinzipien  der  Mechanik,  2.  Buch,  Ab8chn.5,U  =  WerkeIII,p.252. 

95)  Vgl.  H.  Hertz,  Prinzipien  der  Mechanik,  2.  Bucb,  Abschn.5, 1  =  Werke  III, 
p.  235." 

Man  spricht  iibrigens  hier  auch  bereits  dann  von   zyklischen   Koordinaten, 
wenn  keine  Kraftefunktion  existiert,  also  die  Bewegungsgleichungen  die  Gestalt 

d  /aA_ar  } 

dt  \dqj      dq,, 

besitzen,  und  zwar  bezeichnet  man  in  diesem  Falle  eine  Koordinate  qn  als  zy- 
klisch,  wenn  qn  in  der  kinetischen  Energie  T  selbst  nicht  auftritt,  so  daB  die 
zugehorige  Bewegungsgleichung 

-<^-W<? 

dt\HJ  d 

lautet.    Bleiben  bei   der  Bewegung    alle    zyklischen  Impulse  ^also  z.E.pn=  ^     j 

konstant  (Qn  =  0),  so  heiBt  die  Bewegung  adiabatisch.  Bleiben  dagegen  die  Ableitungen 
der  zyklischen  Koordinaten  (die  zyklischen  Geschwindigkeitskomponenten)  kon 
stant,  so  wird  das  System  als  isozyklisch  bezeichnet.  Diese  Bezeichnungen  sind 
von  HelmhoUz  eingefiihrt,  der  versucht  hat,  unter  Heranziehung  von  zyklischen 
Koordinaten  fur  die  Gesetze  der  Thermodynamik  eine  mechanische  Deutung 
zu  geben.  (In  den  Studien  zur  Statik  monozyklischer  Systeme,  vgl.  84).) 

96)  Man    hat    diese    Glieder    dem    System    wirkender    Krafte    zugerechnet 
und   sie    entsprechend    als  gyroskopische   Beaktionskrafte   angesprochen,    die    von 
verborgenen    Kreiselbewegungen   herruhreu,   vgl.   W.  ThomsoJi   and   P.   G.   Tait, 
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Aber  vom  Standpunkt  dieses  Artikels  liegt  die  Sedeutung  der 
zyldischen  Koordinaten  niclit  in  der  hiermit  angedeuteten  Richtung. 
Vielmehr  sind  sie  hier  deshalb  wichtig,  weil  sie  eine  Moglichkeit  er- 
offnen,  das  System  der  Bewegungsgleichungen  zu  vereinfachen.  An 
dem  Vorbild  der  Elimination  der  zyklischen  GeschwindigJceitsJcomponenten 
lafit  sicli  die  systematisclie  Integrationstheorie  orientieren.  Auch  die  Kennt- 
nis  eines  beliebigen  ersten  Integrals  laBt  sich  namlich  in  ahnlicher  Weise 
auswerten  wie  die  Konstanz  eines  zyklischen  Impulses.  Ebenso  iiber- 
tragt  sich  die  bei  einer  zyklischen  Koordinate  so  einfaclie  Beziehung 
zwischen  einer  eingliedrigen  Transformationsgruppe  und  der  Konstanz 
des  zyklischen  Impulses  auf  allgemeinere  Falle.  Ein  erstes  Integral 
der  Bewegungsgleichungen  und  eine  eingliedrige  Transformations 
gruppe,  die  die  Gesamtheit  der  Raumzeitlinien  in  sich  iiberfiihrt7  be- 
dingen  sich  gegenseitig  (vgl.  unten  Nr.  25).  Wie  die  Gruppentheorie 
lehrt,  besitzt  jede  eingliedrige  Transformationsgruppe  eine  Normal- 
form,  in  der  sie  als  eine  Parallelverschiebung  nach  einer  Koordinaten- 
richtung  erscheint.  Die  Koordinatentransformation,  die  diese  Normal- 
form  der  Gruppe  herstellt,  muB  daher  gleichzeitig  dem  System  der  Be 
wegungsgleichungen  eine  Form  geben,  in  der  die  zugehorige  Koordi 
nate  eine  zyklische  Koordinate  wird.  Dabei  muB  gleichzeitig  das  zu 
gehorige  erste  Integral  eine  Gestalt  annehmen,  in  der  es  die  Konstanz 
des  zugehorigen  zyklischen  Impulses  zum  Ausdruck  bringt.  Behandelt 
sind  in  dieser  Weise  zunachst  die  Integrale,  die  linear  in  den  Ge- 
schwindigkeitskomponenten  q  sind96*)  (vgl.  unten  Nr.  29). 

Fur  diese  Beziehung  zwischen  Gruppen  und  Integralen  der  Be 
wegungsgleichungen  sind  allerdings  die  zyklischen  Koordinaten  in  be- 

Natural  philosophy  I,  Nr.  345VI,  p.  392.  Diese  Deutung  der  Glieder  als  Krafte 
ist  iibrigens  der  Grund  fur  die  Bezeichnung  kinosthenic  coordinate. 

Bemerkt  werde  noch  folgendes:  Wiirde  man  nicht  in  T*,  sondern  in  T  selbst 
die  Ableitungen  der  zyklischen  Koordinaten  qk+l ,  .  .  . ,  qn  durch  die  konstanten 
zyklischen  Impulse  cfc+1 , .  .  .,cn  ersetzen,  so  wurde  T  nach  der  Umrechnung  die 
Summe  zweier  quadratischer  Formen  sein,  von  denen  die  erste  eine  quadratische 
Form  der  Geschwindigkeitskomponenten  ^  ,  .  .  . ,  qn_k  der  nichtzyklischen 
Koordinaten  und  die  zweite  eine  quadratische  Form  der  zyklischen  Impulse 
cn—k+ 1 »  •  •  •  i  cn  i8'-  In  ^en  2o  lineare  Glieder  wiirden  nicht  auftreten.  Vgl. 
Thomson-  Tait,  Natural  philosophy  I,  Nr.  319,  p.  322. 

Auch  wenn  die  qk  + !,...,  qn  nicht  zykliche  Koordinaten  sind,  kann  ein 
soldier  Ersatz  der  qk  +  x , .  .  . ,  qn  in  T  durch  die  zugehorigen  Impulse  zweckmaBig 
sein.  Vgl.  A.  B.  Basset,  Quat.  J.  38  (1907),  p.  367. 

96  a)  W.Woronetz,  Transformation  der  dynamischen  Gleichungen  mittels 
linearer  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  (russisch),  Kiew  1906.  Bei  einem 
linearen  Integral  hat  man  insbesondere  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transforma- 
tionen  allein  der  Ortskoordinaten. 
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sonderer  Weise  ausgezeichnet.  Treten  uamlich  in  einem  mechanischen 
Problem  mehrere  (etwa  k)  zyklische  Koordinaten  auf  und  hat  man 
entsprechend  k  erste  Integrale,  so  bilden  die  k  eiugliedrigen  Gruppen 
der  Parallelverschiebungen  in  Richtung  der  einzelnen  zyklischen  Ko 
ordinaten  in  ihrer  Gesamtheit  eine  k-gliedrige  Gruppe.  Hat  man  da- 
gegen  k  beliebige  erste  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  so  be- 
stimmen  die  k  eingliedrigen  Gruppen,  die  zu  den  einzelnen  Integralen 
gehoren,  im  allgeineinen  keineswegs  eine  fc-gliedrige  Gruppe,  da  die 
dazu  notwendigen  Bedingungen  [vgl.  II  A  6  (L.  Maurer  und  H.  Burk- 
hardf),  Nr.  5]  nicht  erfiillt  zu  sein  brauchen.  Dies  tritt  nur  dann  ein, 
wenn  die  k  Integrale  zueinander  in  Involution  sind  (vgl.  unten  Nr.  2(>). 
Die  durch  Konstantsetzen  der  k  zyklischen  Impulse  erhalteneu  ersten 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen  stellen  also  k  in  Involution  liegende 
Integrale  vor. 

10.  Das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion.  Tritt  die  Zeit  t  nicht 
explizit  in  der  Lagrangesclaen  Funktion  L  auf,  so  kann  sie  nach  (75 b) 
auch  in  H  nicht  auftreten.  Wie  man  an  Hand  des  Systems  (76)  der 
kanonischen  Gleichungen  sogleich  erkennt,  ist  dann 

(80)  H(pi}...,pn,  &,...,  O  =  Const-  =  fc       . 

ein  erstes  Integral  des  kanonischen  Systems97),  also 

(80a)  L-*l£ «-|E  — * 

ein  erstes  Integral  der  Lagrangescheu  Bewegungsglei'chungen  (70),  und 
zwar  ist  es  nach  der  Bedeutung  von  H  das  Energieintegral.  Das  Auf 
treten  des  Energieintegrals  als  erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen 
ist  hiernach  verkniipft  mit  der  Tatsache,  daB  t  nicht  explizit  in  L  bzw. 
H  auftritt,  d.  h.  daB  in  den  Bewegungsgleichungen  t  nur  als  Differen 
tial  dt  auftritt  und  daher  die  Gesaintheit  der  Raumzeitlinien  der  Be- 
wegung  durch  eine  ,,Parallelverschiebung"  in  der  Zeitrichtung  in  sich 
iibergehen  muB.98)  Wie  man  sieht,  spielt  die  unabhangige  Verander- 

97)  In  der  Tat  ist 

dH_dJ^dPl  dHdpn       8JI  dq,  dH  dgn^Q 

~dt~3Pl     dt "  ^  dpn    dt^dq,     dt  T~Zqn    dt 

wie  man  durch  Heranziehnng  des  kanonischen  Systems  unmittelbar  erkennt. 

98)  Diese  Deutung  hat  man  bewuBt  erst  gemacht,   seitdem  man  durch  die 
Relativitatstheorie   daran   gewohnt   ist,    die   Ortskoordinaten   und    die  Zeit  bzw., 
was  auf  dasselbe  hinauslauft,  Impuls  und  Energie  als  gleichartig  anzusehen. 

DaB  die  Konstanz  der  Energie  bei  nichtexplizitem  Auftreten  der  Zeit  durch- 
aus  der  Konstanz  der  zu  einer  zyklischen  Koordinate  gehorigen  Impulskompo- 
nente  entspricht,  sieht  man  unmittelbar,  wenn  man  das  Variationsproblem  des 
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liche  t  eine  entsprechende  Rolle,  wie  in  der  vorigen  Nummer  die  Ko- 
ordinate  qn.  Die  Zeit  t  ist  also  hier  eine  Art  zyldischer  Koordinate.  Je 
oo l  Raumzeitlinien  liegen  auf  der  gleichen  zylindrischen  M2  mit 
Erzeugenden  parallel  der  ^-Richtung,  die  in  der  Mn  der  Ortskoordi- 
naten  g1?  .  ..,([„  die  zugehorige  Bahnkurve  ausschneidet.  Mecha- 
nisch  bedeutet  das  Auftreten  des  Energieintegrals  also,  daB  jede 
Bahnkurve  auf  oo1  Arten  durchlaufen  werden  kann.  Da  zu  alien  Raum 
zeitlinien  auf  demselben  Zylinder  der  gleiche  Zahlwert  der  Energie- 
konstanten  A;  gehort,  so  gehort  zu  jeder  der  oo2""1  Bahnkurven  ein 
Zahlwert  von  /<;,  so  daB  ein  fester  Zahlwert  von  A;  je  oo2n~2  Bahn 
kurven  aussondert  und  die  Gesamtheit  der  Bahnkurven  in  oo1  Scharen 
von  je  oo2""2  Bahnkurven  mit  einem  festen  Zahlwert  der  Energie- 
konstanten  eingeteilt  erscheint. 

Nun  sind  auch  hier  die  oo^""2  Bahnkurven  einer  solchen  Schar 
die  Extremalen  eines  Variationsproblems,  das  aus  dem  Variations- 
problem  des  Hamiltonschen.  Prinzips  durch  Elimination  der  Zeit  her- 
vorgeht.  Es  wird  dadurch  dem  Hamiltonsch-en  Variationsprinzip  fiir 
die  Raumzeitlinien  ein  Variationsprinzip  fur  die  ^Bahnkurven  gegen- 
iibergestellt,  das  sog.  Prinzip  der  Meinsten  Wirkung. 

Der  Ubergang  zu  diesem  neuen  Variationsproblem  erfolgt  auch 
hier  zweckmaBig  von  dem  kanonischen  System  (76)  aus.98a)  Gibt  man 
namlich  dem  Energieintegral  (80)  die  Gestalt 

(81)  H*(pi,  ...,pn,q^.. .,  qn,  fc)  =  H(Pi ,  . . .,  pn,  ?1,  . . .,  3n)  -  k  =  0, 


Hamiltonechen  Prinzips,  das  in  der  Form  (68  a)  ein  Funktionenproblem  der  Varia- 
tionsrechnung  vorstellt,  durch  Einfuhrung  eines  Parameters  u  in  ein  Parameter- 
problem  umsetzt: 


Extrem. 


=  /  L(q[,  .  .  .,  g,j,  t',  ^!,  •  •  .,  2,j)  du  = 


Da  t  in  diesem  Parameterproblem  zyklische  Koordinate   ist,   hat  man  das  erste 
Integral 

-—  -  =  Const.  =  —  &, 
ot 

oder  da 

dL       T  .  ,dL  .  8L  . 

w  =  LU,  •  •  -,  «.,  «„  -  •  -,  a,)  -  3-  1,  -       -  ^ln  in 

ist,  nach  (73) 

JT=Jfc. 

98  a)  Worauf  C.  Carathe'odory  den  Verf.  aufmerksam  machte;  vgl.  hierzu 
auch  F.  D.  Murnaghan,  The  principle  of  Maupertuis,  Washington  Proceed,  of 
the  Acad.  17  (1931),  p.  128. 
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so  laBt  sich  das  kanonische  System  (76),  das  man  jetzt 

,  dH*  2H*          cH*  dH* 

(82)  dq<  :••  •:  da   :  dp.  :•-•:  dp.  =  -~ —  :•••:-       :  —   ^      :  •  •  •  : 5 

8  Pi  dpn  dql  cqn 

schreiben  kann,  auffassen  als  kanonisches  System  zu  einem  Parameter- 
problem  der  Variationsrechnung99}: 


99)  Da  in  den  Artikeln  II  A  8  (A.  Kncser)  und  II  A  8  a  (E.  Zermelo  —  H.  Hahri) 
die  hier  erforderlichen  Uberlegungen  aus  der  Variationsrechnung  nicht  unmittel- 
bar  zu  finden  sind,  mogen  sie  kurz  zusammengestellt  werden. 

Ks   sci 


(1)  ffa  ,  .  .  .  ,  <?„',  q,  ,  .  .  .  ,  qn)  d  u  =  Extrem. 

wo  f  homogen  erster  Ordnung  in  den  g0' 


ist,  ein  Parameterproblem  der  Variationsrechnung  mit  den  Enlerechen  Gleichungen 
(3)  £( 


(die  nicht  unabhangig  voneinander  sind).    Setzt  man  hier 

df  8f 

(4)  A-^—  A-sg, 

BO  lassen  sich,  da  die  rechten  Seiten  homogen  der  Ordnung  Null  in  den  q[,  .  .  .,q£ 
sind,  die  ?i,...,g^  eliminieren,  und  man  erhalt  eine  Beziehung 

(5)  H(Pl,...,pn,  2l,...  ,gw)  =  0, 
(wobei  die  Gestalt  der  Funktion  if  nicht  vollig  festgelegt  ist). 

Da  hiernach  , 


gleichbedeutend  mit  den  aus  (2)  und  (4)  folgenden  Gleichungen 

q\8Pl  +•>•  +  q'nSpn  -  j£  S&  -----  ^£  d?n  =  0 
ist,  so  gelten,  wenn  Z  ein  Proportionalitatsfaktor  iet,  die  Beziehungen 


(6)    - 


die  (ihrem  Wesen  nach)  zuerst  von  W.  E.  Hamilton  (vgl.  unten  Nr.  13)  gefunden  sind. 
Damit  lassen  sich  daun  die  .EWerschen  Gleichungen  (3)  in  das  kanonische  System 


uberfuhren. 

Hat  man  nun  umgekehrt  ein  kanonisches  System  der  Form  (7)  mit  der  Be- 
ziehung  (5),  so  gehort  zu  ihm  ein  Parameterproblem  der  Variationsrechnung  von 
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(83)  f(qt,  . .  ,  g;,  ft, . . .,  O  dw  ==  Extrem. 

Man  erhalt  den  Integrauden  f]  indem  man  zunachst  nach  (74  b) 


(84) 


,' ;  oa-    

M      "      ^  

-I  f\  <Y) 


1 

ansetzt  und  daraus 

i 

berechnet.  Geht  man  mit  diesen  Werten  in  H*  =  0  hinein,  so  findet 
man 


i    l  ^H  ,    ,   ,    I  ^         i 

2 


oder 

(84b) 


Danach  ergibt  sicli  dann  /  vermoge 

f 

auf  Grund  von  (84  a)  zu 


oder  weiter  nach  (84  b) 


Somit  findet  man  als  Prinzip  derEeinsten  Wirkung  dasVariationsproblem 


(85)  f\90odqa+(2k-(^-^g^,ag^dqQdq  \  «  Extrem., 
^    i  i 

der  Gestalt  (1),  das  man  in  folgender  Weise  gewinnt:  Aus  der  ersten  Gruppe 
der  Gleichungen  (7)  bestimmt  man  die  p*  in  Abhangigkeit  von  den  g_^...^qn, 
q[  ,  .  .  .  ,  q^  und  von  2,  und  ermittelt  zunachst  ^,,  indem  man  mit  dem  gefundenen 
Werte  der  p^  in  die  Beziehung  (5)  hineingeht.  Dann  setzt  man  entsprechend 
(2)  f  in  der  Form 

(8)  A«i,  •  •  -,  S«,  «i,  •  •  -,  «w)  =  ft  2i'  H  -----  h  ^2n 
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dessen  Extremalen  die  BahnJcurven  sind.  Dabei  sind  die  g00,  gQt)  und  g 
Funktionen  der  Ortskoordinaten  qi}  .  .  .,  qn  allein  und  unabhangig  von 
der  Zeit  t. 

1st  insbesondere  die  kinetische  Energie  T  erne  quadratische  Form 
der  q  ,  also  die  Mn  der  Koordinaten  ql}  ...,  qn  ein  Riemannseher  Raum 
mit  dem  Bogenelement 


so  erhalt  dieses  Variationsproblem  die  Gestalt 
(86)  fy~2  (k  —  &}ds==  Extrem. 

Auf  Grund  des  Energieintegrals  laBt  sich  nachtraglich  den  einzelneu 
Punkten  der  Bahnkurve,  die  sich  als  Extremale  dieses  Variationspro- 
blems  (85)  bzw.  (86)  ergibt,  die  Zeit  t  durch  die  Differentialbeziehung 


bzw.  fiir  (86)  durch 

(S1&]  dt  =  ~ 

]/2  (A  —  *) 
zuordnen.99a) 

Das  Variationsproblem  (86)  fiir  die  Bahnkurven  ist  das  Prinzip 
der  Meinsten  Wirkung  in  derjenigen  Form,  die  es  durch  C.  G.  J.  Jacobi 
erhalten  hat  10°)  [vgl.  IV  1  (A.  Fo/8),  Nr.  44].  Historisch  wurde  das  Prinzip, 
wenn  auch  in  sehr  unklarer  (ja  geradezu  falscher)  Form  zuerst  von 
M.  de  Maupertuis  ausgesprochen.  [Fur  die  historische  Entwicklung 
vgl.  IV  1  (A.  Vofy,  Nr.  43  und  44.]  L.  Euler  gab  ihm  dann  zuerst 
an  einem  Beispiel  die  prazise  Formulierung:  Die  Raumzeitkurven  der 
Bewegung  ergeben  sich  als  die  Extremalen  des  Variationsproblems 

(88)  f  2  Td  t  ==  Extrem., 

99  a)  Auch  bier  laBt  sich  durch  erne  Uberlegung  analog  der  von  92)  direkt  zeigen, 
daB  die  Projektionen  der  Extremalen  des  Hamiltonschen  Prinzips  auf  die  raumliche 
Mn  den  &,...,  qn  die  Extremalen  des  Variationsproblems  (85)  bzw.  (86)  sind. 

100)  Vgl.  C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen,  6.  Vorles.  =  Werke  Supp.-Bd.,  p.  43. 
Durch  diese  Jacobische  Form  des  Prinzips  wird  die  Aufgabe,  die  Bahnkurve 
eines  mechanischen  Problems  zu  bestimmen,  in  Parallele  gesetzt  zu  der  Be- 
stimmung  der  geodatischen  Linien  in  einer  Mannigfaltigkeit  mit  allgemeinem 
Bogenelement.  Diese  Parallele,  die  jeden  Fortschritt  innerhalb  des  einen  Gebietes 
sogleich  auch  fiir  das  andere  nutzbar  macht,  hat  schon  Jacobi  zu  wertvollen  Er- 
gebnissen  gefiihrt.  Sie  ist  spater  von  P.  StacM  und  anderen  systematisch  ver- 
wertet  worden.  Vgl.  auch/.  L.  Synge,  On  the  geometry  of  dynamics,  London 
Phil.  Trans.  (A)  226  (1927),  p.  31,  insbes.  Kap.  4. 
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fur  das  als  Nebenbedingung  die  Konstanz  der  Energie 
(88a)  T  +  0>  =  k 

vorgeschrieben  ist.  Dabei  ist  als  untere  Grenze  des  Integrals  ein  Raum- 
zeitpunkt  -Pi(fl!i^  •••»  2«^i  O  vorgeschrieben,  wabrend  fiir  die  obere 
Grenze  P2  nur  die  Ortskoordinaten  2i(2),  •  •  •,  <?n(2)  vorgegeben  sind  und 
die  zugehorige  Zeit  t2  erst  durch  die  Extremumsforderung  selbst  be- 
stimmt  wird.101).  Daher  konnte  man  diese  Formulierung  als  Eulersches 
Prinzip  bezeichnen.  Lagrange 102)  hat  dann  die  Eulersche  Formulierung 
auf  beliebige  holonome  und  skleronome  mechanische  Systeme  verall- 
gemeinert. 103)  In  der  Jacobischen  Formulierung  ist  fast  selbstverstand- 
lich,  da8  das  Prinzip  nur  dann  die  Bahnkurven  liefern  kann,  wenn 
Nebenbedingungen,  die  etwa  weiter  infolge  von  Bindungen  des  Systems 
hinzutreten,  kolonom  und  sJcleronom  sind.  Danach  erscheint  es  angemes- 
sen,  auch  fiir  die  Eulersche  Form  des  Prinzips  nichtholononie  Be- 
dingungen,  ebenso  wie  beim  Hamiltonschen  Prinzip,  auszuschliefien 
und  von  holonomen  Nebenbedingungen  auch  nur  skleronome  zuzu- 
lassen.  Denn  bei  einer  Variation  im  Sinne  der  klassischen  Variations- 
rechnung  wurde  man  bei  Nebenbedingungen,  die  zwar  holonom,  aber 
rheonom  sind,  die  Bewegungsgleichungen  aus  dem  Prinzip  nicht  rich- 
tig  erhalten.  In  der  Literatur  hat  man  dagegen  versucht,  auch  diesem 
Prinzip  einen  moglichst  weiten  Anwendungsbereich  zuzusprechen.104) 

101)  L.  Euler,  Methodus   inveniendi  lineas  curvas  .  .  .,  Lausanne  1744,  addi- 
tamentum  II. 

H.  v.  Helmholtz,  Zur  Geschichte  des  Prinzips  der  kleinsten  Aktion,  Berlin 
Sitzungsber.  d.  Akad.  1887,  p.  225  =  Wissensch.  Abhandl.  Ill,  p.  249  hat  nach- 
gewiesen,  daB  allgemein  die  Eulerscbe  Form  des  Prinzips  nach  den  Methoden 
der  Variationsrechnung  die  Bewegungsgleichungen  liefert. 

102)  J.  L.  Lagrange,  Mecanique  analytique.  2.  part.,  sect.  Ill  §  6  =  (Euvres 
XI,  p.  315. 

103)  In  der  Literatur  wird  daher  das  Prinzip  gelegentlich  als  Prinzip  vonLa- 
grange  bezeichnet.  Sehr  verbreitet  ist  auch  die  Bezeichnung  als  Prinzip  von  Maupertuis. 

104)  Vgl.  vor  allem  0.  Holder,  Uber  die  Prinzipien  von  Hamilton  und  Maupertuis, 
Gott.  Nachr.  1896,  p.  122,  sowie  ferner  Ph.  E.  B.  Jourdain,  On  those  principles 
of  mechanics  which  depend   upon  processes   of  variation,  Math.  Ann.  65  (1908), 
p.  513.    A.  Voft,  Uber  die  Prinzipe  von  Hamilton  und  Maupertuis,   Gott.  Nachr. 
1900,  p.  322  hat  auch  hier  die  Holdersche  Betrachtungsart  auf  allgemeine  Koor- 
dinaten  iibertragen.    Eine  etwas  andere  Formulierung  gibt  noch  H.  Brell,  Wien 
Sitzungsber.  122  (1913)  IIaS,  p.  1031.    Man   vergleiche   hierzu  auch  H.  Brell  und 
E.  Schenkl,   Uber   die   Prinzipien    von  Hamilton   und    Maupertuis,  Verhandl.  der 
Deutsch.  phys.  Ges.  15  (1913),  p   1082. 

A.  Vofi  gibt  in  Verallgemeinerung  dieser  Ideen  eine  allgemeine  Form  des 
Variationsproblems : 


J(cc  T+pU)dt  =  Extrem. 


und    sucht   aus    ihr   die   verschiedenen   Formen,    wie  Hamiltonschea  Prinzip  und 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  n.  39 
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Dazu  muBte  wieder  die  dem  Variationsproblem  angemessene  Art  der 
Variation  durch  eine  andere  ersetzt  werden,  die  man  durch  besondere 
Verabredung  festlegt.  Im  Grunde  macht  man  damit  natiirlich  nichts 
anderes,  als  dafi  man  die  Variationsformel  des  Variationsprinzips  durch 
die  integrierte  Zentralgleicbung105)  ersetzt  und  dann  als  Variationen  die 
virtuellen  Verriickungen  beniitzt. 

C.  Vorbereitende  Ansatze  zur  allgemeinen  Integrationstheorie. 

11.  Einleitende  Bemerkungen.  Aus  den  Difierentialgleichungen 
der  Bewegung  eines  meclianisclien  Systems,  deren  Ansatz  in  den  bei- 
den  vorigen  Abschnitten  dargelegt  ist,  findet  man  den  Ablauf  der 
Bewegung  durch  ihre  Integration.  Eine  systematische  Theorie  dieser 
Integration  hat  sich  historisch  durch  die  Behandlung  von  Beispielen 
herausgebildet,  und  zwar  waren  es  im  Grunde  nur  zwei  Probleme,  die 
die  Forschung  immer  wieder  betrachtet  hat,  namlich  aus  der  ,,himm- 
lischen"  Mechanik  das  n  -Korperproblem  [vgl.  VI  2,  12  (E.  T.  WMttaker}\ 
und  aus  der  ;,irdischen"  Mechanik  die  Beweguny  des  starren  Korpers 
(Kreisel).  Fiir  die  allgemeiue  Integrationstheorie  der  Bewegungsglei- 
chungen  ist  dabei  das  w-K6rperproblem  von  bedeutend  grofierem  Ein- 
flufi  gewesen,  als  die  Bewegung  des  starren  Korpers.  Die  Anfange 
einer  solchen  Integrationstheorie  sind  geradezu  identisch  mit  den 
Storungsrechnungen  der  Astronomen,  zu  denen  L.  Euler,  J.  L.  Lagrange, 
P.  S.  Laplace,  S.  D.  Poisson  den  Grund  legten.106)  W.  R.  Hamilton  (von 
1824  ab)  war  es  dann,  dem  man  die  Erkenntnis  verdankt,  dafi  der 
Ursprung  der  Bewegungsgleichungen  aus  einem  Variatiousproblem  zu 
besonderen  Vereinfachungen  in  der  analytischen  Behandlung  fiihren 
miiBte.  Es  waren  aber  nicht  Forschungen  aus  der  Mechanik,  sondern 
solche  fiber  Straldcnoptik,  die  ihn  zu  seinen  neuen  Gedanken  anregten. 
In  der  charakteristisclten  Funktion  entdeckte  er  das  geeignete  Hilfs- 

Eulerschea  Prinzip  abzuleiten.  Vgl.  A.  Vofi,  Bemerkungen  uber  die  Prinzipien  der 
Mechanik,  Miinchen  Sitzungsber.  31  (1901),  p.  167.  E.  Leitinger,  Uber  Jourdains 
Prinzip  der  Mechanik  und  dessen  Zusammenhang  mit  der  kleinsten  Aktion,  Wien 
Sitzungsber.  122  (1913)  llal,  p.  635  will  sogar  das  Eulerache  Prinzip  durch  Inte 
gration  der  Differentialformel  des  Jbwrdamschen  Prinzips  gewinnen,  wobei  die 
Definition  der  Variation  natiirlich  in  kiinstlichster  Weise  getrofFen  werden  muB. 
Ahnliche  Uberlegungen  ausgehend  vorn  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  bei  H.  Brett, 
Wien  Sitzungaber.  122  (1913)  II'1,  p.  933. 

105)  Natiirlich  in  einer  Form,  die  die  Konstanz  der  Energie  beriicksichtigt. 

106)  tvber    diese   Anftinge    einer   Integrationstheorie    berichtet    ausfuhrlich 
A.  Cayley,  Report  on  the  recent  progress  of  theoretical  dynamics,  Report  on  the 
British   assocc.    for  the   advancement  of  science    1857,    p.  1  =  Coll.   papers  III, 
p.  156.    Vgl.  auch  E.  0.  Lovett,  The  theory  of  perturbations  and  Lies  theory  of 
contact  transformations,  Quat.  Journ.  of  math.  30  (1899),  p.  47. 
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mittel,  um  ein  ganzes,  von  einem  leuchtenden  Punkt  herkommendes 
Strahlen system  durch  ein  optisches  Instrument  hindurch  zu  verfolgen. 
Dabei  erkannte  er  alsbald,  die  Existenz  der  charakteristischen  Funk- 
tion  hange  nur  daran,  daB  sich  die  Erscheinungen  der  Strahlenoptik 
mathematisch  in  dem  Fermatschen  Prinzip  des  kurzesten  Liclitweges  zu- 
saminenfassen  lieBen,  und  daher  miisse  —  so  folgerte  er  —  fur  jedes 
Erscheinungsgebiet,  dem  ein  Variationsproblem  zugrunde  liege,  die 
Ubertragung  des  Begriffes  der  charakteristischen  Funktion  analoge 
Vereinfachungen  mit  sich  bringen,  wie  er  sie  in  der  geometrischen 
Optik  erreicht  hatte.  Insbesondere  wandte  er  diesen  Gedanken  auf  die 
Differentialgleichungen  der  Mechanik  an 107)  und  entwickelte  dabei  eine 
neue  Form  der  Storungstheorie  der  Astronomic. 

Die  Ideen  Hamiltons  wurden  in  Deutschland  von  C.  G.  J.  Jacobi 
aufgenommen,  freilich  nicht  in  ihrer  urspriinglichen  Form.  Vielmehr 
durchsetzten  sie  sich  bei  ihm  sogleich  mit  eigenen  vorgefafiten  Mei- 
nungen,  die  er  sich  bei  Untersuchungen  iiber  die  Integration  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gebildet  hatte.  Daraus  entstand 
dann  der  Anfang  einer  systematischen  Integrationstheorie  der  Differen 
tialgleichungen  der  Mechanik,  die  anschlieBend  von  der  Jacobischen 
Schule  weiter  ausgebaut  wurde.  Hierbei  sind  insbesondere  die  Lagrange- 
schen  und  Poissonschen  Arbeiten  zur  Storungstheorie  von  betrachtlichem 
EinfluB  gewesen.  Es  werden  daher  zum  inneren  Verstandnis  der  Ge- 
dankenbildungen  der  allgenieinen  Integrationstheorie  der  Bewegungs- 
gleichungen,  die  in  der  Jacobischen  Schule  aufgebaut  wurde,  einige 
historische  Bemerkungen  iiber  die  Lagrangeschen  und  Poissonschen 
sowie  die  Hamiltonschen  Arbeiten  erforderlich  sein. 

12.  Die  Variation  der  Konstanten  bei  Lagrange  und  Poisson. 
Die  Bewegung  des  einzelnen  Planeten  um  die  Sonne  (Zweikorper- 
problem)  laBt  sich  auf  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  um  einen 
festen  anziehenden  Punkt  zuruckfiihren  und  wird  als  solche  durch  die 
Bewegungsgleichungen  eines  Einkorperprobleins 

l+m  „ 


(89) 


y  - 

#  


rs 

1  -f-m 

— pr— 


beschrieben  [vgl.  VI  2,  15  (Karl  F.  Sundman),  Nr.  3].    Wenn  man  die 

107)  Die  Wendung  zur  Mechanik  lag  besonders  nahe,  wenn  man  auf  dem 
Boden  der  Neictoneclien  emissiven  Optik  stand,  die  man  in  England  gegenuber 
der  Huyghensschen  Wellentheorie  lange  festzuhalten  suchte. 

39* 
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Einfliisse  der  anderen  Planeten  berucksichtigt,  so  tritt  an  die  Stelle 
des  Potentials 

(89a)  **=    ^ 

eine  allgemeinere  Potentialfunktion  3>  (x,  y,  z,  f).  Da  aber  die  Wirkung 
der  anderen  Planeten  gegeniiber  der  Wirkung  der  Sonne  verhaltnis- 
maBig  geringfiigig  ist,  so  laBt  sich  das  Potential  <P  in  das  Potential 

Do  O         O    O  / 

(89  a)  der  ,,ungestorten"  Bewegung  und  eine  Stoning  sfuviktion  SI  (x,  y,  z,  t) 
zerlegen : 

\  /  f 

Die  Bewegungsgleichungen  fur  die  wirkliche  (,,gestorte")  Bewegung 
haben  danach  die  Gestalt 

|vgl.  VI  2,  15  (Karl  F.Sundman),  Nr.  2].  An  sie  hat  Lagrange  zunachst 
angekniipft.108)  Indessen  konnte  er  seine  Uberlegungen  sogleich  auch 
auf  die  allgemeinere  Aufgabe  iibertragen,  daB  die  Gleichungen  der  Be 
wegung  im  ungestorten  Falle  die  allgemeine  Gestalt 


besitzen,  denen  die  Storungsgleichungen 


zur  Seite  stehen.109) 

Die  Storungstheorie  setzt  voraus,  daB  die  Gleichungen  (90)  des 
ungestorten  Problems  gelost  sind,  und  zwar  ninimt  Lagrange  an,  daB 
die  q    als  Funktionen  von  t  und  von  2n  Integrationskonstanten 
(91)  q9  =  q9(t,  cu  .  .  .,  C2J  (p  ==!,.-,,  n) 

bestimmt    sind.110)     Zugleich    sind    danu    auch    die    Geschwindigkeits- 
komponenten  q    bzw.  die   zugehorigen   Impulskomponenten  ^p   Funk 
tionen  von  t  und  den  2w  Konstanten  C1,...,c2w: 
(91a)  pQ  =P^(t,  clf..  .,  c2  J. 


108)  /.  L.  Lagrange,  Memoire  sur  la  theorie  des  variations  des  elements  des 
planetes  et  en  particulier  des  variations  des  grands  axes  de  leurs  orbites,  Paris 
Mem.  de  I'inst.  1808,  p.  1  =  (Euvres  VI,  p.  711. 

109)  /.  L.  Lagrange,  Memoire    sur   la   theorie  generate  de  la  variation  des 
constantes  arbitrages  dans  tous  les  problemes  de  la  mecanique,   Paris  Mem.  de 
I'inst.  1809,  p.  257  =  (Euvres  VI,  p.  769. 

110)  Bei  einem  Planeten  sind  z.  B.  die  sechs  elliptischen  Elemente  ein  Sy 
stem  solcher  Integrationskonstanten  [vgl.  VI  2,  15  (Karl  F.  Sundman),  Nr.  6]. 
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Um  nun  die  Gleichungen  (90  a)  des  gestorten  Problems  zu  losen, 
denkt  Lagrange  unter  Fortbildung  der  schon  von  L.  Euler  benutzten 
Methode  der  Variation  der  Konstanten  die  2n  lutegrationskonstanten 
c17  ...,c2n  als  (langsam  veranderliche)  Funktionen  der  Zeit  und  sucht 
sie  so  zu  ermitteln,  daB  die  Gleichungen  (90  a)  der  gestorten  Bewegung 
beim  Einsetzen  von  (91)  befriedigt  werden.111)  Dadurch  erhalt  man 
aber  nur  n  Gleichungen  fur  die  2n  unbekannten  Funktionen  ct,  .  .  .,  c2w. 
Lagrange  fiigt  deshalb,  um  die  c  vollig  festzulegen,  die  Bedingung  hin- 
zu,  daB  in  jedem  Augenblick  t  die  Geschwindigkeit  der  ungestorten  Be 
wegung  und  die  der  gestorten  Beweguug  ubereinstimmen  solle112),  eine 
Bedingung,  die  man  wohl  auch  in  dem  Satze  zu  formulieren  pflegt, 
die  ungestorte  Bewegung  solle  eine  oskulierende  Bewegung11^  der  ge 
storten  Bewegung  sein.  Sie  fiihrt  zu  den  Gleichungen 

dq^  _  g<fy 

~dt  ~  ~  !)t 
oder 


Andererseits  folgt,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (90)  und  (90  a)  die 

o  7" 

Impulse  p   =  -„-.-  einfiihrt, 

dpy  __  dp£  _  d& 
dt          Si  =  ~  dl^  ' 

da   ia,  wenn   die    c1,....c9n  oskulierende   Elemente  sind,  fiir  die 

OQ.Q 

gestorte  und  ungestorte  Bewegung  den  gleichen  Wert  hat.  Also  treten 
zu  den  Gleichungen  (92)  die  n  Gleichungen 


hinzu,  die  zusammen  mit(92)  ein  System  von  2wDifferentialgleichungen 
erster  Ordnung  fur  die  2n  unbekannten  Funktionen  ct  (£),...,  cin(f) 
vorstellen. 

Die  Faktoren,  mit  denen  die  Ableitungen  -™  multipliziert  sind,  sind 

(A  t 

nach  (91)  und  (91  a)  Funktionen  der  Zeit  t  und  der  c1;  .  .  .,  c2n.  Ebenso 
sind  in  (93)  die  rechten  Seiten,  in  deuen  fur  die  q  die  Ausdriicke 
(91)  eingesetzt  zu  denken  sind,  Funktionen  von  t  und  den  c15  .  ..,  c2n. 

111)  Vgl.  hierzu  VI  2,  15  (Karl  F.  Sundman),  Nr.  5. 

112)  D.  h.  die  q0  sollen  in  jedem  Augenblick  t   die  gleichen  Zahlwerte  er- 
halten,   gleichviel  ob   man  bei  der  Differentiation  nach  t  die  clt  ...,  c2n  in  (91) 
als  Funktionen  der  Zeit  oder  als  konstant   auffaBt,  wofern  man  nur  den  c}   die- 
jenigen  Zahlwerte  beilegt,  die  zu  dem  betrachteten  Werte  von  t  gehoren. 

113)  Vgl.  VI  2,  15  (Karl  F.  Sundman),  Nr.  6. 
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Man  kann  die  Ausdriicke  (91)  fur  die  qq  gleich  in  die  Storungsfunk- 

tion  Q(ql}  •  • .,  qn,  f)  eingesetzt  denken,  wodurch  sie  eine  Funktion  der 

Zeit  t  und  der  clt  ...,  c2n  wird: 

(94)  £  =  £(<,  GJ,  ...,O- 

Dann  ist  aber  zweckmaBig,  in  den  ,,Storungsgleichungen"  (92)  und  (93) 

die  Ableitungen  der  Storungsfunktionen  (94)  nach  den  ci}...,cin  ein- 

zufiihren.  Dazu  multipliziert  Lagrange  die  einxelne  Gleichung  (93)  mit 

^  und  subtrahiert  davon  die  gleichnumerierte,  mit    ^  multiplizierte 
8  c^  °  c). 

Gleichung  (92),  wodurch  er  zunachst 

(.dcj,  ~dc]        ~dCi  dcj  dt  ~  ^  \dctn  dc^         8cin  dcj    dt          dqQ  dc^ 

erhalt.    Durch  Summation    fiber  Q  von  1  bis  n  ergibt  sich   dann   das 
System  der  2n  sog.  Lagrangeschen  Stoning sgleicJiungen 


Darin  sind  die  sog.  Lagrangeschen  Klammernn*}  [^,ej  durch 
(96)  [c,  ,  c  J  — 


erklart,  sie  bilden  nach  dieser  Definition  ein  schiefsymmetrisches  System 
(96a)  [cw,  cj  =  -  [ci}  c^],     also     [c,,  cj  =  0, 

so  daB  in  den  Storungsgleichungen  (95)  die  Glieder  der  Hauptdiago- 
nale  fehlen.  Allgemein  sollte  man  erwarten,  daB  diese  Lagrangeschen 
Klammern  Funktionen  der  c17...,c2B  und  der  Zeit  t  seien.  Indessen 
tritt  in  ihnen;  wie  Lagrange  weiter  durch  Rechnung  zeigen  konnte, 
die  Zeit  t  nicht  explicit  auf  115),  sie  sind  Funktionen  allein  der  cl}  .  .  .,  c2n. 
Fast  gleichzeitig  mit  Lagrange  stellte  S.  D.  Poisson  in  anderer 
Weise  Storungsformeln  auf116),  die  gewissermaften  zu  den  Storungs- 
formeln  von  Lagrange  reeiprok  sind.  Wahrend  Lagrange  die  Losungen  der 
Gleichungen  (90)  des  ungestorten  Problems  ermittelt,  d.  h.  die  qQl  pQ 
als  Funktionen  der  Zeit  t  und  der  2n  Integrationskonstanten  cl}  ...,c^n 
dargestellt  denkt,  geht  Poisson  von  einem  System  von  2n  ersten  Inter 
gralen  der  ungestorten  Bewegungsgleichungen  (90)  aus,  die  er  in  der  Form 

(97)  q>9(qlt  .  -  -,  qn,  Pit  •  -,  P.,  0  =  CQ         (*  =  l>  '  •  •»  2w) 

114)  Diese  Bildungen,   die   in  der  im  Text  angegebenen  Weise  in  der  StO- 
rungsrechnung  zuerst  aufgetreten  sind,  haben  dann  in  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  in  anschlieBenden  Theorien  der  Ana 
lysis  [vgl.  anch  II  A  5  (E.  v.  Weber)}  groBe  Bedeutung  gewonnen. 

115)  Der  innere  Grund  dafur  ergibt  sich  unten  (vgl.  Nr.  21). 

116)  S.  D.  Poisson,  Memoire  sur  la  variation  des  constantes  arbitrages  dans 
les  questions  de  mecanique,  J.  fie.  Polyt.  8  (1809),  p.  266. 
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angesetzt  denkt.117)  Poisson  faBt  HUD,  ebenso  wie  Lagrange,  um  die 
Storungsgleichungen  zu  integrieren,  die  Konstanten  clf...fc3n  der  un- 
gestorten  Bewegung  als  langsam  veranderliche  Funktionen  der  Zei.t 
auf.  Aus  (97)  folgt  unter  dieser  Voraussetzung 


__       -_ 

dt  ~~  dq.    dt  r  2qn    dt 

•" 

,     dqp,,   dp,      .  .     0qp?  dpn     ,     d(p(j 

dp,  dt  ~  dpn  dt  '  '  dt  ' 

wahrend  andererseits  fiir  die  ungestorte  Bewegung118)  aus  (97) 
/QQ„^    n    _  d^o  52i    I          j_  d<f>(>  *2n  _i_  ^^e  sPi  _L        j_  ^§  Sp"  _ 

"F2l^i"        ha«n  #«""»?»"**'         hai>»  *<" 

hervorgeht.  Verlangt  man,  da6  die  Konstanten  ^,...,63,,  oskulierende 
Konstante  sein  sollen,  so  muB 

*M  _  d*? 
51*   "      rfi 

sein,  wahrend 

d^,  __  Spy  __  d& 
dt         ~9t   =~  JqQ 

gilt.  Daher  ergibt  sich  durch  Subtraktion  von  (98)  und  (98  a) 


^  _       g         _|_          ,         Q  ^ 

~dt   ~  ~  dpl  dq,    '  "  dpn  dqn  ~ 


Da  andererseits  die  Storungsfunktion  von  den  Inipulskomponenten  un- 

abhangig  ist,  so  gilt 

^  _  d&  dc,     .  ,     d&    dciti 

~dc\  dp^  ^W,n  dp,' 

oder,  wenn  man  mit  -^-?  multipliziert  und  nach  A  summiert, 


2^P; 

Subtrahiert  man  dies  von  (98  b),   so  ergibt  sich  das  System  der  sog. 
Poissonschen  Storungsgleichungen 


117)  Man  konnte  sie  aus  einer  Losung  (91),  (91  a)  erhalten,  indem  man  die 
2n  Funktionen  p«,  g^  nach  den  2w  Konstanten  clt  .  .  .,csn  auf  lost. 

118)  Hier    sind    die  Ableitungen    nach    der  Zeit    bei    konstant    gehaltenen 
Werten  der  c^  zur   Unterscheidung  von    den   Ableitungen   bei   veranderlichen  c^ 
einen  Augenblick  mit  d1  bezeichnet. 


592     IV"  12  u.  13.  G.  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik. 
Darin  sind  die  Poissonschen  Klammern  (c  ,  c  )  durch 

n 

?       C  )  =     /^  {  —  ^-  — ^      — ) 

P'      /*'  ^B^     \5j5;    ^3;  (7  2;    ^P^/ 


(loo) 


erklart.  Wie  die  Layrangeschen  Klammern  bilden  auch  die  Poisson 
schen  Klammern  nach  dieser  Definition  ein  schiefsymmetrisches  System 

(lOla)  (V<>)  =  —  (c^),     also     (CQ,  cp)  EEE  0, 

so  daB  auch  in  den  Poissonschen  Storungsgleichungen  die  Glieder  der 
Hauptdiagonale  der  rechten  Seite  fehlen.  Ebenfalls  haben,  wie  Poisson 
durch  Rechnung  zeigen  konnte,  die  Po/ssowschen  Klammern  die  Eigen- 
schaft,  daB  sie  nicht,  wie  man  zunachst  erwarten  sollte,  Funktionen 
der  Zeit  t  und  der  C1}...,c2n  sind,  sondern  daB  in  ilmen  die  Zeit  t 
nicht  explizit  auftritt.119) 

Ebenso  wie  die  Formeln  (91),  (91  a)  einerseits  und  (97)  anderer- 
seits,  die  beide  die  ungestorte  Bewegung  bestimmen,  die  Auflosungen 
voneinander  sind,  so  sind  auch  die  Poissonschen  Storungsgleichungen 
(100)  die  Auflosungen  der  Lagrangeschen  Storungsgleichungen  (95)  und 
umgeltehrt.  Daraus  folgt,  daB  zwischen  den  Lagrangeschen  und  den 
Poissonschen  Klammern  die  Beziehungen 


Itestehen. 

Lagrange  bemerkte  alsbald  12°),  daB  bei  besonderer  Wahl  der  Kon- 
stanten  q,  .  .  .,  c2n  (z.  B.  wenn  er  als  solche  die  Anfangswerte  der 
Ortskoordinaten  q^,  .  .  .,  qn  und  die  der  Impulskomponenten  pl}  .  .  .,pn 
wahlte)  von  den  Klammerausdriicken  in  jeder  der  Storungsgleichungen 
alle  bis  auf  einen,  der  den  Wert  -}-  1  oder  —  1  annimmt,  verschwinden 
konnen  und  die  Storungsgleichungen  bei  Emfiihrung  solcher  Kon- 
stanten  at,  .  .  .,  ccn,  /3j,  .  .  .,  /3n  die  Form 

,  d^__d^       d^_      _d&_ 

Tt         ~dh>      dt  ~          da}> 

also  kanoniscJie  Gestalt121)  erhalten.    Trotzdem  ihm  bei  den  Storungs- 

119)  Das  1st  das  Poissonsche  Theorem,   dessen  Bedeutung   fiir   die  Integra- 
tionstheorie  zuerst  Jacobi  hervorhob  (vgl.  unten  Nr.  26). 

120)  Vgl.  J.  L.  Lagrange,   Second    memoire    sur   la   the'orie   de    la  variation 
des  constantes  abitraires  dans  les  problemes  de  mecanique,  dans  lequel  on  sim- 
plifie  1'application  des  formules  generales  a  ces  problemes,  Paris  Mdmoires  de  1'inst. 
1809,  p.  343  =  (Euvres  VI,  p.  807. 

121)  Vgl.  90). 
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gleichungen  diese  Gestalt  als  bemerkenswert  auffiel,  kam  er  nicht 
dazu,  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  in  die  kanonische  Gestalt 
zu  setzen.  So  entging  es  ihni,  daB  er  hier  im  Grunde  das  ,,Problem 
der  kanonischen  Transformation  der  Bewegungsgleichungen"  (vgl.  unten 
Nr.  31  ff.)  aufgeworfen  hatte. 

13.  W.  B.  Hamiltons  Untersuchungen  zur  geometrischen  Optik.122) 
Die  Uberlegungen,  durch  die  W.  R.  Hamilton  fur  die  analytische  Be- 
handlung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  neue  Bahnen  wies, 
entsprangen  (vgl.  Nr.  11)  der  geometrisclien  Optik,  und  zwar  schwebte 
ihm  im  Grunde  bereits  der  heute  (100  Jahre  spater)  durch  die  Wellen- 
mechanik  ganz  verwirklichte  Gedanke  vor,  die  emissive  und  die  un- 
dulatorische  Optik  [vgl.  V  21  (A.  Wangerin),  Nr.  1]  zu  verschmelzen 
und  in  einer  hoheren  Einheit  aufgehen  zu  lassen.123)  Dazu  betrachtete 
er  in  den  Bundeln  der  Lichtstrahlen,  die,  je  von  einem  leuchtenden 
Punkte  ausstrahlend,  ein  optisches  System  durchsetzen,  immer  neben 
den  Lichtstrahlen  auch  die  Wellenfldchen  des  Biindels  und  achtete  auf 
die  Beziehungen  zwischen  Strahl  und  Wellenflache.  Da  man  nun  in 
der  emissiven  Optik  die  Zusammenfassung  der  Gesetze  der  Lichtfort- 
pflanzung  in  dem  Fermatschen  Prinzip  des  liurzesten  Lichtiveges  bevor- 
zugt124),  wurde  er  dazu  gefiihrt,  die  Lichtstrahlen  aufzufassen  als  die 
Extremalen  des  Variationsproblems 

(104)  J  w  ds  =  Extrem. 

Darin   ist   die  Brechungszahl  n   in   anisotropen,  inhomogenen  Mitteln 

122)  W.  R.  Hamilton,    Essay    on   the   theory    of    systems   of   rays,   Dublin 
Trans.  R.  Irish   Acad.  15   (1828),  p.  69  =  Papers  I,   p.  1,   sowie    Supplement   to 
an  essay  .  .  .,   Dublin  Trans.  R.  Irish  Acad.  161  (1830),   p.  1  =  Papers  I,  p.  107; 
Second  supplement  to  an  essay  .  .  .,  Dublin  Trans.  R.  Irish  Acad.  16*  (1831),  p.  93 
=  Papers  I,  p.  145;  Third  supplement  to  an  essay  .  . .,  Dublin  Trans.  R.  Irish  Acad. 
17  (1837),  p.  1  =  Papers  I,  p.  164.    Der  erste  Niederschlag  seiner  Gedanken  ist 
die  Abhandlung  On  caustics,  die  der  19-jahrige  1824  der  Royal  Society  of  Ireland 
einreichte.     Sie    ist    zu    der  Zeit  nicht    gedruckt,    sondern    erst  neuerdings   aus 
dem  NachlaB    im  ersten  Band   der  Werke    (W.  B.  Hamilton,   Papers  I,  p.  345) 
veroffentlicht,    der    auch    alle    anderen    Schriften    Hamiltons    zur    Strahlenoptik 
enthalt. 

123)  Vgl.  E.  Schrodinger,  Quantisierung  als  Eigenwertproblem,  Ann.  d.  Phys. 
(4)   79  (1926),    p.  489  =  E.  Schrodinger,    Abhandlungen    zur    Wellenmechanik, 
Leipzig  1927,  p.  17.    Bereits  F.  Klein  hat  auf  die  Verknupfung  von  Emissions- 
theorie    und    Wellentheorie    des    Lichtes    in    den    Hamiltonachen    Arbeiten    zur 
Strahlenoptik  hingewiesen.    Vgl.  F.  Klein,   Uber  neuere  englische   Arbeiten   zur 
Mechanik,    Jahresber.  d.  Deutsch.  Math.-Ver.  1   (1891/92),   p.  35  =  Ges.  math. 
Abhandl.  II,  p.  601. 

124)  Vgl.  z.  B.  M.  Herzberger,  Strahlenoptik,  Berlin  1931,  p.  5. 
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aUgemein  eine  Funktion  der  Richtung  und  des  Ortes 

/  dx  dy  dz 

(104a)  =  n(K,p,y,x,y,8),       a  ==        ,0  --  =        ,  y  == 


so  daB  die  Lichtstrahlen  die  Integralkurven  der  Eulerschen  Gleichungen 
des  Variationsproblems  (104) 

nruM      d  fin\       3n       n      d  (dn\       dn--0      d  (dn\       Sn  —  0 
4b)      Site)  "IS"    °'    T8\d$)"dy       °'    Site/    ~?i 

sind 

Im  Einzelfall  vereinfacht  sich  diese  Funktion  n  meistens.  Ins- 
besondere  ist  die  Brechungszahl  w  in  homogenen  isotropen  Mitteln 
einfach  eine  Konstantem),  so  daB  die  Extremalen  gerade  Linien  wer- 
den.126)  In  einem  einzelnen  Biindel  von  Lichtstrahlen,  das  von  einem 
leuchtenden  Punkte  ausstrahlt  und  also  zunachst  homozentrisch  ist, 
das  aber  beim  Durchlaufen  des  optischen  Instruments  (infolge  der 
Reflexionen  bzw.  Brechungen)  nicht  mehr  homozentrisch  bleibt,  konnte 
Hamilton  nun  die  Wellenflachen,  auch  ohne  die  Undulationstheorie  des 
Lichtes  heranzuziehen,  vom  Variationsproblem  (104)  aus  auffinden.  Die 
einzelne  Wellenfldche  ergibt  sich  namlich,  indem  man  auf  jedem  Licht- 
strahl  den  Punkt  bestimmt,  der  mit  dem  leuchtenden  Punkt  eine  vor- 
geschriebene  Liclitweylange  abgrenzt  und  kann  dementsprechend  iin 
Strahlbiindel  als  Flache  konstanten  Lichtweges  eingefiihrt  iverden.121) 
Denkt  man  den  Zahlwert  der  Konstanten  veranderlich,  so  erhalt  man 
im  Strahlenbiindel  eine  ganze  Schar  solcher  Flachen 


(105)          V(x,  y,  z]  =  Const.,     wo     V(x,  y,  z)  =>  nnln 
ist,  die  Summe   iiber   den  Lichtstrahlstreckenzug  genommen,  der  den 
leuchtenden  Punkt  mit  dem  Punkte  P(x,y,e)  verbindet.  Diese  Funk 
tion  V(x,  y,  e)  nennt  Hamilton  die  charalderistische  Function  des  Licht- 
strahlenbundels.    Die  Flachen   konstanten  Lichtweges  haben  nun   die 

125)  Der  Zahlwert   dieser  Konstanten   ist   durch   die  Farbe   des  Lichts  be- 
dingt.  Es  ist  kennzeichnend  fur  Hamilton*  praktische  Gesichtspunkte  (Konstruk- 
tion  optischer  Instrumente,  die  frei  von  Farbenfehlern  sind),  daB  er  in  n  ale  un- 
abhangige  Veranderliche  auch  einen  nFarbenparameter"  aufgenommen  denkt. 

126)  Die    Extremumsforderung   des  Variationsproblems,    das    sich    hier    zu 
einem  Extremumsproblem  einer  Funktion  von  endlich  vielen  Veranderlichen 


(104  c)  S?  n<jl<!  =  Extrem' 

vereinfacht,   dient   dann   dazu,   die  Knickung   des  Lichtstrahls  bei  Reflexion  und 

Brechung  richtig  festzulegen. 

127)  Da  nach  der  Undulationstheorie  die  Zeit,  die  das  Licht  zum  Durch- 
laufen  eines  Stuckes  des  Lichtstrahles  braucht,  der  Lichtweglange  proportional 
ist,  werden  die  Flachen  konstanten  Lichtweges  zu  gleicher  Zeit  vom  Licht  er- 
reicht  und  sind  also  im  Sinne  der  Undulationstheorie  Wellenflachen. 
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Eigenschaft,  die  Lichtstrahlen  senkrecht  zu  schneiden,  so  daB  man 
umgekehrt,  wenn  eine  Flache  V(x,  y,  i]  =  Const,  bekannt  1st,  die 
Lichtstrahlen  als  das  System  der  Normalen  dieser  Flache  erhalt.  Es 
ist128) 

(106)  d^=na,     |T  -1.0,     dl=ny. 

Bei  der  Verallgemeinerung,  daB  die  Brechungszahl  n  nicht  kon- 
stant,  sondern  eine  Function  des  Ortes  ist,  (z.  B.  Lichtstrahlen  in  der 
Atmosphare) 

(107)  n  =  n(x,  y,  0), 

bleibt  die  Betrachtung  unveriindert  giiltig,  nur  daB  jetzt  die  Licht 
strahlen  nicht  mehr  gerade  Linien,  sondern  Kurven  sind  und  dem- 
die  charakteristische  Funktion  durch 


(107)  V(xt  y,  8)  =>  n(x,  y,  0)ds 

P 

definiert  ist,  das  Integral  fiber  den  Lichtstrahl  genommen.  Bedeut- 
samer  war  die  Verallgemeinerung,  die  sich  beim  Studium  der  Licht- 
ausbreitung  in  Kristallen  ergab,  wo  die  Brechungszahl  eine  Funktion 
der  Richtung  des  Strahls 

(108)  w  =  w(«,/3,y) 

ist.    Die  Flachen  konstanten  Lichtweges129) 

V(xf  y,  z)  ==  Const. 

schneiden  die  geradlinigen  Strahlen  nicht  mehr  rechtwiuklig  im  Sinne 
der  Euklidischen  MaBgeometrie,  d.  h.  Lichtstrahlen  und  Wellennormalen 
fallen  nicht  mehr  zusammen,  vielmehr  ist  die  Richtung  des  Strahles 
mit  der  Richtung  der  Flachennormalen  durch  das  Gresetz 

3_V_3n       3V_dn       3V__dn_ 
dx  ~~  da'     dy  ~~  d~p>     dz  ~~     df 

verknupft,  das  nach  der  Bezeichnungsweise  der  Variationsrechnung 
[vgl.  IIASa  (E.  Zermelo-H.  Hahri),  Nr.  1]  aussagt,  daB  die  Flachen 
transversal  zu  den  Lichtstrahlen  sind.130)  Von  hier  ist  dann  nur  noch 

128)  Man  muB,  urn  diese  Formeln  unmittelbar  zu  erhalten,  im  Integranden 
des  Variationsproblems  (104)  die  Brechungszahl  n  durch  das  gleich  grofie 


(106  a)  w-a2+j32+72 

ersetzen. 

129)  Wo  V  wie  in  (105)  erklart  ist. 

130)  Im  verallgemeinerten  Sinne  des  Wortes  lafit  sich  auch  diese  Beziehung 
zwischen  den  Lichtatrahlen  und  den  Flachen  konstanten  Lichtweges  als  Orthogona- 
lit'at  hezeichnen.  Man  muB  dazu  in  dem  Raum  nicht  mehr  ds  —  Ydx*-\-  dy*-\-  dz* 
als  Bogenelement  der  dort  herrschenden  MaBbestimmung  auffassen,  sondern  die 
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ein  Schritt  zu  dem  allgemeinen  Fall  des  inhomogenen  und  anisotropen 
optischen  Mittels,  wo  die  Flachen  konstauten  Lichtweges  in  einem 
Blind  el  (krummliniger)  Strahlen  durch  Konstantsetzen  der  Funktion 

p 

(110)  V(x,y,z')=fn(cc,p,'y,x,y,g)ds 

P 

erhalten  werden,  unter  P0  den  gemeinsamen  Ausgangspunkt  der  Strahlen 
des  Biindels  verstanden.  Die  krummlinigen  Licbtstrahlen  sind  auch  hier 
mit  den  Normalen  der  Flachen  V(x,  y,  z)  =  Const,  durch  Formeln 
der  gleichen  Gestalt  wie  (109)  verkniipft: 

dv=dn_     dv     dn_     dv     dn 

dx~~ecc>     dy~~dp>     dz=~dy' 

wo  jetzt  aber  n  auBer  von  den  Richtungskosinus  auch  von  den  Orts- 
koordinaten  abhangt.  Diese  Formeln,  die  die  Beziehung  zwischen 
Lichtstrahl(tangente)  und  Wellennormale  angeben,  wiirden  in  der  Be- 
zeichnungsweise  der  Variationsrechnung  wieder  aussageu,  dafi  die 
Lichtstrahlen  von  den  Flachen  konstanten  Lichtweges  transversal  ge- 
schnitten  werden.131) 


MaBbestimmung  im  Sinne  der  Optik  mit  Hilfe  der  Brechungszahl  (108)  (die  eine 
homogene  Funktion  erster  Ordnung  ihrer  Veranderlichen  ist),  durch 
(108  a)  da  =  w(a,/J,  y)ds  =  n  (dx,  dy,  dz) 

definieren.  An  die  Stelle  der  als  ^Eichflache"  dienenden  Einheitskugel  des  Eukli- 
dischen  Raumes  ^.  ___„  =  ^ 

tritt  dann  die  Flache 

n(i,rj,0=l 

als  BEichflache  des  Raumes",  die  Hamilton  als  Sphdroid  bezeichnet.  In  isotropen 
Mitteln  hat  die  Eichflache  entsprechend  m)  die  Gestalt 


ist  also  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser        •   Vom  Standpunkt  der  Wellenoptik 

sind  diese  Eichflachen  die  Einheitswellen,  die  das  Licht  von  einem  leuchtenden 
Punkt  aus  in  der  Zeiteinheit  erreicht.  Physikalisch  anschaulich  kann  man  sich 
also  die  Einfuhrung  der  neuen  MaBbestimmung  in  dem  Raum  in  der  Weise  vor- 
stellen,  daB  alle  Langen  durch  die  Zeit  gemessen  werden,  die  das  Licht  braucht, 
um  sie  zu  durchlaufen. 

131)  Die  Transversalitat   ist   hier  Orthogonalitat   im  Sinne    der   durch    das 
Bogenelement 
(112)  dc  =  n(a,/3,  y,  x,y,z)ds  =  n(dx,dy,dz,  x,y,z) 

definierten  MaBbestimmung.  Diese  MaBbestimmung  ist  nur  differentialgeometrisch, 
also  im  Sinne  der  Biemannschen  Geometric  [vgl.  IIIDll  (L.  Berwald),  Nr.  17J 
definiert.  Denkt  man  dem  einzelnen  Punkte  P(x,  y,  z)  einen  Raum  zugeordnet, 
erfullt  mit  einem  homogenen  Mittel  der  gleichen  Brechungszahl,  die  in  diesem 
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Hamilton  eliminiert  nun  aus  den  Grleichungen  (111)  die  Rich- 
tungskosinus  K,  /3,  y  der  Strahlen  und  erhalt  daraus  fur  die  charak- 
teristische  Funktion  V(x,  y,  s)  die  partielle  Differ entialgleichung  erster 
Ordnung 


in  der  F  selbst  nicht  auftritt. 132)  Fiir  die  dabei  eiugefiihrte  Funk- 
tion  SI  ergibt  sich  eine  sehr  anschauliche  Deutung  von  der  Einheits- 
welle  (112  a) 

her.    Denn  die  Ableiturigen 

/1  <  j\  dn  Sn  en 

sind  wegen 

die  Komponenten  des  Lotes,  das  man  bei  der  Einheitswelle  vom  Mittel- 
punkt  aus  auf  die  Tangentenebene  des  betrachteten  Punktes  |7  77,  £ 
fallen  kann,  d.  h.  jt}  x,  Q  sind  die  Koordinaten  der  Tangentenebene  in 


Punkte  herrscht,  so  hatte  man  fiir  einen  solchen  Raum  im  Sinne  der  MaBbestim- 

mung  (112)  die  Eichflache 

(112 a)  «(g,Tj,f,  o?,y,«)  =  l, 

die  aus  der  ,,infinitesimalen"  Eichflache  (112)  durch  Dilatation  im  Verhaltnis 
da :  1  entsteht. 

Die  Lichtstrahlen  sind  geodatische  Linien  der  Mafibestimmung  (112).  Es 
erscheint  fur  eine  Geschichte  der  mathematischen  Ideen  nicht  uninteressant,  dafJ  etwa 
gleichzeitig  mit  Hamilton  auch  C.  F.  Gaufi  bei  seinen  flachentheoretischen  Unter 
suchungen  das  Buschel  der  geodatischen  Linien  durch  einen  Punkt  einer  Flache 
studiert  und  die  zugehorige  Schar  der  geodatischen  Kreise  einfiihrt,  die  den 
Flachen  konstanten  Lichtweges  im  Bundel  der  Lichtstrahlen  vollig  analog  sind. 
Gaufi  verofl^entlichte  seine  diesbezuglichen  Untersuchungen  1827  in  den  Dis- 
quisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  Werke  IV,  p.  217  [vgl.  Ill  D  3 
(E.  v.  Lilienthal),  Nr.  15]. 

132)  Fiir  homogene  Mittel  wird  sie  insbesondere  von  x,  y,  z  frei : 

(BV    8V    dV\ 

i4  1  ^ —  )    o —  i    6" —  I          ^  • 

\ox    dy     ozj 
1st  das  Mittel  auBerdem  auch  isotrop,  so  lautet  sie  einfach : 

^ 

n  - 

bzw. 
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dem    betrachteten  Punkte.    Werden    also   aus  (114)  |,  17,  £  eliminiert, 

so  ergibt  sich  in 

(115)  &(X,X,Q,  x,y,g)  =  Q 

die  Gleichung  der  Einheitswelle  in  Ebenenkoordinaten.™5) 

Da6  die  charakteristische  Funktion  V(x,  y,  z)  eines  Strahlen- 
biindels  der  partiellen  Differentialgleichung  (113)  geniigt,  bedeutet 
also  geometrisch;  daB  die  Tangenteuebene  der  durch  einen  Punkt 
P(x,y,i)  Hindu  rchlaufenden  Flache  konstanten  Lichtweges  (Wellen- 
flache)  V(x,  y,  e)  =  Const,  parallel  ist  derjenigen  Tangentenebene  der 
zu  dem  Punkte  gehorigen  Einheitswelle,  die  sie  im  DurchstoBpunkt 
der  Strahlrichtung  beruhrt  Denkt  man  n,  x,  Q  nicht  als  Koordinaten 
einer  Tangentenebene  der  Einheitswelle,  sondern  als  Komponenten 
eines  Vektors,  der  als  WellenveJdor  bezeichnet  werden  moge,  so  erf  alien 
die  Endpunkte  aller  Wellenvektoren  der  Einheitswelle  eines  Punktes 
(x,  y,  e)  ebenfalls  eine  Flache134),  deren  Radien  die  Richtung  nod  die  rezi- 
proke  GroBe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle  angeben.  Von 
diesem  Standpunkt  aus  bedeutet  die  partielle  Differenticdgleichung  (IIS), 
daB  der  Wellenvelctor  der  Flache  V(x,  y,  z)  =  Const,  im  Punkte  (x,  y,  e) 
gleiclizeitig  ein  Wellenveldor  der  EMieitsicelle  ist,  die  zu  diesem  Punkt 
gehort,  und  zwar  derjenige,  der  durch  die  Strahlrichtung  bestimmt  ist. 

133)  Dabei  normiert  Hamilton  noch  so,  daB 


wird.  Vgl  die  Form  von  ii  in  1SS).  Man  erhalt  entsprechend  aus  (115)  durch 
die  Formeln 

a^     §      da     T]     a^i  _  ? 

cn  =  n,'       d*~n>      tig  ~  n 

die  Koordinaten  des  Beriihrungspunktes  der  einzelnen  Tangentenebene  («,x,p) 
und  kommt  durch  Elimination  von  *,  x,  e  aus  (115  a)  zu  der  Gleichung  (112  a) 
der  Einheitswelle  in  Punktkoordinaten  zuriick,  etwa  in  der  Gestalt 

—     JL  ,    r  x,  y,  z)  =  0 
n      n      n 

ivgl.  Hamilton,  Papers  I,  p.  171). 

134)  In  der  Fresnelschen  Kristalloptik  stellt  man  diese  Flache  als  Normalen- 
(lache  der  als  Strdhlenflache  bezeichneten  Einheitswelle  gegeniiber.  [Vgl.  z.  B. 
P.  Drude,  Lehrbuch  der  Optik,  3.  Aufl,  Leipzig  1912,  p.  311  und  p.  303,  sowie 
auch  V21  (A.  Wangerin),  Nr.  7.]  Wegeu  der  Formeln  (116  b)  in  Verbindung  mit 

«£  +  >t^  +  9?=  ! 

fvihrt  dieselbe  Konstruktion,  die  bei  Anwendung  auf  die  Strahlenflache  zur  Nor- 
malenflache  fiihrte,  bei  Anwendung  auf  die  Normalenflache  zur  Strahlenflache 
zuruck.  Die  gleichzeitige  Betracbtung  der  Strahlenflache  und  der  Normalenflache 
war  es  iibrigens,  die  Hamilton  zur  Entdeckung  der  konischen  Kefraktion  fiihrte. 
Vgl.  Third  supplem.  Nr.  28,  29  ==  Papers  I,  p.  283  ff. 
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Langs    des    einzelnen    Lichtstrahls    sind    nun    stets    die    Strahl- 
richtung  oder  besser  gesagt  der  Strahlvektor135)  mit  deu  Komponenten 

K  ,  —  ,  —  (n  =  n  (a,  3.  y.  x,y.  z)}  und  der  WellenveJttor  mit  den  Kom- 

n  '    n  '   n    v 

ponenten  x,  x,  Q  miteinander  verkniipft,  und   zwar  entsprechend  den 
Formeln  (114),  die  jetzt 

/11/jN  dn  dn  dn 

(lib)  ^  =  o     >      H  =  ^>      Q  —  o 

doc'  c$:  dy 

lauten,    oder    den    damit    aquivalenten   Formeln   (115b)7    die   jetzt    in 
der  Form 

^  =  a&     JL==<WL      y  __  gfl 

n          dn  '      n          dx  '      n          SQ 

=  -r    ,  T    ,  -,- 

ds  '  f          ds  '   '         ds 


geschrieben  werden  mogen.  Da  einmal  a  =  -r    ,  3  =   T    ,  v  =  -,-  und 

'  f  '   ' 


andrerseits  (vgl.  181)) 

nds  =  d6  =  dV 

ist,  besitzen  sie  die  Gestalt186) 

/.,  ,  .v  dx  __  d&        dy  __  d&        dz     _  d& 

dV''~~dit>     dV~=^>     dV==J^' 

Wenn  man  daher  weiB,  wie  sich  beim  Fortschreiten  laugs  des 
Lichtstrahls  der  Wellenvektor  andert,  so  hat  man  auch  den  Licht- 
strahl.  Zar  Bestimmung  dieser  Anderung  bildet  Hamilton  die  Differenz 
der  charakteristischen  Funktion  fiir  zwei  infinitesimal  benachbarte  Punkte 

V(x  +  dx,y  +  dy,  z  +  dz)  —  V(x,  y,  z]  =  V(dx,  dy,  dz,  x,  y,  z] 

=  n(dx,  dy,dz,  x,y,z)  =  n(a,p,y,  x,y,z)ds 

und  findet  dann,  unter  x2,  x2}  p2  bzw.  ytjf  xl}  ^  die  Wellenvektoren  der 
benachbarten  Punkte  verstanden  137)7 

dV        dn   , 


1  3V        dn  j 

ax  =  xs  —  x,  =  „     =  ^-  ds, 
dy        dy 

-,  dV        dn   , 

d(>  =  $,-<>,  =  -ft  "'fids, 

oder  wegen  nds  =  de  =  dV 

d^          1    dn         dv.  _      1    dn         dg  _      1    dn 
dV     ~  ~n  dx  '      dV  ==  n  dy  '     dV  =  =  ~n  Jz 

135)  der  die  Richtung  und  die  reziproke  Grofie   der  Strahlgeschwindigkeit 
an  gib  t. 

136)  Vgl.  Hamilton,  Papers  I,  p.  208. 

137)  Vgl.  Hamilton,  Papers  I,  p.  173,  vgl.  auch  die  Darstellung  in  Thomson- 
Tait,  Nat.  phil.  I,  Nr.  330,  p.  346  ff. 
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bzw.,  da138) 

dx  n  ox"1      dy  n  dy '      dz  n   ds 

ist, 

/-J-.QS.  dn  a&         dx  d&         dp   _  a^i 

d~F  =        ~~dx>     dV=       ~dy'     dV''        ~W 

Zusammen  stellen  die  Gleichungen  (118)  und  (119)  die  Umsetzung  der 
Eulerschen  Gleichungen  (104b)  in  ein  kanonisches  System  vor.  Zu- 
gleich  ist  damit  eine  anschauliche  Deutung  dieser  Umsetzung  gewonnen. 
Das  System  (118)  und  (119)  bestimmt  die  Lichtausbreitung  in  dem 
Sinne,  daB  in  jedem  Punkte  Strahlvektor  und  Wellenvektor  bekannt 
sind,  und  ihre  Integration  lauft  im  Grunde  auf  die  folgende  Kon- 
struktion  hinaus:  Zu  dem  Ausgangspunkt  (x,y,0)  konstruiert  man 
zunachst  die  Einheitswelle  &  =  0.  Die  Ausgangswerte  x,  x,  p  geben 
dann  eine  bestimmte  Tangentenebene  der  Einheitswelle  und  die  Ver- 
bindungsgerade  des  Punktes  (x,  y,  0)  mit  dem  Beriihrungspunkt  der 
Tangentenebene  gibt  die  Richtung  des  Strahls.  Das  Differential  der 
unabhangigen  Veranderlichen  dV  bestimmt  auf  dieser  Richtung  einen 
Nachbarpunkt  x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  d0,  und  aus  (119)  erhalt  man 
die  neuen  Werte  x  -+-  dx,  x  +  dx,  p  +  ^p  des  Wellenvektors.  Man 
konstruiert  wieder  in  dem  Nachbarpunkt  die  Einheitswelle,  bestimmt 
die  zu  dem  neuen  Wellenvektor  gehorige  Tangentenebene  usw. 

Nun  war  es  allerdings  fur  Hamilton  bei  seiner  Einstelluug  auf  Pro- 
bleme  der  praktischen  Optik  nicht  eigentlich  diese  Bestimmung  der  Licht- 
strahlen,  auf  die  er  ausging.  Fur  ihn  handelte  es  sich  vielmehr  urn 
die  Beherrschung  der  Abbildung  des  Dingraurnes  auf  den  Bildraum, 
die  ein  optisches  Instrument  erzeugt.  Daher  faBte  er  sogleich  die  Ge- 
samtheit  der  oo4  Lichtstrahlen  ins  Auge,  die  er  sich  in  Strahlenbiindel 
von  je  oo 2  Strahlen,  erzeugt  von  den  leuchtenden  Punkten  des  Ding- 
raumes,  zerlegt  denkt.  Die  zu  den  einzelnen  Biindeln  gehorigen  cha- 
rakteristischen  Funktionen,  die  die  Wellenflachen  des  Biindels  dar- 
stellen,  mussen  durch  Angabe  der  zugehorigen  leuchtenden  Punkte  im 
Dingraum  voneinander  unterschieden  werden: 

F-     V(f     11      f,'    T        11        2    1 
"  v*>  yj  *?  **OJ  ™o>    o/ 

FaBt  man  nun  nur  den  Lichtstrahl  ins  Auge,  der  den  Punkt  P^(x9,yt,t^ 
des  Dingraumes  und  den  Punkt  P(x,y,0)  des  Bildraumes  verbindet, 
so  erscheinen  fur  diesen  Strahl  die  beiden  Punkte  P0  und  P  gleich- 
berechtigt,  und  man  kann  die  charakteristische  Funktion 


(120)  V(x,  y,0]  XQ,  y0,  0J  =-J  »(«,  ft,  y,  x, 


138)  Vgl.  Hamilton,  Papers  I,  p.  171. 
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als  Funktion  des  Punktepaares  {P0,  P}  auffassen.  Variiert  man  beide 
Grenzen  des  Integrals,  so  liefert  die  Randformel  der  Variationsrech- 
nung  die  Variationsformel 


/-.^-.\     *  TT  ~       , 

(121)  tr-fadx  + 

unter    n0(a0,  /30,  j>0,  XQ)  y0,  #0)    die    Brechungszahl    im   Dingraum    ver- 
standen.    Sie  laBt  sich  in  die  sechs  Beziehunen 


3V3n 

8n0_  3V 


__  __  _==        = 

~~       ~  3y  ~  dp  ~  dz        3y  ~ 


aufspalten. 

Ebenso  wie  oben  aus  den  drei  ersten  dieser  Gleichungen  a,  /3,  y 
eliminiert  wurden,  was  zu  der  partiellen  Differentialgleichung  (113) 
fiihrte,  lassen  sich  aus  den  letzten  drei  «0,  /30,  y0  eliminieren.  Die  beiden 
Zeilen  der  Gleichungen  (121  a)  ergeben  so,  wenn  noch  mit 

(\  99*}  £i  (ir     v     r>      r     11     z^\  —  0 

\*-"*)  ^^ov^oj  xo>  "o>  ^o?  yo>  *o)  ~ 

die  Einheitswelle  im  Dingraum  bezeichnet  wird,  die  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

p  (?Y__    3V    3V_         ^      \  =  Q 
\cx  '   dy  '   3z  '     '  J'    / 

J°  \       3x0 '        3y0 }        3z0  '    °7  ^°7    °/ 

denen  die  charakteristische  FunJdion  V,  in  der  neuen  Weise  als  Function 
des  Punktepaares  P0?  P  aufgefafit,  geniigen  muB.  Die  Gleichungen 
(121  a)  geben  die  Wellenvektoren  und  damit  auch  die  Strahlvektoren 
in  den  beiden  Randpunkten  P  und  P0  des  Lichtstrahles  in  Abhangig- 
keit  von  den  Koordinaten  dieser  beiden  Randpunkte.  Sie  bestimmen 
also  -  -  und  das  ist  die  Grundaufgabe  der  Straldenoptik  —  die  Ande- 
rungen,  die  die  Richtungen  des  Lichtstrahls  in  den  beiden  Rand 
punkten  bei  Anderung  der  Lage  eines  der  beiden  Randpunkte  erfahren. 
Insbesondere  muB  nun  die  Richtung  des  Lichtstrahls  in  P0  und  damit 
auch  der  Wellenvektor  TTO,  x0;  QO  ungeandert  bleiben,  wenn  der  Punkt  P 
auf  dem  Lichtstrahl  selbst  variiert.  Also  nmssen  die  Gleichungen  der 
zweiten  Gruppe  in  (121  a)  bzw.  zwei  von  ihnen139)  die  endlichen  Glei 
chungen  des  Lichtstrahles  im  Bildraum  sein.140) 

139)  Nach  (123)  ist  durch  zwei  von  ihnen  jeweils  die  dritte  bestimmt. 

140)  Entsprechend  waren  die  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  in  (121  a)  die 
endlichen  Gleichungen  des  Lichtstrahles  im  Dingraum,  wenn  man  x,  y,  z,  it,  x,  Q 
als  Konstante  ansieht.    Vgl.  Hamilton,  Papers  I,  p.  173. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  it  40 
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Um  eine  anschaulich  geometrische  Deutung  der  Formeln  (12 la)  zu 
erhalten,  muB  man  beachten,  daB  durch  die  Beziehung 

(124)  V(x,  y,  e,  x0,  y0,  *0)  =  Const. 

einem  Punkte  (#0,  y0,  £0)  des  Dingraumes  eine  Flache  (eben  die  Wellen 
flache)  im  Bildraura  zugeordnet  ist.141)  Nimmt  man  im  Dingraum  statt 
des  Punktes  P0(x0,  y0,  #0)  ein  durch  P0  gehendes  Wellenelement,  das 
durch  zwei  weitere  P0  infinitesimal  benachbarte  Punkte  P0',  P0"  fest- 
gelegt  sein  mag,  so  gehort  jedem  der  Punkte  P0,  P0'  und  P0"  im 
Bildraum  eine  Wellenflache  (124)  zu,  und  die  drei  Flachen  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P.  Dieser  Schnittpunkt  P  gehort  gleichzeitig 
der  Hullflache  derjenigen  zweiparametrigen  Flachenschar  an,  die  sich 
aus  (124)  ergibt,  wenn  der  Ausgangspunkt  (x0,  y0,  #0)  im  Dingraum  auf 
dem  Element  P0P0'P0"  variiert,  so  daB  dem  Schnittpunkt  der  drei 
Wellenflachen  durch  die  Tangentenebene  der  Hiillnache  ein  Wellen- 
element  zugeordnet  wird.  Der  Schnittpunkt  der  drei  Flachen  ist  durch 
die  Gleichungen 

2F_l_  dY-^L  -  dV,3V8z0  = 

8x0  "T  dz0  dx0  ~    U'      a 2/0  +  dz0  8yt 

also,  wenn  (JTO,  x0,  ()0)  der  Wellenvektor  im  Dingraum  ist,  durch 

ajr  a v  cv  _ 

dx0  :  dy0  :  dz0  =     *«  :  X«  :  ^ 
gegeben,  und  der  Proportionalitatsfaktor  bestimmt  sich  wegen 

^K^o^o;  ^o^o^o)  =  °     -' 
mit  Riicksicht  auf  (121  a)  zu  — 1. 

Variiert  man  in  (124)  die  Konstante,  mit  der  man  die  drei 
Wellenflachen  konstruiert  hat,  betrachtet  also  anstatt  einer  einzelnen 
Wellenflache  den  ganzen  Wellenzug,  so  durchlauft  man  den  ganzen 
Lichtstrahl.  Die  zweite  Gruppe  der  Gleichungen  (121  a)  besagt  somit, 
daB  der  einzdne  Lichtstrdhl  als  Sclmitt  von  drei  infinitesimal  benach- 
barten  Wellenzilgen  erzeugt  wird.  Die  erste  Gruppe  bestimmt  dann  zu 
den  einzelnen  Punkten  eines  so  erzeugten  Lichtstrahls  den  zugehorigen 
Wellenvektor.142) 


141)  Da    natiirlich    auch    umgekehrt    einem    Punkte    des    Bildraumes    eine 
Flache  im  Dingraum  entepricht,  so  hat  man  es  mit  einer  Beriihrungstransforma- 
tion  zu  tun,  fur  die  (124)  die  nDirektrixgleichung"  vorstellt  [vgl.  Ill  D  7  (H.  Lieb- 
manri),  insbes.  Nr.  3].  Vgl.  hierzu  und  zu  den  folgenden  Ausfiihrungen  des  Textes 
auch  E.  Vessiot,    Sur   1'interpretation  mecanique   des  transformations  de  contact 
infinitesimales,  Bull,  de  la  soc.  math,  de  France  34  (1906),  p.  230. 

142)  Bzw.  den  damit  verknupften  Strahlvektor,  d.  h.  die  Richtung  des  Licht 
strahls. 
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Die  Gleichungen  (121  a)  geben  also  eine  Darstellung  des  ein- 
zelnen  Lichtstrahls  im  Bildraum  mit  dem  auf  ihm  sich  fortpflanzen- 
den  Wellenelement,  und  zwar  in  Abhangigkeit  von  dem  zugehorigen 
Ausgangswellenelement  im  Dingraum.  In  dieser  Zaordnung  zusammen- 
gehoriger  Wellenelemente  von  Dingraum  und  Bildraum  liegt  die  Bedeu- 
tung  der  Formeln  (121  a).  DaB  eine  solche  Zuordnung  mit  Hilfe  der 
einen  charakteristischen  Funktion  V  mb'glich  ist,  ist  die  Quelle  einiger 
wichtiger  Rezipronittitssatze,  die  in  der  Strahlenoptik  schon  friih  er- 
kannt  sind.  Wenn  man  namlich  die  Funktion  V  nach  zweien  ihrer 
Veriinderlichen  partiell  differenziert,  so  ist  das  Ergebnis  unabhangig 
von  der  Reihenfolge  der  Differentiation.  Das  fiihrt  zu  zwei  verschie- 
denen  Typen  von  Reziprozitatsbeziehungen. 

Als  ersten  Typ  hat  man  die  Beziehungen  der  Gestalt 


-  -        „    a    . 
oy        ox        dxoy' 

bz\v. 


usw. 


U8W 


wahrend  die  des  zweiten  Typs  von  der  Form 


cx0  dx         dxdx0} 

sowie 

/  •*  c\f*     \  (/  7t  0  Xfi  O    V 

(l^baj  —  = ^--L  =  -= — 2 — ,     usw. 

sind.143) 

Die  Gleichungen  (125)  geben  eine  eigentumliche  Beziehung  zwi- 
schen  den  Anderungen  der  Komponenten  des  Wellenvektors  (bzw.  der 
dadurch  bedingten  Strahlrichtung)  wieder,  die  sie  bei  einer  Anderung 
der  Lage  des  zugehorigen  Punktes  erfahren.  Aus  ihnen  kann  man 
entnehmen,  in  welcher  Weise  fiir  jeden  Strahl  des  Bildraumes  die 
ihm  infinitesimal  benachbarten  Strahlen  angeordnet  sind.  Die  Glei 
chungen  (126)  und  (126  a)  zeigen  andererseits,  daB  die  Anderungen, 
die  die  Komponenten  des  Wellenvektors  in  einem  Punkt  des  Bild 
raumes  bei  einer  Anderung  des  leuchtenden  Punktes  im  Dingraum 
erfahren,  im  Zusammeuhang  stehen  mit  den  Anderungen,  die  eine 
Verschiebuug  des  Punktes  im  Bildraum  an  den  Komponenten  des 
Wellenvektors  im  leuchtenden  Punkt  des  Din  grannies  erzeugt.  Diese 
letztere  Reziprozitilt  lauft,  kurz  gesagt,  darauf  hinaus,  daB  die  Ab- 
bildung  die  ein  optisches  Instrument  vermittelt,  ungeandert  bleibt, 


143)  Vgl.  W.  R.  Hamilton,  Papers  I,  p.  256. 

40a 
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wenn  man  bei  unverandert  bleibender  Lage  des  Instruments  die  Stel- 
lung  des  Auges  und  die  des  beobachteten  Gegenstandes  miteinander 
vertauscht.144) 

14.  Einfiihrung  der  charakteristischen  Funktion  in  die  Mecha 
nik  und  Anwendung  auf  die  Storungsrechnung.  Um  diese  in  der 
geometriechen  Optik  gewonnenen  Ergebnisse  auf  die  Mechanik  zu 
iibertragen145),  ersetzte  Hamilton1**)  das  Variationsproblem 

Cnds  =  Extrem. 
durch  das  Variationsproblem  des  Eulerschen  Prinzips 

(127)  f%Tdt  =  Extrem. 

mit  dem  Energieintegral 

(128)  T  +  0  =  Const.  =  k 

als  Nebenbedingung.147)  Dem  principle  of  least  oder  besser,  da  es  sich 
nur  um  das  Verschwinden  der  ersten  Variation  handelt,  of  stationary 
action,  das  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  liefert,  stellt  er  da- 
mit  das  principle  of  varying  action  gegenuber,  indem  er  das  uber  eine 
Bahnkurve  (bzw.  eine  Raumzeitlinie)  des  Systems  erstreckte  Extremal- 
integral 

(129)  V 


einfiihrt,  das  er  als  Funktion  der  Koordinaten'  des  Anfangsortes 
no(q(®,  .  .  .,  gW)  und  der  Koordinaten  des  Endortes  n(qlf  ...,<£,)  sowie 
der  Energiekonstanten  k  auffafit148):  V  ==  V(ql}  .  .  .,  qn,  gf  ,  .  .  .,  q™,  k). 

144)  Vgl.  hierzu  auch  Thomson-Tait,  Nat.  phil.  I,  p.  358. 

Eine  tjbertragung  des  Begriffs  der  charakteristischen  Funktion  auf  andere 
Variationsprobleme  mufJ  bei  diesen  analoge  Reziprozitatssiitze  in  Erscheinung 
treten  lassen  (vgl.  Nr.  16).  Solche  Siitze  sind  denn  auch  in  der  theoretischen 
Physik  vielfach  bemerkt,  ohne  daB  man  sich  stets  uber  ihren  inneren  Grund, 
eben  die  Existenz  eines  Variationsproblem  s  und  des  zugehorigen  Extremalinte- 
grals,  im  klaren  gewesen  ware. 

145)  Vgl.  Fufinote  107). 

146)  W.  E.  Hamilton,    On    a    general   method   in   dynamics   by   which   the 
study  of  all  free  syst.  of  attract,  or  repell.  points  is  reduced  to  the  search  of  one 
centr.  relat.  or  charact.  function,  London  Phil.  Trans.  1834,  Teil  2,  p.  247.  Second 
essay  on  a  general  method  in  dynamics,  London  Phil.  Trans.  1835,  Teil  1,  p.  95. 

147)  Insbesondere  hatte  er  dabei  das  n-Korperproblem  mit 


im  Auge. 

148)  Wobei   noch    die    zum   Anfangsort   gehorige   Zeit   *0    willkiirlich    vor- 
geschrieben  werden  kann. 
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Nach  der  Grenzformel  der  Variationsrechnung w9)  erhalt  man  fur 
die  Ableitungen  dieser  Funktion 

IV         dT  3V         dT 


(130) 


dT\ 

.' 

dV 


8V 


ZweckmaBig  werden  in  den  Gleichungen  (130)  die  Impulskomponenten 

(131)  p0  =  ~ 

oq0 
eingefiihrt,  wodurch  sie  die  Gestalt 

Pi,          ••  •,    dqn  =PH, 

dV 


(132) 


a  2, 


= „  (0) 


dk  —  *  ~  *o 


erhalten.  Fiihrt  man  die  Impulskomponenten  dann  auch  in  die  Energie 

H=  T  +  ^  ein: 

(133)  H=H(Pl,...,pn,qt,...,qn), 

so  erkennt  man  unmittelbar,  da8  die  charakteristische  Funktion  V  den 

beiden  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 


(134) 


geniigt. 

Kennt  man  die  charakteristische  Funktion  V,  so  geben  die  n  Glei 
chungen  der  zweiten  Zeile  von  (130)  bzw.  (132)  eine  Darstellung  der 
endlichen  Gleichungen  der  Bahckurve,  wahrend  die  Gleichungen  der 
ersten  Zeilen  die  Impulskomponenten  (b/w.  die  Geschwindigkeitskom- 
ponenten)  in  den  einzelnen  Punkten  der  Bahnkurve  liefern.  Die  letzte 
der  Gleichungen  schlieBlich  beschreibt  den  zeitlichen  Ablauf  der  Be- 
tvegung  auf  der  Bahnkurve.150)  Alles  das  ist  genau  so  wie  in  der 

149)  Sie  lautet  hier,  da  bei  festgehaltenen  Grenzen  IJ0  und  IT  eine  Varia 
tion  der  Energiekonstanten  k  nur  eine  Anderung  der  Dauer  (t  —  t0)  der  Bewegung 
zur  Folge  hat, 


150)  Diese  Darstellung  der  Bewegung  durch  die  Formeln  (130)  bzw.  (132) 
fiihrt  Hamilton  (ubrigens  mehr  beiliiufig)  im  Falle  des  n-KOrperproblems  auf  den 
Zusammenhang  der  nersten  Schwerpunktsintegrale"  und  der  nFlachenintegrale" 
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Strahlenoptik,  nur  treten  an  die  Stelle  der  Lichtstrahlen  im  drei- 
dimensionalen  Raume  die  Bahnkurven  in  einem  w-dimensionalen  Eie- 
wawwschen  Raum,  dessen  Bogenelement  durch  dsz  =  2Tdt2  bestimmt 
ist,  und  an  die  Stelle  des  Wellenvektors  tritt  der  Impulsvektor,  der  im 
Sinne  der  MaBbestimmung  auf  den  Flachen  V—  Const,  senkrecht  steht. 
Ebensowenig  wie  in  der  Optik  ist  es  hier  Hamilton^  Ziel,  eine  syste- 
rnatische  Methode  fur  die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  zu 
entwickeln,  vielmehr  kommt  es  ihm  nur  darauf  an,  die  Darstellung 
der  Bewegung  mit  Hilfe  der  einen  Funktion  V  zu  erreichen.151) 

Die  letzte   der  Formeln  (130)   legt  Hamilton  nun  den  Gedanken 
nahe,  statt  der  Energiekonstanten  k  vermoge 

dv 

Jk=       ~f° 

die  Zeit  t  als  Verandeiiiche  einzufiihren.    Dabei  hat  er  im  Sinne  der 
sog.  Legcndreschen   Transformation    die    charakteristische  Funktion  V 
durch  die  Prinxipalfunktion 
(135)    S(t,qi,...,qn,t0,q^...,^) 


mit  der  „  In  variant  der  Bewegungsgleichungen  gegeniiber  Parallel  verschiebungen 
und  Drehungen". 

Denn  denkt  man  etwa  alle  Koordinaten  x^  durch  (XQ  -(-  a)  und  entsprechend 
x^°~>  durch  (x^0)  -f-  a)  ersetzt,  so  muB  die  Ableitung  von  Fnach  a  verschwinden,  also 

ajl\    0 

^   dxf>) 

oder  -  —  =  Const. 

^-J  OXq 

sein     Das  ist  aber  nach  (130)  nichts  anderes  als  das  erste  Schwerpunktsintegral 

fiir  die  rc-Richtung 

dT  cT       n 

+  -.  •  •  +  >-r-  =  Const. 

0Xi  CXn 

Analog  ergeben  sich  die  ersten  Schwerpunktsintegrale  fur  die  beiden  anderen 
Koordinatenrichtungen  und,  wenn  man  an  Stelle  der  Parallelverschiebungen  die 
Drehungen  um  die  Koordinatenachsen  heranzieht,  die  drei  Fluchenintegrale  (vgl. 
hierzu  unten  Nr.  23). 

Auch  C.G.J.Jacobi  hat  diesen  Zusarnmenhang  hervorgehoben:  C.G.J.Jacobi, 
Vorlesungen,  Werke  Supplementbd.,  Vorles.  3,  p.  15  und  Tories.  5,  p.  31. 

151)  Er  selbst  macht  die  Bemerkung,  daB  man  auf  alle  Falle  iiber  die  Dar 
stellung  der  Bewegung  in  der  Form  (130)  mit  Hilfe  der  einen  charakteristischen 
Funktion  ein  intellectual  pleasure  empfinden  mu'sse,  selbst  wenn  fur  die  Aufgabe 
der  Integration  no  practical  facility  erreicht  werde. 

Fiir  die  Bewegung  des  w-Korperproblems  zeigt  er,  daB  die  Darstellung  (130) 
bekannte  Eigenschaften  der  Bewegung  umschlieBt,  indem  er  entsprechend  der  in 
der  Himmelsmechanik  iiblichen  Zerlegung  der  Bewegung  des  Systems  in  die  Be 
wegung  des  Schwerpunkts  und  die  Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkt  auch  die 
charakteristische  Funktion  Fals  Summe  zweier  entsprechender  Summanden  darstellt. 


14.Einfuhr.  d.  charakt.  Funktion  in  die  Mech.  u.  Anwend.  auf  die  Storungsrechn.  607 
zu  ersetzen.152)    Nach  (129)  und  (130)  1st 


oder 


d.  h.  :  die  Prinzipalfunktion  S  ist  das  Extremalintegral  des  Hamilton- 
schen  Prinzipsi6S),  aufgcfafit  als  Funktion  der  Grenzen.  Die  Ableitungen 

152)  Die  Anwendung  der  Legendreschen  Transformation  auf  die  charakte- 
ristische  Funktion  war  Hamilton  von  semen  optischen  Untersuchungen  her  ge- 
laufig.  Da  namlich  bei  der  optischen  Abbildung  (im  Falle  homogener  Mittel)  ein 
Biindel  geradliniger  Strahlen,  das  ein  leuchtender  Punkt  des  Dingraumes  aus- 
sendet,  im  Bildraum  zu  einem  Geradenbundel  wird  (das  nicht  mehr  homozentrisch 
ist),  so  erschien  es  zweckmaBig,  den  einzelnen  Strahl  eines  solchen  allgemeinen 
Strahlenbiindels  im  Bildraum  durch  seine  Eichtungskosinus  zu  kennzeichnen. 
An  die  Stelie  der  charakteristischen  Funktion  V(x,  y,  z,  x0,  y0  ,  z0)  tritt  dann 

die  Funktion 

-rrr,  N  en    .      dn          dn 

Tra3:rs     =  x  *        - 


(vgl.  Hamilton,  Papers  I,  p.  Ill),  wo  auf  der  rechten  Seite  x,  y,  z  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (111)  zu  eliminieren  sind.  Diese  Funktion  ist  fur  die  Anwendungen 
in  der  praktischen  Optik  am  besten  geeignet.  Bei  systematischem  Vorgehen  hat 
man  dagegen  —  und  das  tut  Hamilton  im  dritten  Nachtrag  --  im  Sinne  der 
Legendrescken.  Transformation  nicht  die  Richtungskosinus  des  Strahls,  sondern 
die  Komponenten  des  Wellenvektors  im  Bildraum  als  Veranderliche  einzufiihren. 
Ubrigens  geht  Hamilton  im  dritten  Nachtrag  noch  weiter.  Er  ersetzt  hier  die 
charakteristische  Funktion  F,  indem  er  sowohl  im  Dingraum,  wie  im  Bildraum 
die  Legendresche  Transformation  vornimmt,  durch  eine  Funktion  T,  die  von  den 
Komponenten  der  Wellenvektoren  des  Dingraums  und  des  Bildraums  abhangt. 
Sie  ist  das  geeignete  Instrument  fur  das  Studium  der  allgemeinen  Geradenab- 
bildung  des  Dingraumes  auf  den  Bildraum. 

Fiir  die  Mechanik  hat  man  das  nachzubilden  versucht,  vgl.  E.  J.  Eouth 
Dynamik  II,  Kap.  10,  §  487,  p.  362. 

153)  Diese  Umrechnung  ist  auf  dem  Kontinent  der  AnlaB  gewesen,  fur  das 
Variationsprinzip  f(T—  3>)dt  =  Extrem.  den  Namen  nHamiltonsclaea  Prinzip" 
einzufiihren,  trotzdem  das  Prinzip  bereits  in  Lagranges  Mecanique  analytique 
ausgesprochen  ist.  DaB  es  sich  bei  der  von  ihm  erreichten  Formulierung  urn  ein 
neues  Prinzip  handelt,  dessen  Anwendungsbereich  gegemiber  dem  Eulerscheo. 
Prinzip  erweitert  ist,  war  Hamilton  selbst  noch  nicht  zum  BewuBtsein  gekommen, 
da  er  auch  nach  der  Umrechnung  das  Energieintegral  als  gviltig  voraussetzte. 
Ist  das  Energieintegral  erfiillt,  so  tritt  die  Zeit  in  der  Prinzipalfunktion  S  nur 
in  der  Verbindung  (t  —  10)  auf,  so  daB  bei  Hamilton 


ist. 
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der  Prinzipalfunktion  sind 

as 

(137)  i  a  .<?  ^ar\ 


wozu  noch  die  beiden  Ableitungen 

(187.)  34  =  -ff,     |  =  +  fl, 

hinzutreten.154)  Die  Elimination  der  Impulskomponenten  aus  den  Glei 
chungen  (137)  und  (137  a)  liefert  fur  die  Prinzipalfunktion  S  die 
beiden  partiellen  Difterentialgleichungen  erster  Ordnung155) 

as    .     -.-rids  8S 


as,   IT/      as  as 


(0)         -w 
i  ?  '  '  ''  Yw  ; 

wobei  gleich,  iiber  Hamilton  hinausgreifend,  die  Zeit  t  noch  explizit  in 
H  aufgenommen  ist. 

Das  Auftreten  der  Impulskomponenten  p  als  Ableitungen  der 
Priuzipalfimktion  S  (bzw.  auch  bereits  als  Ableitungen  der  charakte- 
ristiscben  Funktion  V)  fiihrte  Hamilton  dazu,  die  Impulskomponenten 
als  selbstdndige  Veranderliclie  neben  die  Ortskoordinaten  q^  zu  stellen  und 
so  (vgl.  Nr.  9)  fur  die  Bewegungsgleichungen  die  Jcanonische  Gestalt 

/-.OQN  d(l'i        dH      dp^  dH  -  x 

(139)  -dt-=dp(J>     ~dts       ~d~qQ       ,-'  tl>-'->n 

zu  gewinnen. 


154)  Bei  Hamilton  fallen  die   beiden  Gleichungen  (137  a),  da  das  Energie- 
integral  die  Gestalt  H  =  Const.  =  k  hat,  in  die  eine  Gleichung 

as        2<s        z 


zusaramen. 

Stellt  man  iibrigens  die  Formeln  (137)  und  (137  a) 

as  _  _a_-s  _       as  _  _ 

Wi~P"'       '    dqn-Pn'~dt- 

neben  einander,  so  erkennt  man,  daB  aus  der  Annahme,  die  Ortskoordinaten  und  die 
Zeit  seien  gleichartig,  notwendig  folgen  mufi,  daB  auch  Impuls  und  Energie  als 
gleichartige  Bausteine  einer  hoheren  Einheit  erscheinen,  wie  sie  die  Relativitiits- 
theorie  mit  der  Einfuhrung  des  Impuls-Energietensors  geschaifen  hat  [vgl.  V  19 
(W.  Pattftjun.),  Nr.  37]. 

155)  Da  bei  Hamilton  die  Zeit  t  nicht  explizit  in  H  auftritt,  schreibt  er  die 
zweite  der  Gleichungen  (138)  in  der  Form  [vgl.  154)] 
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Als  Anwendung  seiner  Theorie  gibt  Hamilton  eine  neue  Dar- 
stettung  der  Storungsreclmung.  Dazu  stellt  er  die  Energie  H  dar  als 
Summe  der  Energie  H*  der  ungestorten  Bewegung  und  der  Storungs- 
funktion  ii: 

(140)  H==  H*(plf  . . .,  pn1  &,...,  qn,  0  +  &(#!,  •  •  >,Pn,Vi>  •  •  •»  2«>  0 
und  gebt  davon  aus,  daB  die  Bewegungsgleicbungen  der  ungestorten 

Bewegung 

,     n  dq^_8H*      dp_R  =      _?H* 

dt    ~~      ~8p<>  '      dt    '         '   8q^ 

allgemein  integriert  sind,  so  daB  man  die  zugeborige  Prinzipalfunktion  S* 
als  Funktion  der  Koordinaten  der  Grenzen  qlt  . . .,  qn,  t,  q^\  . . .,  q£°\  t0 
bilden  und  mit  ibrer  Hilfe  die  ungestorte  Bewegung  in  der  Gestalt 
(137)  darstellen  kann. 

Um  dann  die  Prinzipalfunktion  S  fur  das  gestorte  Problem  auf- 
zusucben,  denkt  er  sie  als  Summe  aus  S*  und  einem  Korrekturglied  U 

(142)  S  =  S*  +  U 

dargestellt.  Dabei  nimmt  er  fiir  den  ersten  Augenblick  an,  das  Kor 
rekturglied  U  sei  als  Funktion  von  q1}  . . .,  q_n,t,  q^\  •  ••,  #w(0)?  ^o  ^e" 
kannt,  und  berechnet  dann,  welcbe  Anderung  U  erfabrt,  wenn  man 
fortscbreitet  langs  einer  Raumzeitlinie  des  ungestorten  Problems,  die 
von  dem  Raumzeitpunkt  P0(ql{0\  -  • .,  q^\t0}  auslauft.  Fiir  diese  Ande 
rung  ergibt  sicb  in  der  erstrebten  Naberung156) 


156)  Es  ist  namlich 
dU      d 


8H*  8  S* 

wo  in  -,    -  natiirlich  fiir  die  »3  die  Ableitun<?en  -=  —    einzusetzen  sind. 

dPq  09.JL 

Andererseits  ist  nach  (138) 

cu       as*  ss*      _./as* 

w  -  -  w  -  H=  -  w  -  R  (^ 

oder,  wenn  man  IT*  und  ii  entwickelt  und  beriicksichtigt,  daB  S*  als  Prinzipal 
funktion  des  ungestorten  Problems  der  Gleichung 


\     o/^-s*     du       \ 

•  *'  *)  -  fl  fes  +  Wo  •  *'  v 


geniigt, 

as* 


Hier   sind   im  Sinne    der  Nilherungsrechnung   die    Glieder   zweiter   und   hoherer 

x)  rr 
Ordnung  in  ^  -  sowie  auch   die  Glieder   erster  Ordnung,    die    aus    der   an   sich 
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(143)  *£  -  -  «fo  fc<0>,  -  -  ,  qW,  P&  •  •  .,P?\  *0), 

so  daB  man   C/"  durcli  eine  Quadratur 

(143a)  U=U(t,  2lW>,  .  .  .,  <?„«»,  AW,  .  .  .,^  g 

00* 

finden   kann.    Werden   darin   noch   die  p^  durch  -      r—  (oT  ersetzt,  so 

ist  das  Korrekturglied  U  in  der  gewunschten  Form  als  Funktion  der 
Koordinaten  der  beiden  Raumzeitpunkte  P0  und  P 

(144) 


dargestellt.  Hat  man  aber  das  Korrekturglied  der  Prinzipalfunktion 
bestimmt,  so  erhiilt  man  die  Integrale  der  gestorten  Bewegung  durch 
Anwendung  der  Formeln  (137)  in  der  Gestalt 

/  as*       du_  ds*       du 

-,          I     Cq,         '    dq,       ~Pi>  '•'   dqn    '  '   ~8qn    "~P"' 

|  as*       du  cs*       du 

\     --  U          -    —   =    -   7)   (u)  -J—  -   =   -   V)    (") 

v  dq^  r  dq?)  '>  a^o)  '  a^o)         Pn  ' 

und  zwar  waren  dies  genaue  Formeln,  wenn  U  =  S  —  S*  exakt  be- 
stimmt  ware.  Ist  U  im  Sinne  der  angestellten  Reclaming  nur  in  Nahe- 
rung  bestimrnt,  so  geben  diese  Formeln  die  gestorte  Bewegung  auch 
nur  mit  dem  gleichen  Grade  der  Niiherung  an.157) 

Den  Zusamrnenhang  dieser  Behandlung  der   gestorten  Bewegung 
rnit    der    Behandlung    durch    Variation    der    Konstanten    ergibt    sich 


kleinen  Storungsfunktion  Q  entspringen,  /u  vernachlassigen,  so  daB 


wird.    Aus  (a)    ergibt   sich    somit,    daB    in    der  gleichen  Niiherung   langs    einer 
Raumzeitkurve  des  ungestorten  Problems 
dU 


ist.  Da  langs  einer  solchen  Raumzeitlinie  die  p^  und  q^  als  Funktionen  der  Zeit 
und  der  Anfangswerte  p°\  q,°\  t0  bekannt  sind,  ist  hier  noch 


157)  Die  zweite  Gruppe  dieser  Formeln  sagt  aus,  wie  man  die  Anfangs- 
impulse  der  ungestorten  Bewegung  im  Raumzeitpunkte  P0  abiindern  muB,  um  bei 
der  gestorten  Bewegung  den  gleichen  Raumzeitpunkt  P  wie  bei  der  ungestorten 
Bewegung  zu  erreichen.  Aus  der  ersten  Gruppe  entnimmt  man  dann,  wie  in 
dem  erreichten  Raumzeitpunkte  P  bei  der  gestorten  Bewegung  die  Impulskompo- 
nenten  gegeniiber  denen  der  ungestorten  Bewegung  geandert  sind. 
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unmittelbar  daraus,   daB   die  Formeln   der  ungestorten  Bewegung158) 


I   J>,-*,ft<,,8,w,...,*.m,ft"», 
die   gestorte  Bewegung   liefern,    wenn  man   die  Anfangsimpulse  p  ^ 

o  TT 

der  ungestorten  Bewegung  durch  p  (°)  -f~       (0)  und  die  Impulse  p    der 

*  O   TT- 

ungestorten  Bewegung  zu  der  Zeit  t  durch  p   —        -  ersetzt,   so  daB 
man  an  Stelle  der  Formeln  (156)  die  neuen  Formeln 


=  (Pt 

(147)  ' 


- 


. 

zu  beniitzen  hat,  um  bei  gegebenen  Anfangswerten  tQ,q^\  ..  .,  qn^\ 
P\^\  •  -  -iPn^  ^r^  und  Impuls  der  gestorten  Bewegung  zu  der  Zeit  t 
zu  berechnen.159) 

15.  Das  Eingreifen  Jacobis.  Die  Arbeiten  Hamiltons  zur  Strahlen- 
optik  sind  auBerhalb  Englands  wenig  beachtet  worden.160)  Die  Ab- 
handlungen  zur  Mechanik  wurden  zwar  viel  beachtet,  aber  da  man 
ihre  Wurzel,  die  Arbeiten  zur  Strahlenoptik,  nicht  kannte,  lag  die  Ge- 
fahr  nahe,  daB  die  Grundauffassung  Hamiltons,  aus  der  diese  Arbeiten 


158)  Sie  werden  zu  Identitaten,  wenn  man 


einsetzt. 

^   7"T  Q    TT 

159)  In    den    Korrekturgliedern    -      -   bzw.        -   sind    dabei    die   q.  .      .,qn 

0  q[r  0  q,j 

durch  die  Werte  zu  ersetzen,  die  bei  der  ungestorten  Bewegung  zu  der  Zeit  t 
eintreten  wiirden,  wenn  diese  die  gleichen  Anf'angswerte  q(£\  . .  . ,  q'®\  j}(^\  . .  .,p(^ 
besitzt,  wie  sie  fur  die  gestorte  Bewegung  vorgeschrieben  sind. 

Durch  einfache  Umformung  kann  man  aus  (147)  ubrigens  die  Anderungen 
A<^,  A^  erhalten,  die  an  den  Werten  q^,  plt  des  ungestorten  Problems  anzu- 
bringen  sind,  um  zu  der  Zeit  t  die  Ortskoordinaten  und  die  Impulskomponenten 
der  gestorten  Bewegung  (tnit  den  gleichen  Anfangswerten)  zu  gewinnen.  Es  er- 
gibt  sich  z.  B. 


wobei 


1st. 

160)  Nur  in  der  englischen  lateratur  (z.  B.  Thomson-  Tait,  Natural  phil.)  finden 
sich  Auswirkungen  dieser  Arbeiten. 
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entstanden  sind,  verkannt  wurde.  Dieser  Gefahr  sind  sie  um  so  we- 
niger  entgangen,  als  der  erste  groBe  Forscher,  der  an  sie  ankniipfte, 
ein  so  selbstandiger  und  gegeniiber  Arbeiten  anderer  so  subjektiv  ein- 
gestellter  Geist  wie  C.  G.  J.  Jacobi  war.  Jacobi  gab  in  der  Tat  den 
ffamiltonschen  Entwicklungen  eine  neue  Wendung,  durch  deren  wei- 
teren  Ausbau  in  der  Jacobischen  Schule  dann  eine  Hamilton- Jacobi- 
sche  Theorie  entstanden  ist,  die  mit  den  urspriinglichen  Hamiltonschen 
Ideen  nicht  mehr  zasammenfalrt,  die  man  aber  auf  dem  Kontinent  aus 
Hamiltons  Grundgedanken  entstanden  glaubte.161)  Diese  Theorie  wird 
in  den  folgenden  Abschnitten  system atisch  darzustellen  sein.  Hier  moge 
nur  noch  kurz  auf  die  Griinde  fur  die,  Jacobische  Umbildung  der  Hamil- 
tonschen  Gedanken  eingegangen  werden;  weil  dadurch  die  folgende 
Entwicklung  besser  verstandlich  wird. 

Da  sich  Jacobi  in  einigen  Jugendarbeiten  mit  der  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  beschaftigt  hatte162), 
fesselte  seine  Aufmerksamkeit  in  den  Hamiltom chen  Arbeiten  zur 
Mechanik  besonders  der  durch  die  Prinzipalfunktion  vermittelte  Zu- 
sammenhang  zwischen  den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 
und  dem  kanonischen  System  der  Bewegungsgleichungen.163)  Im  Gegen- 
satz  zu  der  freieren  Auffassung  Hamiltom  sah  er  im  Sinne  der  An- 
schauungen  seiner  Zeit  die  Losung  der  Integrationsaufgabe  einer  par 
tiellen  Differentialgleichung  in  der  Zuruckfuhrung  auf  die  Integra 
tion  eines  Systems  gewohnlicher  Differentialgleichungen,  wie  das  zu- 
erst  J.  F.  Pfaff  erreicht  hatte  [vgl.  II  A  5  (E.  Vy  Weber],  Nr.  28]. 
Von  diesem  Standpunkt  aus  stellt  das  kanonische  System  fur  jede  der 
beiden  Hamiltonschen  partiellen  Differentialgleichungen  das  erste  Pfaff- 
sche  System  vor.  Die  Hamiltonschen  Uberlegungen  zeigten  also,  daB 
man  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord 
nung  bereits  mit  Hilfe  des  ersten  Pfaff schen  System  zu  Ende  fuhren 
konne  und  nicht  notig  habe,  die  ,?hoheren  Pfaffschen  Systeme"  heran- 


161)  tiber  den  Gegensatz  der  Auffassungen  Jacobis  und  Hamiltons  vgl.  auch 
A.  W.  Conway  und  A.  J.  M'Connel,  On  the  determination  of  Hamilton's  principal 
function,  Dublin  Proc.  R.  Irish  Acad.  (A)  41  (1932),  p.  18. 

162)  C.   G.  J.  Jacobi,    Uber    die    Integration    der    partiellen    Differential 
gleichungen  erster  Ordnung,   J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  317  =  Werke  IV,  p.  1  und 
C.  G.  J.  Jacobi,  Uber  die  Pfaffsche  Methode,  eine  gewohnliche  lineare  Differential 
gleichung  zwischen  2n  Variablen  durch   ein  System   von  n  Gleichungen  zu  inte- 
grieren,  J.  f.  Math.  2  (1827),  p.  347  =  Werke  IV,  p.  17. 

163)  Die  Bezugnahme  Jacobis   mit  den    Hamiltonschen    Ideen    findet   ihren 
ersten  Niederschlag  in  einem  Briefe  an  Encke,  vgl.  C.  G.  J.  Jacobi,  Zur  Theorie 
der  Variationsrechnung  und  der  Differentialgleichungen,  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  68 
=  Werke  IV,  p.  39. 
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zuziehen.164)  In  Verfolg  dieses  Gedankenganges  muBte  Jacobi  daran  An- 
stofi  nehrnen,  daB  Hamilton  fur  seine  Prinzipalfunktion  zwei  partielle 
Differentialgleichungen  eingefiihrt  habe,  uncl  er  wollte  die  zweite  als 
uberfliissig  eliminieren,  indem  er  die  PrinsipalfunkUon  nicht  als  Funk- 
tion  der  beiden  gleichberechtigten  Raumzeitpunkte  P0  und  P  auffaBte, 
sondern  als  Function  des  Raumzeitpunktes  P  allein,  in  die  die  Koordi- 
naten  des  Raumzeitpunktes  P0  nur  als  Parameter  eingehen.  Damit 
glaubte  er,  einen  neuen  Gedanken  einzufiikren,  wahrend  er  doch  nur 
die  Auffassung  Hamilton^,  wieder  aufnahm,  von  der  dieser  bei  seinen 
optischen  Untersuchungen  urspriinglich  ausgegangen  war.165) 

Andererseits  deutete  Jacobi  die  Hamiltonsche  Darstellung  der  Be- 
wegung  mit  Hilfe  der  Prinzipalfunktion,  die  die  Formeln  (137)  geben 
(bzw.  die  entsprechende  Darstellung  rnit  Hilfe  der  charakteristischen 
Funktion),  dahin  aus,  es  solle  die  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  vorangestellt  werden,  und  zwar  in  der  Weise,  daB  aus  einer 
,,vollstandigen"  Losung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  die  2n 
Integrale  des  kanonischen  Systems  in  der  Form  (137)  (bzw.  einer  ge- 
eignet  verallgemeinerten  Form)  durcb  bloBe  Differentiation  und  Eli 
mination  entspringen.  Seiner  systematischen  Einstellung  erschien  ein 
solcb  unmittelbares  Vorgehen  von  der  partiellen  Differentialgleichung 
aus  natiirlich  unmoglich,  da  sich  nicht  die  Integration  eines  Systems 
gewohnlicher  Differentialgleichungen  auf  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  griinden  lasse.  Gleichwohl  aber  biete  sich  —  so 
schloB  er  —  von  hier  aus  die  Moglichkeit,  eine  systematische  Inte- 
grationsmethode  des  kanonischen  Systems  auszubilden,  die  eine  wesent- 
liche  Vereinfachung  der  Integration  ermogliche.  Die  2n  Integrale  (137) 
des  kanonischen  Systems  zerfallen  in  zwei  Klassen,  von  denen  die  eine 
in  der  ersten,  die  andere  in  der  zweiten  Zeile  von  (137)  angeschrieben 
ist.  Hatte  man  nun  die  n  Integrale  der  ersten  Zeile 


in  die  die  n  Konstanten  q^°\  .  .  .,  qn^  eingehen,  irgendwie  gefunden,  so 
konnte  man  daraus  durch  eine  Quadratur  die  Prinzipalfunktion  S  selbst 
erhalten,  aus  der  sich  dann  durch  bloBe  Differentiation  die  n  anderen 

164)  C.  G.  J.  Jacobi,    tiber    die  Reduktion   der  Integration    der   partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  irgendeiner  Zahl  von  Variablen 
auf  die  Integration  eines  einzigen  Systems  gewohnlicher  Differentialgleichungen, 
J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  97  =  Werke  IV,  p.  57. 

165)  Solange  Hamilton  nur  ein  einzelnes  Strahlenbiindel  mit  seinen  Wellen- 
flachen  betrachtet  (z.  B.  in  der  Theory  of  rays  selbst),  hat  er  natiirlich  auch  nur 
eine  partielle  Differentialgleichung. 
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Integrale  (der  zweiten  Zeile  von  (137)) 


des  kanonischen  Systems  ergeben  wiirden.  Die  Integration  ware  also 
im  wesentlichen  beendet,  wenn  man  von  der  Gesamtheit  der  iiber- 
haupt  vorbandenen  2n  Integrale  nur  die  Halfte,  die  allerdings  geeig- 
net  auszuwahlen  sind,  kennen  wiirde.  Diese  Uberlegung  fiel  zusammen 
mit  einem  Ergebnis,  zu  dem  Jacobi  1836  gelangt  war.  Er  hatte  nam- 
lich  beim  Studium  der  Bewegung  eines  einzelnen  Massenpunktes  in 
der  Ebene166)  erkannt,  daB  man  hier  auBer  dem  Energieintegral 


nur  noch  ein  weiteres  Integral 


zu  kennen  braucbt.    Berecbnet  man   namlich  aus    diesen  beiden  Inte- 
gralen   die  Impulskomponenten  pl}  pz    als  Funktionen   von  ql}  q2  und 
den  beiden  Koustanten  k  und  c,  so  wird 
(148)  Pidq,+p.2dq2 

ein  vollstandiges  Differential,  und  man  kann  die  beiden  feblenden  In 
tegrale  durch  die  Quadraturen 

/(-£  ««  +  £  **)  -  b>  f(%<*  +  1  "«.)  -  «— 

erbalten.  Der  Ausdruck  (148)  ist  natiirlich  nichts  ,  anderes  als  das 
Differential  der  cbarakteristiscben  Funktion,  so  daB  Jacobi  hier  bereits 
aus  der  einen  Halfte  der  Integrale  auf  dem  Wege  iiber  die  charakte- 
ristische  Funktion  die  andere  Halfte  der  Integrale  gewonnen  batte.  Aus 
der  Verallgemeinerung  dieser  Uberlegung,  wie  sie  die  Beziehung  zwi- 
schen  der  Prinzipalfunktion  und  dem  kanonischen  System  darbot,  flieBt 
die  Erkenntnis,  daB  sich  bei  Bekanntsein  eines  ersten  Integrals  der 
Grad  des  kanonischen  Systems  um  zwei  Einheiten  erniedrigen  laBt.  Die 
(2  n  —  2)  ersten  Integrale  des  reduzierten  Systems  sind  samtlich  auch 
Integrale  des  urspriinglichen  Systems,  so  daB  nur  ein  Integral,  nam 
lich  das  dem  Ausgangsintegral  konjugierte,  merit  unter  den  Integralen 
des  reduzierten  Systems  erscheint.  Diese  Betrachtungsweise  fiihrt 
systematisch  die  Integration  des  vorgelegten  kanonischen  Systems  mit 
2n  unbekannten  Funktionen  durch  Aufsuchen  eines  ersten  Integrals 
auf  die  Integration  eines  ebensolchen  Systems  mit  (2n  —  2)  unbe 
kannten  Funktionen,  dann  durch  Aufsuchen  eines  ersten  Integrals 

166)  C.  G.  J.  Jacobi,  Sur  le  mouvement  d'un  point  et  sur  un  cas  particulier  du 
probleme  des  trois  corps,  Paris  C.R.3  (1836),  p.  5'J  =  Werke  IV,  p.  35.  Vgl.  auch  2b2). 
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dieses  reduzierten  Systems  auf  ein  solches  von  (2w  —  4)  unbekannten 
Funktionen  usw.  zuriick.167)  (Vgl.  Nr.  27.) 

Um  diese  Integrationsmetkoden  gruppiert  sich  dann  schon  bei 
Jacobi  eine  Fiille  weiterer  Uberlegungen,  die  auch  die  Anwendung  in 
der  Storungsrechnung  der  Astronomie  wesentlich  vereinfacht.  Die  Jacobi- 
sche  Tradition  hat  hieraus  eine  systernatische  Theorie  geschaffen.168) 

D.  Die  variierte  Wirkung. 

16.  Die  Hamiltonsclie  Prinzipalfunktion. 

16  a.  Die    Ableitungen    der    Prinzipalfunktion.    Die    allgemeine 
analytische   Behandlung   der  Bewegungsgleichungen   hat   sich  an  dem 
Vorbild  des  w-Korperproblems  herausgebildet.  Daher  sind  die  Probleme 
bevorzugt,  fiir  die  eine  Lagrangesche  Function 
(149)  L(qlt  .  .  .,  qn,  ql9  .  .  .,  qn,  f)  =  T  -  0 

existiert,    wobei    T   eine    allgemeine    quadratische    Funktion    der    Ge- 
schwindigkeitskomponenten  ql}  .  .  ,}  qn: 

T^T.  +  T.  +  T, 

sein  kann  (vgl.  Nr.  4).    Die  Bewegungsgleichungen  besitzen  danach  als 
Eulersche  Gleicliungen  des  Variationsprdblems  des  Hamiltonschen  Prinzips 

(149  a)  fL(qlt  .  .  .,  qn,  qlt  .  .  .,  qn,  t)dt  =  Extrem. 

die  Gestalt 

/i  d     cL  3L 


Ausgehend  von  den  Existenzbeweisen  fiir  die  Losung  eines  Systems 
von  Differentialgleiehungen,  nach  denen  man  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  eine  Losung  durch  2n  Angaben,  etwa  Anfangsort  und  An- 
fangsgeschwindigkeit,  festlegen  kann,  stellt  man  sich,  ohne  sich  der 
Schwierigkeiten  bei  der  Ubertragung  einer  Aussage  ,,im  kleinen"  auf 
die  Verhaltnisse  ,,im  groBen"  stets  klar  bewuBt  gewesen  zu  sein169), 

167)  In    der   Literatur    der   Theorie    der   partiellen    Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  wird   dieae  Art  der  Integration   des  kanonischen  Systems   (bzw. 
der  zugehorigen   partiellen  Differentialgleichung)   als  Jacobis  zweite  Methode  be- 
zeichnet  [vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber],  Nr.  36]. 

168)  Die  Grandlage   dieser  Forschungen  bilden  die   beiden  von  Jacobi  her- 
riibrenden  Darstellungen  :  C.  G.  J.  Jacobi,  Uber  diejenigen  Probleme  der  Mecha- 
nik,  in  welcben  eine  Kraftei'unktion  existiert  und  iiber  die  Theorie  der  Storungen, 
Werke  V,  p.  217  und  C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen  iiber  Dynamik,  Werke  Supple- 
mentband.    Beide  sind  zusammen  mit  anderen  Abhandlungen  aus  dem  NachlaB 
von  A.  Clebsch  herausgegeben. 

169)  Vgl.  hierzu   T.  Levi-Civita,    Drei  Vorlesungen   iiber   adiabatische   In- 
varianten,  Hamburg  Abhandl.  aus  d.  math.  Sem.  6  (1928),  p.  323. 
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die   Losungen    der   Bewegungsgleichungen  (150)    als    eine    Schar   von 

oo  2n  Kurven 

(I50a)  &  =  &(*»  Ci  »•••.  c2n)  (1  —  1,  .  .  .,  n) 

in  der  Raumzeitmannigfaltigkeit  der  (ql}...,qn,  0  vor.  Die  einzelne 
extremale  Raumzeitlinie  erscheint  von  diesem  Standpunkt  aus  im  all- 
o-emeinen  auch  dadurch  eindeutig  bestimmt,  da6  man  zwei  ihrer  Raum- 
zeitpunkte 

(151)  P^V.-fffiM)      und      PtCflP,  •••>«?,*) 
vorschreibt.   Bildet   man   nun   unter  Einfiihrung   dieser  Extremale  als 
Integrationsweg   das  Integral  (149  a)  zwischen   den   beiden  Raumzeit- 
punkten  Pl  und  P2: 

(152)  8(Pi,P*)—fL**> 

PI 

so  hat  man  die  Hamiltonsche  PrinzipalfunUion  des  Variationsproblems 
(149  a),  die  im  Sinne  von  Nr.  8  als  Funktion  des  Punktepaares  {  P1;  P,  } 
bzw.  als  Funktion  seiner  (2n  +  2)  Koordinaten 


(152  a) 

i\ 

aufzufassen  ist.  Beim  Ubergang  zu  einem  ,,benachbarten"  Punktepaar 


und 

P,*(2(i8)  +  ^fl?^  •  •  -,  2l2)  + 
ist  die  Anderung  von  5  nach  (71ft) 
(153)     dS=(pW8tf?  +  >-'+pS>dgS> 

-  WPdtf  -\ 
woraus  man  die  Ableitungen  der  PrinzipalfunUion  entsprechend  (137) 

-*     -'^-*     If 


entnehmen  kann.  Die  Ableitungen  der  PrinzipalfunUion  nach  den  Orts- 
Icoordinaten  sind  die  Impidskomponenten,  ihre  AUeitung  nach  der  Zeit 
ist  die  Energie.™*} 

16  to.  Die  Reziprozitatssatze.  FaBt  man  die  Impulskomponenten 
in  (154)  als  Funktionen  der  Koordinaten  der  beiden  Randpunkte  (151) 

169  a)  Die  Anderung  des  Vorzeichens  in  den  Formeln  der  zweiten  Zeile 
von  (154)  erklart  sich  so,  daB  man  bei  wachsendem  t  im  Punkte  P2  aus  dem 
Intervall  P1  P2  heraustritt,  im  Punkt  Pl  dagegen  in  das  Intervall  hineinkommt. 
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auf 169b),  so  ergeben  sich  zwei  Klassen  von  Reziprozitatsbeziehungen1690) 
entsprechend  den  beiden  Klassen,  die  W.  R.  Hamilton  in  der  Strahlen- 
optik  entwickelt  hat  (vgl.  Nr.  13).  Die  Beziehungen  der  ersten  Klasse 
erhalt  man,  wenn  man  einen  einzelnen  der  beiden  Randpunkte  ins 
Auge  fafit  und  den  EinfluB  der  Anderungen  der  Ortskoordinaten  bzw. 
der  Zeit  auf  die  Impulskomponenten  und  die  Energie  betrachtet.  Sie 
lauten  fur  den  Randpunkt  P2: 


bzw. 

(156)  -jf 
worin 

ist.    Entsprechende  Beziehungen  gelten  fiir  den  Randpunkt  Pi. 

Zu  der  zweiten  Klasse  dieser  Reziprozitatssatze  gelangt  man,  wenn 
man  fragt,  wie  die  Anderung  einer  Ortskoordinate  (bzw.  der  Zeit)  in 
einem  Randpunkt  eine  beliebige  der  Impulskomponenten  oder  die 
Energie  in  dem  anderen  Randpunkt  beinfluBt-  Das  fiihrt  zu  den  Be 
ziehungen 

(157)  |4n  = 

V  0 

bzw. 


dt,    '         a9«)"         dq$'dti'        ^  dq$>' 

worin 

rcn\ 


Jp.W^  ' 

d(H}p 
ist  und  -„  (1)"  entsprechende  Bedeutuug  hat. 

Hierbei  sind  entsprechend  der  Definition  der  Prinzipalfunktion 
S  die  Ortskoordinaten  (bzw.  die  Zeit)  in  den  Randpunkten  als  die 
willkurlich  zu  beeinflussenden  GroBen  gedacht.  Vom  Standpunkt  der 
Mechanik  liegt  es  oft  naher,  die  Anderungen  der  Impulskomponenten, 
die  man  durch  StoBe  erzeugt  denken  kann,  willkurlich  vorzuschreiben. 
Die  angegebenen  Reziprozitatsbeziehungen  bleiben  auch  bei  dieser  Auf- 
fassung  erhalten,  man  braucht  nur  die  partiellen  Ableitungen  als  Quo- 

169  b)  Durch  ihre  Vermittlung  werden  dann  auch  (H)p  und  (H)p  Funk- 
tionen  der  (2  n  -j-  2)  Koordinaten  dieser  Randpunkte. 

169  c)  H.  v.  Helmholtz,  Uber  die  physikalische  Bedeutung  des  Prinzips  der 
kleinsten  Wirkung,  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  137  und  p.  213,  insbes.  p.  213  ff. 
=  Ges.  Abh.  Ill,  p.  203,  insb.  p.  238  ff. 

Encyklop.  d.  inath.  Wiasensch.  IV  1,  n.  41 
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tienten  von  iufinitesimalen  GroBen  zu  deuten  und  in  diesem  Sinne  ihre 
,,reziproken  Werte"    zu   bilden.170)    Damit   erhalten   die   Reziprozitats- 


170)  Um  das  abzuleiten,  wendet  man  auf  die  Funktion  S  in  der  gleichen 
Weise,  wie  es  W.E.Hamilton  in  der  Strahlenoptik  tat  (vgl.  15*)),  die  sog.  Le- 
gendresche  Transformation  an,  d.  h.  man  berechnet  aus  den  2n  Gleichungen 

dS         ,„,       a/S 

_  ___  -  m(->  •  -  _  tn.*' 

0#>~1>«  '  0<#>~ 

die  Ortskoordinaten  q<j}\  q(,p  der  beiden  Eandpunkte  als  Funktionen  der  Impuls- 
komponenten  p(,}\  p^  und  der  Zeitkoordinaten  tt,  £2  (vgl.  IT.  t>.  Helmholtz,  1.  c.169c), 
Ges.  Abh.  Ill,  p.  246)  und  bildet  damit  die  Funktion 


(159)     u(p«\  .  .  ,  j,«\  *,  ;  ri",  .  .  ,  ^2),  <») 

1 

Als  Ableitungen  dieser  Funktion  nach   den  Impulskomponenten   erh'alt  man   die 
zugehorigen  Ortskoordinaten 


und  fur  die  Ableitungen  nach  ^  ,  £2  ergibt  sich 

du       as  ac^       as 


Denkt  man  darin  die  Ortskoordinaten  der  beiden  Randpunkte  q$\  q%}  als  Funk 
tionen  der  Impulskomponenten  p$\  p^  (und  der  Zeitkoordiuaten  tt,  tt)  aus- 
gedruckt  und  diese  Funktionen  auch  in  (H)Pi  bzw.  (H)^  eingefuhrt,  so  erhalt 
man  als  erste  Klasse  von  Reziprozitatsbeziehungen  die  Gleichungen 


wahrend  sich  als  Reziprozitatsbeziehungen  zweiter  Klasse  die  Gleichungen 

a1  u 

(163) 


ergeben. 

tFbrigens  konnte  man  noch  in  der  Funktion  U  die  Zeitkoordinaten  ^  und 
<s  der  Randpunkte  bei  weiterer  Ausdehnung  der  Legendreschen  Transformation 
durch  die  Energiewerte  (H)P  bzw.  (H}r^  in  den  Randpunkten  ersetzen.  Dann 
wiirde  man  auch  die  unmittelbaren  Umkehrungen  der  Beziehungen  (166)  bzw. 
(158)  erhalten. 

Bemerkt  sei  noch,  daB  bereits  C.  G.  J.  Jacobi  Reziprozitatsbeziehungen  ent- 
wickelt  hat,  die  im  Grunde  mit  den  angegebenen  gleichbedeutend  sind  (vgl. 
C.  G.  J.  Jacobi,  Problerne  der  Mech.  §  21,  Werke  V,  p.  315). 
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beziehungen  eine  Gestalt,  die  sich  vom  Standpunkt  der  Mechanik  aus 
besonders  anschaulich  aussprechen  laBt.171) 

16c.  Das  Feld  extremaler  Raumzeitlinien.  Von  einem  einzelnen 
Raumseitpunkt  P0(gi0),  .  .  .,  q(°\  tQ]  lauft  ein  Biindel  von  oo*  extre- 
malen  Raumzeitlinien  aus,  und  zwar  geht  durch  jeden  Raumzeitpunkt 
P((li>  •  •  -)  Qn>  0>  der  einer  bestimmten  Umgebung  von  P0  angehort,  auf 
Grund  der  Existenzsatze  eine  und  nur  eine  dieser  Kurven  hiiidurch,  die 
zwischen  P0  und  P  die  Umgebung  nicht  verlaBt.  In  einem  solchen  Biindel 
hat  man  den  einfachsten  Fall  eines  sogenannten  Feldes  von  Extremalen 

171)  Diese  Reziprozitatssatze,  durfen  nicht  verwechselt  werden  mit  anderen 
Reziprozitatsslitzen,  die  H.  v.  Helmholtz  aufgestellt  hat  (vgl.  H.  v.  Hclmholtz,  1.  c.  169c) 
Ges.  Abh.  Ill,  p.  231,  sowie  Dynamik  diskreter  Massenpunkte,  p.  373).  Helmholtz 
betrachtet  da  ein  mechanisches  System  mit  der  Lagrangeschev.  Funktion  L.  Es  soil 
sich  aber  nicht  gemaB  den  Eulerschen  Gleichungen  (150)  bewegen,  sondern  es  sollen 
noch  auBere  Einflusse  wirksam  sein,  so  daB  an  Stelle  von  (150)  die  Gleichungen 

Ufirt  7?          d  (dL\       3L 

(164)  Mo  =    ,  .  I  K-T-  I  —  5— 

*       dt  \dqq]       d  qQ 

treten  miissen,  um  die  Bewegung  zu  beschreiben.  Die  Gro'Ben  HQ  denkt  Helm 
holtz  dabei  nicht  vorgeschrieben,  sondern  gleichsam  durch  die  Gleichungen  (164) 
definiert,  wobei  er  noch  die  Voraussetzung  macht,  daB  die  Zeit  t  nicht  explizit 
in  L  auftreten  soil.  Dann  erscheinen  die  RQ  abhangig  von  den  Ortskoordinaten 
q^  selbst,  ihren  ersten  Ableitungen  q^  und  ihren  zweiten  Ableitungen  q^.  Be 
trachtet  man  nacheinander  die  Abhangigkeit  von  diesen  drei  Gro'Benarten,  so 
ergeben  sich  drei  Klassen  von  Reziprozitatsbeziehungen,  narnlich 

(.«)  '**  =  »*,,     ™ 


d*L   \ 

(165a)  "  a       dqadfy/ 

_  d_/dBa 

dt 


d/d_Bs\ 
dt\2qj 


(165  b)  ?_=  -=1    d  (?.Ii<t  —  S 

dq,,         dq(,        dt\dqQdqa       2qadqJ       '<Ldt\dq0         S 

Natiirlich  sind  die  Ry  entsprechend  ihrer  Definition  (164)   linear  in  den  zweiten 
Ableitungen  q^t  so  daB 

(166)  fl^  =  ° 

dlaO<lt 
sein  muB. 

Umgekehrt  konnte  Helmholtz  auch  zeigen,  daB  n  Funktionen  Rq(qa,  qa,  qa}, 
die  den  Bedingungen  (165)  usw.  genugen,  sich  in  der  Gestalt  (164)  durch  eine 
Funktion  L(ql  ,  .  .  -,  qn,  JT-,  ...,?„)  ausdrucken  lassen.  Vgl.  die  aus  dem  NachlaB 
durch  L.  Koenigsberger  herausgegebene  Abhandlung:  H.  v.  Helmholtz,  Uber  die 
physikalische  Bedeutung  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung,  Berlin  Sitzungsber. 
1905,  p.  863,  sowie  G.  D.  Birkhoff,  Dynamical  systems,  p.  26. 

Physikalische  Beispiele  fur  diese  Reziprozitat  in  J.  J.  Thomson,  Applications 
of  dynamics  to  physics  and  chemistry,  Cambridge  1888,  deutsch  Leipzig  1890. 
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des  Variationsproblems  vor  sich  172),  falls  uoch  evtl.  der  Punkt  P0  selbst 
aus  dem  Gebiet  der  Raumzeitmannigfaltigkeit  ausgeschieden  wird.  Die 
durch  einen  beliebigen  Raumzeitpunkt  P(gf],  . . .,  qn,  f)  des  Feldes  lau- 
fende  Raumzeitlinie  (Feldextremale)  definiert  dort  denGeschwindigkeits- 
vektor  (q^  . . .,  qn}  bzw.  den  damit  verkniipften  Impulsvektor  (p1}  . . .,  pn} 
als  Funktionen  des  ,,0rtes",  d.  h.  die  Geschwindigkeitskomponenten  q  , 
wie  die  Impulskomponenten  p0  sind  Funktionen  von  qlf  . . .,  qn,  t: 

Bildet  man  in  dem  Felde  langs  der  einzelnen  extremalen  Raumzeit 
linie  das  Extremalintegral  des  Variationsproblems  (149  a)  und  wahlt  als 
untere  Grenze  den  Mittelpunkt  P0  des  Extremalen biindels,  so  wird  der 
Extremalintegralwert  eine  Funktion  allein  der  oberen  Grenze  P  des 
Integrals,  d.  h.  eine  Funktion  von  qlf  . . .,  qn,  t: 

p 

(168)  8fa,.. 

deren  Differential  nach  (153) 
(168.)    *S=  II  »*  +  ... 

=ft*!Z,  H \-p.iq. -Hit 

ist. 

An  die  Stelle  des  von  einem  Punkte  ausstrahlenden  Biindels  von 
Raumzeitlinien  kann  man  nun  allgemein  eine  Schar.von  oo"  extremalen 
Raumzeitlinien  setzen,  die  ebenfalls  die  Eigenscnaft  haben  moge,  daB 
durch  jeden  Punkt  eines  gewissen  Gebietes  der  Raumzeitmannigfaltig 
keit  eine  und  nur  eine  Raumzeitlinie  der  Schar  hindurchgekt,  so  daB 
auch  hier  jedem  Raumzeitpunkte  der  Geschwindiglteitsveldor  bzw.  der 
ImpulsveJctor  zugeordnet  ist,  wie  es  die  Formeln  (167)  angeben.  Aber 
eine  solche  w-parametrige  Extreraalenschar  ist  im  allgemeinen  nicht  in 
dem  gleichen  Sinne  einFeld  wie  die  Extreraalenschar  durch  einen  Punkt. 

Greift  man  aus  dieser  Schar  irgendeine  extremale  Raumzeitlinie 
heraus  und  wahlt  auf  ihr  zwei  Raumzeitpunkte  P1  und  P2,  so  kann  man 
zu  dem  Paar  der  Raumzeitpunkte  P1}  P2  die  Prinzipalfunktion  (152) 
bilden.  Denkt  man  sich  nun  in  dem  betrachteten  Gebiet  der  Raumzeit 
mannigfaltigkeit  eine  einfache173)  geschlossene  Kurve  Q  gezogen,  so 

172)  Vgl.  z.  B.  0.  Bolza,  Vorlesungen  iiber  Variationsrechnung,   Leipzig  u. 
Berlin  1909,  §  77,  p.  635. 

173)  Damit  soil  zum  Auedruck  gebracht  werden,  da8  eine  extremale  Raum 
zeitlinie  durch  einen  Punkt  der  Kurve  keinen  weiteren  Punkt  mit  der  Kurve  ge- 
mein  haben  soil. 
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bilden  die  extremalen  Raumzeitliiiien  der  n-parametrigen  Schar,  die 
durch  die  einzelnen  Punkte  dieser  Kurve  hindurchlaufen,  die  Erzeugen- 
den  einer  JRoTwe.174)  Zieht  man  auf  einer  solchen  Rohre  noch  eine 
zweite  geschlossene  Kurve  C2,  die  die  Rohre  derart  umschlingt,  daB  sie 
ebenfalls  von  jeder  der  extremalen  Raumzeitlinien  der  Rohre  nur  einmal 
getroffen  wird,  so  sind  die  beiden  Kurven  durch  die  als  Erzeugende  die- 
nenden  Raumzeitlinien  punktweise  eindeutig  aufeinander  bezogen.  Da 
je  zwei  zugeordnete  Punkte  ein  Stuck  einer  extremalen  Raumzeitlinie 
begrenzen,  kann  man  sich  fur  ein  solches  Punktepaar  die  Prinzipal- 
funktion  (152a)  gebildet  denken.  Die  Formel  (153)  gibt  dann  die  An- 
derung  der  Prinzipalfunktion  beim  Ubergang  von  einer  Erzeugenden 
zur  Nachbarerzeugenden,  wobei  die  Differentiale  dq^l\  .  .  .,  dqn^\  dt{  das 
Fortschreiten  langs  der  einen  und  Sq^2\  .  .  .,  Sq^\  3t2  das  Fortschreiten 
langs  der  anderen  der  beiden  geschlossenen  Kurven  bestimmen. 

Man  kann  nun  mit  den  Punkten  Pl  und  P2  auf  den  beiden  ge 
schlossenen  Kurven  ganz  um  die  Rohre  herumgehen,  bis  man  wieder 
in  die  Ausgangsstellung  zuriickkommt.  Da  die  zugehorige  Gesamt- 
anderung  der  Funktion  S  gleich  Null  ist,  ergibt  sich  aus  (153)  die 
Beziehung 

(169)    /  {p^dqj*  +  •  •  •  +  pVdqW  -  (H)P.  d  t,  } 

dt     ==  0 


wobei  das  erste  Integral  iiber  die  Kurve  C2,  das  zweite  iiber  die 
Kurve  CA  genommen  ist.  Da  die  Kurven  Cl  und  02  ganz  beliebig  um 
die  Rohre  geschlungen  sind,  folgt  hieraus  fiir  die  Rohre 


(170)  &<*&  H  -----  h  A*ff.  -  Hdt)  =  Const. 
c 

eine  Beziehung,  die  allgemein  fur  jede  Rohre  durch  eine  geschlossene 
Kurve  in  dem  betrachteten  Gebiete  der  Raumzeitmannigfaltigkeit  gilt, 
da  man  sich  von  den  eingefiihrten  Beschrankungen  nachtraglich  leicht 
frei  macht. 

Der  Zdhlwert  der  Konstanten  in  (170)  lafit  sich  in  sehr  einfacher 
Weise  deuten.  Man  geht  dazu  auf  dem  Mantel  der  Rohre  von  einem 
Punkte  in  solcher  Richtung  fort,  daB  die  Fortschreitungsrichtung  stets 
mit  der  Richtung  der  extremalen  Raumzeitlinie  durch  die  Beziehung 

(171)  pldql  +  ~.+pniqu  —  Hdt-0 

verkniipft  ist,  also  in  einer  Fortschreitungsrichtung,   die,  wie  man  in 


174)  Vgl.  hierzu  auch  H.  Poincare,  Method,  nouv.  Ill,  p.  4ft'. 


622     IV  12  u.  13.   G.  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik. 

der  Variationsrechnung  [vgl.  IIASa  (E.  Zermelo-H.  Hahn),  Nr.  1]    zu 
sag-en   pflegt,   transversal    zu   der   Richtung   der   Extremalen    ist.    Bei 
einem   solchen  Herumgehen   um   die  Rohre   trifft   man   die  extremale 
Raumzeitlinie,   von    deren   Punkt   P  man   aus- 
gegangen  izt,  zum  ersten  Male  wieder  im  Punkte 
P*.  Ergiinzt  man  das  so  erhaltene  Kurvenstiick 
PP*,  das  die  Rohre  nach  Art  einer  Schrauben- 
linie  umwindet,  durch  das  Stuck  PP*  der  extre- 
malen  Raumzeitlinie  selbst  zu  einer  geschlossenen 
Kurve,  so  gilt  fiir  diese  geschlossene  Kurve  die 
Gleichung  (170).   Da  aber  wegen  der  Trans ver- 
salitat   der  Integrand   von  (170)  auf  der  Win- 
Flg>2-  dung  PP*  verschwindet,  so  liefert  diese  Win- 

dung  keinen  Beitrag  zum  Integral  (170).  Andererseits  reduziert  sich 
auf  der  extrernalen  Raumzeitlinie  P*P  der  Integrand  von  (170)  auf 
die  Funktion  L  selbst,  so  daB  der  Zahlwert  der  Konstanten  in  der 
Formel  (170)  p 

(170a)  Const.  =fLdt 

ist.  Diese  Grofie  ist  nichts  anderes  als  die  (im  Sinne  des  Variations- 
problems  gemessene)  Ganghohe  der  Windung  PP*.  Allgemein  gilt 
hiernach  fiir  die  Kurve,  die  man  erhalt,  wenn  man  auf  der  Rohre 
transversal  zu  den  extremalen  Raumzeitlinieu  (die  als  Erzeugende 
dienen)  fortschreitet,  daB  sie  eine  Schraubeulinie  ist,  'die  eine  konstante 
^extremale  Ganghohe"  besitzt.  Das  soil  heiBen :  Greift  man  auf  einer  be- 
liebigen  extremalen  Raumzeitlinie  des  Mantels  der  Rohre  zwei  aufcin- 
anderfolgende  Schnittpunkte  mit  der  transversalen  Schraubenlinie 
heraus,  so  hat  die  Hamiltonsche  Prinzipalfunktion  fur  ein  solches 
Punktepaar  liberal!  auf  der  Rohre  den  gleichen  konstanten  Wert,  den 
man  als  die  ,,R6hrenkonstante"  bezeichnen  kann. 

Ist  insbesondere  die  Rohreukonstante  gleich  Null,  so  ergibt  sich, 
wenn  man  transversal  zu  den  extremalen  Erzeugenden  um  die  Rohre 
herumlauft,  statt  der  Schraubenlinie  eine  geschlossene  Kurve.  Von 
besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  daB  sich  fur  jede  Rohre  mit 
extremalen  Erzeugenden  aus  der  w-parametrigen  Schar  der  Raumzeit- 
linien  bei  transversalem  Umlaufen  eine  geschlossene  Kurve  ergibt, 
also  die  Konstante  in  (170)  stets  gleich  Null  ist.  Dann  ist  offenbar 
in  dem  Gebiet,  das  die  extremalen  Raumzeitlinien  der  «-parametrigen 
Schar  erfiillen,  das  Integral 
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vom  Integrationsweg  unabhangig  und 

(172)  l\*qi  +  —  +Pn***  —  H*t 

ein  vollstandiges  Differential.  Somit  bestimmt  die  Differentialgleichung 

(173)  l>i*2H  -----  \-pndqn~H8t  =  Q 

zu  der  w-parametrigen  Schar  der  extremalen  Raumzeitlinien  eine  ein- 
parametrige  Schar  von  w-dimensionalen  Mannigfaltigkeiten,  und  zwar 
durchsetzen  diese  Mn  entsprechend  der  Differentialgleichung  (173)  die 
extremalen  Raumzeitlinien  der  w-parametrigen  Schar  transversal.  Irgend 
zwei  der  Mn  schneiden  auf  alien  extremalen  Raumzeitlinien  Stiicke 

ab,  fur  die  J  Ldt  den  gleichen  Wert  hat. 

Ubrigens  ist  der  Ausdruck  (172)  fur  die  (w  +  1)  Veranderlichen 
<Zi>  •••»<?«>  ^  bereits  dann  ein  vollstandiges  Differential,  wenn  fur  eine 
Mannigfaltigkeit  t  —  Const,  gilt,  daB 

(174)  l\^h-\  -----  \-Pn*q* 

ein  vollstandiges  Differential  ist.  Denn  da  fur  jede  geschlossene  Kurve, 
die  eine  von  extremalen  Raumzeitlinien  gebildete  Rohre  einmal  um- 
windet,  das  Integral  (170)  den  gleichen  Wert  hat,  so  braucht  man 
das  Verschwinden  der  Rohrenkonstanten  nur  fur  alle  geschlossenen 
Kurven  in  der  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  zu  fordern.  Insbesondere 
gilt  also  von  den  w-parametrigen  Biindeln  extremaler  Raumzeitlinien, 
die  von  einem  Raumzeitpunkt  ausstrahlen,  daB  fur  sie  der  Ausdruck 
(172)  ein  vollstandiges  Differential  ist.  Denn  in  dem  Mittelp'unkt  des 
Biindels  selbst  ist  doch  die  (174)  entsprechende  Differentialgleichung 

(174a)  i^H  -----  \-pH3qn  =  Q 

wegen  d  ql  =  •  •  •  =  d  qn  =  0  gewiB  identisch  erfuilt. 

Ebenso  wie  die  Extremalenschar  dieses  Sonderfalles  bezeichnet 
man  auch  eine  allgemeine  w-parametrige  Schar  von  extremalen  Raum 
zeitlinien,  falls  sich  zu  ihr  eine  einparametrige  Schar  von  transversalen 
Mn  konstruieren  laBt,  als  ein  Feld  von  Extremalen.175)  Die  transver 
salen  Mannigfaltigkeiten  des  Feldes  sind  nach  (173)  durch 


(175) 

n 

gegeben,  wobei  das  Integral  irn  Felde  unabhangig  vom  Integrationswege 
ist  und  von  einem  beliebigen  fest  gewahlten  Punkte  II(ql^\  .  .  .,  q^\  t^) 
aus  bis  zu  einem  veranderlichen  Punkte  P(q1}  •  •  •,  qn,  f)  im  Felde  er- 


175)  Und  zwar  ein  Feld  im  engeren  Sinne  (Unabhangigkeitsfeld). 
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streckt    ist.    Auf   die  Bedeutung    dieses    vom   Integrationswege  unab- 
hangigen  Integrals,  das  man  nach  (72)  und  (73)  auch  in  der  Gestalt 


.Fig.  3. 


schreiben  kann,  hat  D.  Hilbert^6)  hingewiesen.  Es  wird  daher  als 
Hilbertsches  Unabhangigkeitsintegral  bezeichnet. 

DaB  in  (175)  der  Wert  des  vom  Wege  unabhangigen  Integrals  mit  S, 
dem  Funktionssymbol  fiir  das  Extremalintegral,  bezeichnet  ist,  ist  gerecht- 
fertigt.  Legt  man  namlich  im  Felde  durch  II  die  transversale  Mannig 
faltigkeit,  so  kann  man  den  beliebig 
im  Felde  gewahlten  Punkt  P  in  fol- 
gender  Weise  erreichen:  Die  durch 
P  hindurchlaufende  extremale  Raum 
zeitlinie  des  Feldes  trifft  die  trans 
versale  Mannigfaltigkeit  durch  IT  in 
einem  Punkte  P0.  Man  geht  nun  zu- 
nachst  auf  der  transversalen  Mannig 
faltigkeit  von  II  nach  P0  und  dann  auf  der  Raumzeitlinie  des  Feldes 
von  P0  nach  P.  Da  auf  der  transversalen  Mannigfaltigkeit  der  Inte 
grand  von  (175)  bzw.  (176)  gleich  Null  ist,  wahrend  er  sich  auf  der 
extremalen  Raumzeitlinie  des  Feldes,  wo 

8q,     _  •  Sqn  __  . 

St    '  ~    J '  '  '    '    St  n 

ist,  auf  L  reduziert,  ist  die  Funktion  (175)  gerade  das  von  P0  aus  bis 
zum  Punkte  P  genommene  Extremalintegral  iiber  die  Feldextremale 
durch  P 

(177) 

Die  Koordinaten  (q^,  . ..,  qn(0\  t0)  des  Raumzeitpunktes  P0  sind  hierbei 
als  Funktionen  der  Koordinaten  q1}---,qn,t  des  Punktes  P  des  Fel 
des  aufzufassen. 


176)  Vgl.  D.  Hilbert,  Mathematische  Probleme,  Vortrag  auf  dem  internat. 
MathematikerkongreB,  Paris  1900,  franzos.  tJbersetz.  in  den  C.  R.  du  congres  p.  58; 
Originalfassung  Gott.  Nachr.  1900,  p.  253.  Der  allgemeine  Satz  zuerst  bewiesen 
bei  A.  Mayer,  Uber  den  Hilbertschen  Unabhiingigkeitssatz  in  d.  Theorie  d.  Max. 
u.  Min.  d.  einf.  Int.,  Math.  Ann.  58  (1904),  p.  235.  Dann  D.  Hilbert,  Zur  Varia- 
tionsrechnung,  Gott.  Nachr.  1905,  p.  159  ==  Math.  Ann.  62  (1906),  p.  351.  Ubrigens 
ist  der  Satz  gelegentlich  echon  friiher  bemerkt  von  E.  Beltrami,  Sulla  teoria 
delle  linee  geodetiche,  Mailand  Rend,  del  istit.  Lombardo  (2)  1  (1868),  p.  708 
=  Opere  I,  p.  366. 
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Das  Differential  dieses  Extremalintegrals  1st  in  der  Tat  gleich 
dera  Ausdruck  (172).  Variiert  namlieh  der  Punkt  P  im  Felde,  so 
andert  sich  zwar  mit  ihm  der  Punkt  P0,  da  er  aber  auf  der  trans- 
versalen  Mannigfaltigkeit  bleibt,  so  gilt  fiir  ihn 

(178)  p^dq^  +  -  ••  +  pM8qW  -  (H)Podt0  =  0, 

welche  Werte  auch  die  dq{(0\  .  .  .,  <5<?n(0),  dt0  infolge  der  Variationen 
dqi}  .  ..,  dqn,  dt  erhalten  mogen.  Nach  (153)  ist  also  das  Differential 
der  Funktion  (177)  ebenso  wie  das  der  Funktion  (168)  des  von  einem 
Punkt  ausstrahlenden  Feldes 

(179)  6S  -  PlSqi  +  ---+Pn3qn-Hdt. 
Durch  die  Aufspaltung  dieser  Beziehung  erhalt  man  dann 

ds  as  ds          rr 

(180)  ^".ft'---'^-A'7r 

d.  h.  in  den  Feldern  der  extremalen  Raumzeitlinien  stellt  der  von  einer 
transversalen  Mn  des  Feldes  aus  gebildete  Extremalintegralwert  eine 
Funktion  S(qlf  .  .  .}qn,f)  vor,  deren  Hohenflachen  die  transversalen  Mn 
des  Feldes  sind  und  deren  Gradient  die  Impulskomponenten  p^  und 
die  Energie  H  im  Felde  bestimmt. 

17.  Die  Hamilton-Jacobische  partielle  Differentialgleicliung.  Die 

Elimination  der  Impulskomponenten  aus  den  Gleichungen  (180)  liefert 
fiir  die  Funktion  S(qlf  .  .  .,  qn,  f)  die  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung111) 

,  .,  n  -<  \  dS    ,     TT(  3S  dS  ,\        A 

(181)  +  H-,...,,qi,...,qn,t=    0, 


die  mit  der  einen  der  beiden  Differentialgleichungen  ubereinstimmt, 
die  sich  im  vorigen  Abschnitt  [vgl.  Nr.  14,  Gl.  (138)]  fiir  die  Hamilton- 
sche  Prinzipalfunktion  ergaben.  Es  kann  nur  die  eine  der  beiden  par- 
tiellen  Differentialgleichungen  auftreten,  weil  ja  hier  der  eine  der 
beiden  Punkte  des  Punktepaares,  namlich  P0,  durch  den  anderen,  den 
veranderlichen  Punkt  P,  festgelegt  erscheint,  wahrend  bei  der  Auf- 
fassung,  die  Hamilton  in  den  mechanischen  Abhandlungen  benutzt, 
beide  Punkte  des  Punktepaares,  die  als  Grenzen  des  Extremalintegrals 
dienen,  unabhangig  veranderlich  gedacht  werden,  wie  es  durch  die 
Schreibweise  in  Nr.  16:  S(q^\  .  .  .,  qn™,  t2,  q^,  .  .  .,  q^\  tj  angedeutet 
wurde.  Hamilton  betrachtet  damit  in  den  Abhandlungen  zur  Mechanik 
gewissermaBen  die  Gesamtheit  der  oo2"  extremalen  Raumzeitlinien 

177)  Da   in    der  Mechanik   normalerweise  H  quadratisch   in   dem  Impuls 
komponenten  ist,  so  ist  die  partielle  Differentialgleichung  quadratisch  in  dem 
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gleichzeitig,  wahrend  hier  entsprechend  der  Auffassung,  die  Hamilton 
in  den  Abhandlungen  zur  Strahlenoptik  benutzt,  aus  ihnen  eine  Schar 
von  oon  Kurven  herausgegriffen  ist,  die  ein  Feld  bildet.  Im  einfachsicn 
Fall  eines  solchen  Feldes,  dem  der  Extrenialen  durch  einen  festen 
Punkt  —  er  ergibt  sich,  wenn  man  den  einen  der  beiden  Raumzeit- 
punkte,  die  untere  Grenze  des  Integrals,  als  fest  vorgegeben  ansieht: 

(182)  a«-ff,w,...,fl.w-fl.m^»^ 

wahrend  der  andere  als  im  Felde  veranderlich 
(182  a)  ^  =  <&,...  ,2«(8)  =  <7«,*S  =  < 

aufgefaBt  wird  -  -  sind  die  transversalen  Mannigfaltigkeiten 

••-<t   =  Const- 


die  unmittelbaren  Verallgemeinerungen  der  Lichtwellen,  die  in  der 
Strahlenoptik  zu  dem  von  einem  leuchtenden  Punkte  ausstrahlenden 
Biindel  gehoren.  Aber  auch  in  einem  allgemeinen  Felde,  wie  es  in  der 
vorigen  Nummer  eingefiihrt  wurde,  konnen  die  transversalen  Mannig 
faltigkeiten  als  Verallgemeinerungen  der  Lichtwellen  angesprochen 
werden,  da  ja  ein  urspriinglich  zentrisches  Lichtstrahlenbundel  zu 
einem  solchen  allgemeinen  Felde  wird,  sobald  es  Reflexionen  oder 
Brechungen  erfahrt.  Indem  Jacobi  (vgl.  Nr.  15)  es  ablehnt,  die  Hamilton- 
sche  Prinzipalfunktion  als  Funktion  zweier  gleichberechtiger  Punkte 
eines  Punktepaares  aufzufassen,  und  dafiir  den  Begriff  des  Feldes  mit 
seinem  Extrenaalintegral  einfiihrt,  dessen  Hohen-J/n  die  transversalen 
Mannigfaltigkeiten  des  Feldes  sind,  gelangt  er178)  zu  der  Funktion 
£(<?!,  ...,  qn,  £),  die  eine  Losung  der  einen  partiellen  Differentialglei- 
chung(181)  ist.  Diese  eine  Gleichung  wird  daher  in  der  Literatur 
als  die  Hamilton-Jacobisclie  partielle  Differentialgleichung  bezeichnet. 

Wie  in  Nr.  15  ausgefiihrt  wurcle,  entsprang  Jacobis  Auffassung 
im  Grrunde  der  Umkehrung  dieses  Ergebnisses,  der  Erkenntnis  namlich, 
da8  jede  Losung  der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  (181)  sich  in 
der  angegebenen  Weise  aus  einem  Felde  von  Raumzeitlinien  gewinnen 


178)  C.  G.  J.  Jacobi,  Uber  die  Reduktion  der  Integr.  d.  partiellen  Differentialgl. 
1.  Ordn.  zwischen  irgendeiner  Zahl  Variab.  auf  die  Integr.  eines  einzigen  Systems 
gewohnlicher  Differentialgleichungen,  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  97  =  Werke  IV,  p.  57, 
Bowie  C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen  iiber  Dynamik,  Werke  Supplementband,  p.  148  ff., 
wo  Jacobi  die  partielle  Differentialgleichung  (181)  zunachst  durch  Betrachtung 
nzentrischer"  Felder,  deren  extremale  Raumzeitlinien  alle  durch  einen  festen  Raum- 
zeitpunkt  hindurchlaufen,  ableitet  und  dann  nach  der  Bedeutung  einer  beliebigen 
Losung  dieser  Gleichung  fragt.  Vgl.  ferner  C.  G.  J.  Jacobi,  Probleme  der  Mech. 
Werke  V,  p.  240. 
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lassen  mu6.178a)  Denn  nach  dem  allgemeinen  Theorem  iiber  die  Exi- 
stenz  der  Losungen  [vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber],  Nr.  1]  1st  eine  Losung 
der  partiellen  Difi'erentialgleichung  (181)  eindeutig  bestimmt,  wenn  sie 
auf  einer  w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  vorgeschriebene  Werte  an- 
nimmt.  1st  nun  irgendeine  Losung  von  (181)  S(qlf  .,.,  qn,t)  bekannt, 
so  kann  man  die  Mannigfaltigkeit,  auf  der  S  =  0  ist;  bestimmen179) 
und  transversal  zu  ihr  eine  w-pararaetrige  Schar  von  extremalen  Raum- 
zeitlinien  des  Variationsproblems  j'Ldt  =  Extrem.  konstruieren180), 
die  offenbar  ein  Feld  vorstellt,  weil  ja  auf  S  =  0  die  Bedingung 
(171)  erfiillt  und  somit  fur  alle  von  extremalen  Raumzeitlinien  ge- 
bildeten  Rohren  die  Rohrenkonstante  gleich  Null  ist.  Die  in  dem  Felde 
gebildete  Funktion 

S*(ql}...,qn,f)=fLdt 
PO 

ist  nun  eine  Losung  der  partiellen  Differentialgleichung  (181),  die  auf 
S  =  0  ebenfalls  den  Wert  S*  —  0  annimmt.  Da  also  auf  dieser 
w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  S  und  S*  identisch  werden,  miissen 
sie  nach  dem  Existenzsatz  iiberhaupt  identisch  sein.  Folglich  entspringt 

178  a)  Darauf  griindet  sich  die  sog.  erste  Methode  von  Jacobi  [II  A  5  (E.v.  Weber), 
Nr.  30]  zur  Integration  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  C.  G. 
J.  Jacobi,  Uber  die  Reduktion  .  .  .,  1.  c.  178),  siehe  insbes.  Werke  IV,  p.  100  S. 

179)  Bzw.  eine  passende  Mannigfaltigkeit  S=  Const.,  wenn  5  =  0  ungiinstig 
sein  sollte.   Eine  solche  Anderung  lauft  darauf  hinaus,  da6  man  die  Funktion  /S 
urn  eine  additive  Konstante  andert,  was  offenbar  unwesentlich  ist. 

180)  D.  h.  man  konstruiert  in  jedem  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  S—Q  die 
extremale  Raumzeitlinie,  deren  Richtung  durch  die  Gleichungen 

8L       8S 


bestimmt  ist. 

Die  Konstruktion  des  zu  einer  partikularen  Losung  S(q1,  .  .  .,  qn,  t)  der 
Hamilton-Jacobischeu  Gleichung  gehorigen  Feldes  erfordert  die  Auflosung  eines 
Systems  von  n  gewohnlicben  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Ersetzt 
man  namlich  die  Eulerschen  Gleichungen  (150)  durch  das  zugehb'rige  kanonische 

System 

dq^__(jB.       dp9  _  _8H 

dt        dpq  '       dt  ~         dq^  ' 

Q  Of 

so  braucht  man  nur,  da  die  p^  =          sind,  die  n  Gleichungen 


_ 
d  t       dp^ 

zu  integrieren,  deren  rechte  Seiten  jetzt  Funktionen  von  ql,  .  .  ..  qn,  t  sind.  Vgl. 
hierzu  E.  Lehmann-Filhe's,  tJber  die  Verwendung  unvollstandiger  Integrale  der 
Hami]ton-Jacobischen  part.  Differentialgl.,  Astron.  Nachr.  165  (1904),  p.  209. 
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die  vorgelegte  Losung  S(qlf  .  .  .,  qn)  i)  aus  dem  konstruierten  Felde  ex- 
trernaler  Raumzeitlinien. 

Geht  man  nun  zunachst  von  einem  zentrischen  Felde  aus,  also 
von  einem  Biindel  extremaler  Raumzeitlinien  durch  einen  Raumzeit- 
punkt  PQ  (q^°\  .  .  .  ,  qn^\  £0)  ,  so  kann  man  annehmen,  es  sei  in  der  zu- 
gehorigen  Losung  P 


der  Hamilton-Jacobiachen  Differentialgleichung  (181)  der  Mittelpunkt  P0 
nicht  fest  vorgeschrieben,  sondern  veranderlich.  Dann  gehen  die  Koordi- 
naten  (q^°\  .  .  .  ,  q,^°\  <0)  des  Mittelpunktes  in  die  Funktion  S  als  willkiir- 
liche  Konstante  ein,  und  man  erhalt  in  S(qi}  .  .  .,  qn,  t]  q^°\  .  .  .,  qn^°\  £0) 
eine  Losung  der  Hamilton-  Jacobischen  Gleichung,  die  von  (n  -f-  1)  Kon- 
stanten  abhangt.  Das  ist  eine  vollstdndige  Losung  dieser  Gleichung 
[vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Nr.  7],  in  der  eine  Konstante  iiberzahlig 
ist.181)  Daraus  erhiilt  man  eine  vollstandige  Losung  mit  der  notwen- 
digen  Anzahl  von  n  willkiirlichen  Konstanten,  wenn  man  etwa  t0  einen 
festen  Wert  gibt  und  nun  g/°),  .  .  .,  qn^  als  willkiirlich  wahlbar  in  der 
w-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  t  =  t0  ansieht.  Die  Gesamtheit  der 
oo2"  extremalen  Raumzeitlinien  erscheint  so  verteilt  auf  oon  Biindel 
von  je  oo"  Raumzeitlinien,  deren  Mittelpunkte  die  oow  Punkte  einer 
Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  sind. 

Treten  nun  an  die  Stelle  der  Koordinaten  q^Q\  .  .  .,  qn(0)  der  Biindel- 
mittelpunkte  beliebige  Parameter  q,...,  cn,  so  stellb 
(182)  8  =  S(ql,...,qn,t,c1,...,cn) 

den  allgemeinsten  Ansatz  einer  vollstdndigen  Losung  der  Hamilton- 
Jacobischen  Gleichung  vor.  Da  sich  aber  die  Funktion  (182),  wenn 
die  Parameter  cx  ,  .  .  .  ,  cn  feste  Werte  besitzen,  ebenfalls  als  Extremal- 
integralwert  ernes  Feldes  deuten  laBt,  dessen  Extremaleu  zu  einer 
Ausgangs-J^/w  transversal  sind,  so  findet  die  vollstandige  Losung  all- 
gemeinster  Art  (182)  ebenso  wie  die  besondere  ihre  Deutung  durch 
eine  Schar  von  oo"  Feldern,  nur  claB  jetzt  an  die  Stelle  der  oo"  Mittel 
punkte  der  Biindel  eine  Schar  von  oon  w-dimensionalen  Mannigfaltig- 
keiten  tritt,  deren  jede  als  Ausgangs-Jfn  fur  ein  Feld  zu  ihr  trans- 
versaler  Extremalen  dient.182)  Die  Gesamtheit  der  oo2n  extremalen 
Raumzeitlinien  erscheint  auch  hier  wieder  auf  oo"  Felder  verteilt,  in 
gleicher  Weise  wie  sie  oben  auf  die  oo"  Biindel  mit  Mittelpunkten  in 
einer  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  verteilt  war.  In  einem  ausgewahlten 

181)  Vgl.  C.  G.  J.  Jacobi,  Probleme  der  Mechanik,  Werke  V,  insbes.  p.  309. 

182)  Vgl.  D.  Hilbert,  Zur  Variationsrechnung,  Gott.  Nachr.  1905,  insbes.  p.  170. 
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solchen  Felde,  das  zu  festen  Werten  der  Parameter  cl,...,cn  gehort, 
geht  nun  durch  einen  Raumzeitpunkt  P(qlt  .  .  .,  qn,  f)  eine  bestimrnte 
extremale  Raumzeitlinie,  die  als  Schnittpunkt  mit  der  transversalen 
Mannigfaltigkeit  S  —  0  den  Punkt  P0  bestimint,  so  dafi  fur  jede  Wahl 
der  c1}  •  •-,£„  die  Koordinaten  des  Punktes  P0  Funktionen  der  Koordi- 
naten  qi,---,qn,t  des  Punktes  P  sind.  Es  gilt  somit 


Nach  seiner  Definition  bleibt  der  Punkt  PQ  ungedndert,  wenn  man 
den  Punkt  P  durch  einen  anderen  Punkt  der  gleichen  extremalen  Raum- 
zeitlinie  des  Feldes  ersetzt. 

Deutet  man  nun  die  Funktion  8(ql)...,qn,tfcl,...1c^)  als  Extre- 
malintegralwert  des  Feldes 


(184) 


J 


so  kann  man  die  partiellen  Ableitungen  von  S  nach  den  c1;  .  .  .,cn  leicht 
aus  der  Randformel  der  Variationsrechnung  entnehmen.  Denn  halt 
man  zunachst  die  obere  Grenze  des  Integrals  fest,  so  liefert  die  Rand 
formel  die  Beziehung 

(184a)     dS  =  —p^dq^  ...  —  pn®dqnW 

-4-  H(  v  W         »  (°>  a  <°)        a  (°)  t}dt 

\     -lj-\tfl     >  •  •  •)  Vn     )  <fl      f-)1n     ^^oy^^O; 

worin  p^  .  .  .  pn^  die  Impulskomponenten  ini  Punkte  P0  sind;  die  zu 
der  durch  ihn  hindurchlaufenden  extremalen  Raumzeitlinie  gehoren. 
Auch  sie  sind  Funktionen  von  ql}.  .  .}qn,  t,  c1}  .  .  .,  ctl: 


die   die   Eigenschaft   haben7    sich    nicht   zu    andern,    wenn   der  Punkt 


P0  hindurchlaufenden  Extremalen  des 


betrachteten  Feldes  seine  Lage  andert. 

Aus  (184a)  folgen  unmittelbar  die  n  Beziehungen 


Nun  bleiben  aber  nach  dem  Gesagten  die  rechten  Seiten  ungeandert, 
wenn  der  Raumzeitpunkt  P(q^,  •••,Qln,  0  langs  ein  und  derselben  Ex 
tremalen  eines  Feldes  variiert,  so  daB  fiir  die  einzelne  extremale  Raum 
zeitlinie  des  Feldes 

/-<  QC\  So  o S 

=  ri,...,      =  7» 
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ist,  unter  j>1;  .  .  .,  j>M  Konstante  verstanden.  Uingekehrt  lassen  sich 
daher  diese  n  Gleichungen  (186)  als  die  endliclien  Gleiclmngen  der  extre- 
malen  Raumzeitlinien  ansprechen.  Geometrisch  bedeutet  dies,  daB  sich 
der  einzelne  Punkt  P  einer  extremalen  Raumzeitlinie  als  Schnitt  der 
(w  -(-  1)  Mannigfaltigkeiten  S  =  Const.  ergibt,  die  zu  den  Parameter- 
werten  clt  ...,cn  bzw.  q  +  Ac1?  c2, . . .,  cn,  bzw.  . . .  bzw.  C1;  C2, . . .,  cn  +  Aeft 
gehoren,  und  daB  man  die  ganze  Raumzeitlinie  erhalt,  wenn  man 
nicht  die  (w  -f-  1)  Mannigfaltigkeiten  S  =  Const.  =  A  (mit  einem  festen 
Werte  von  A),  sondern  die  (n  -{-  1)  Ziige  von  Mn  bei  veranderlichem 
A  heranzieht.  Damit  ist  die  Bestimmung  der  Lichtstrablen  als  Schnitt 
von  drei  Wellenziigen  (vgl.  Nr.  13)  auf  das  allgemeine  Problem  der 
Bestimmung  der  Raumzeitlinien  der  Bewegung  verallgemeinert. 

Neben  den  endlichen  Gleichungen  (186)  der  extremalen  Raum 
zeitlinien,  die  Jacobi  als  zweite  Integrate  der  Beweguugsgleichungen  be- 
zeichnet,  kann  man  aus  der  vollstandigen  Losung  S  (q-^ , . . . ,  qn ,  t,  cx , . . . ,  cw) 
auch  die  Impulskomponenten  p  bzw.  die  Geschwindigkeitskomponen- 
ten  q  entnehmen.  Denn  die  Randforinel  liefert  neben  (185)  weiter 
die  Beziehungen 
/.,  QrT\  d  S  cL  dS  SL 

fa ;Si=Pi"  8b'-'Wn-p*^W»' 

die  die  Komponenten  des  Impulsvektors  bzw.  des  Geschwindigkeits- 
vektors  mit  den  Ortskoordinaten  und  der  Zeit  verkniipfen  und  in  der 
Bezeichnungsweise  Jacobis  n  erste  Integrate  der  Bewegungsgleichungen 
vorstellen.  Die  n  ersten  Integrale  (187)  und  die  w-'zweiten  Integrale 
(186)  mit  ihren  2n  willkiirlichen  Konstanten  c1? . . .,  cn,  yly  . . .,  yn  liefern 
die  allgemeine  Losung  der  Bewegungsgleichungen.  Damit  ist  ein  Zu- 
sammenhang  zwischen  den  Losungen  der  Bewegungsgleichungen  (150) 
und  einer  vollstandigen  Losung  der  Hamilton- Jacobisclaen  partiellen 
Differentialgleichung  (181)  erreicht,  der  von  Jacobi  ausgesprochen  ist: 
Aus  einer  vollstandigen  Losung  der  Hamilton- Jacobischen  partiellen 
Differentialgleichung  erhdlt  man  die  Losung  des  Systems  der  Bewegungs 
gleichungen  durch  blofte  Differentiationen  und  Eliminations  gemafi  den 
Gleichungen  (186)  und 


183)  C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen,  Werke  Supplement-Ed.,  p.  157,  vgl.  auch 
Probleme  der  Mech.,  Werke  V,  p.  240.  Zuerst  ansgesprochen  wurde  der  Satz  in  der 
Abhandlung  C.  G.  J.  Jacobi,  ttber  die  Reduktion  der  Integration  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  irgendeiner  Zahl  Variablen  auf  die 
Integration  eines  einzigen  Systems  gewohnlicher  Differentialgleichungen,  J.  f. 
Math.  17  (1837),  p.  97  =  Werke  IV,  p.  57,  vgl.  insbes.  p.  71. 

Hat  man  eine  unvollstandige  Losung  der  Hamilton- Jacobischen  Gleichung, 
die  weniger  als  n  Konstante  enthiilt 
(a)  5  =  5(2!,  -..,?„,«,  clt  ...,cr),  (*•<") 
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18.  Vereinfachung  der  Hamilton-  Jacobischen  Gleichung,  wenn 
ein  Integral  der  Bewegungsgleichung  bekannt  1st. 

18  a.  Zyklische  Koordinaten  und  Energieintegral.  Die  Hamilton- 
Jacob  isclae  partielle  Differentialgleichung  vereinfacht  sich,  wenn  ein 
Problem  mit  einer  eyMischen  Koordinate  —  es  sei  dies  die  Koordinate 
qn  --  vorliegt.  Da  dann  namlich,  wie  schon  in  Nr.  9  dargelegt,  die 
Koordinate  qn  in  der  Funktion  H  nicht  auftritt,  so  stellt  offenbar 
(188)  S  =  Cnqn  +  S*(qi,...,qn_1,t,cn,cl,...,cn_l} 

eine  vollstandige  Losung  der  Hamilton-Jacobischen  Differentialgleichung 
(181)  vor,  vorausgesetzt  dafi  S*  als  eine  vollstandige  Losung  der  ver- 
einfachten  partiellen  Differentialgleichung 

/1QCU  ^*    i     irfdS*  d  S*  \ 

+  s        •  •  "  ---  »  ^  «i»  •  •  vfc-i,  *  - 


T 

bestimmt  wird.  Diese  partielle  Differentialgleichung  (189)  lafit  sich  aber 
wieder  als  Hamilton-  Jacobische  Gleickung  eines  durcli  sie  bestimmten 
neuen  Variationsproblems  ansehen?  und  zwar  ergibt  sich  gerade  das 
Variationsproblem 

(190)        jL*(qlf..  .,qn_1}  cn,  ql}  .  .  .,  qn_1}  t)  dt  =  Extrern., 
wo 


(190a)      L*  =          P       —  H(plt.  .  .,pn_1}  cn,  qlf  .  .  .,qn_1}  f) 


die  Funktion  ist,  die  nach  Nr.  9  aus  L  durch  die  Routli-Helmlioltzsche 
Transformation  entsteht.184)  Deutet  man  (bei  festen  Werten  der  Kon- 

so  sind  auf  der  einzelnen  Extremalen  die  Ableitungen  von  S  nach  den  ct  ,  .  .  .,  cr 
konstant: 

,  (70  Ct> 

w^*  .....  wr=v'- 

Fur  jede  Wahl  der  c15  ...,cr  erfordert  nach  18°)  die  Konstruktion  des  Feldes, 
dessen  Extremalintegral  die  Funktion  (a)  ist,  die  Integration  des  Systems  der 
n  gewohnlichen  Differentialgleichungen 

dqr_^dH 

dt       dpy 

Von  diesem  System  kennt  man  aber  bereits  die  r  Integrale  (b).  Vgl.  R.  Lehmann- 
Filhes,  1.  c.  18°). 

184)  Aus  (188)  erhalt  man  die  Gleichungen  der  Eaumzeitlinien  in  der  Form 

ds*  as*  .  ds* 

(188a)  =Vl,...         -  -7«-i.      2n  +  -aT-=-7ni 

o^i  ocn_1  ocn 

zu  denen  dann  noch  die  Beziehungen 

(188b) 
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sbanten  c, , . . .,  cw)  die  in  (188)  angeschriebene  Funktion  S  als  Extremal- 
integralwert  eines  Feldes  von  Extremalen  des  Variationsproblems 
fLdt  =  Extrem.,  so  gehen  offenbar  alle  Transversalmannigfaltigkeiten 
S  =  Const,  des  Feldes  aus  einer  von  ihnen  durch  eine  Parallelver- 
schiebung  in  der  #n-Richtung  hervor,  da  ja  zwei  Mannigfaltigkeiten 
S  =  Cj  und  S  =  C2  in  der  gB-Richtung  den  konstanten  Abstand 

Agn  =  Cg  ~'  Cl  besitzen.  Ebenso  also  wie  nach  Nr.  9  die  Gesamtheit  der 

cn 

Raumzeitlinien,  wenn  qn  eine  zyklische  Koordinate  ist,  durch  eine 
Parallelverschiebung  in  der  gn-Richtung  in  sich  iibergeht,  so  wird  auch 
jedes  einzelne  Feld  mit  seinen  Transversalmannigfaltigkeiten  bei  einer 
Parallelverschiebung  in  der  gn-Richtung  in  sich  iibergefiihrt. 

Nach  Nr.  9  liefern  die  oo"-1  Projektionen  der  oow  extremalen 
Raumzeitlinien  des  betrachteten  Feldes  in  der  #n-Richtung  eine  Schar 
von  oo"  -1  Extremalen  des  Yariationsproblems  (190)  J"L*  d  t  =  Extrem. 
Diese  oo"-1  Projektionen  sind  ihrerseits  ein  Feld  des  vereinfachten 
Variationsproblems.  Denn  die  Schnitte  der  Transversalmannigfaltig 
keiten  S(qlt...,qn,f)  =  Const,  des  urspriinglichen  Feldes  mit  qn  =  0 
werden185) 
(191)  0*fei,.-.,S.-i,9  — Court., 

und  da  diese  Funktion  S*  eine  Losung  der  zu  dem  vereinfachteu  Varia- 
tionsproblem  (190)  gehorigen  Hamilton -Jacobischen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung  (189)  ist,  so  sind  die  Mannigfaltigkeiten  (191)  eine 
einparametrige  Schar  von  Mn_l,  die  die  Transversalmannigfaltigkeiten 
eines  Feldes  des  vereinfachten  Variationsproblems  (190)  bilden  konnen. 
Nun  sind  aber,  da  nach  (190  a) 

»?-"-*,  (<,  =  !,. .,»-!) 

dg_Q       C<IQ        Q 

gilt,  auf  Grand  von  (188b)  in  Fufinote184)  die  Projektionen  der  extre 
malen  Raumzeitlinien  des  Ausgangsfeldes  im  Sinne  des  neuen  Varia 
tionsproblems  transversal  zu  den  Mn_l  (191),  sie  bilden  also  gerade  das 

treten.  Die  letzte  von  ihnen  ist  das  zu  der  zyklischen  Koordiuate  qn  gehorige 
erste  Integral.  Von  den  Gleichungen  (188  a)  stellen  die  (n  -  1)  ersten  die  Extre 
malen  des  Variationsproblems  (190)  dar,  die  sich  durch  Projektion  der  Extre 
malen  des  Variationsproblems  f  L  d  t  =  Extrem.  in  der  2n-Bichtung  ergeben.  Die 
letzte  der  Gleichungen  (188  a)  "liefert  dann  zu  jedem  Punkt  einer  aolchen  Pro 
jektion  den  zugehorigen  Wert  von  ?B,  wobei  die  additive  Konstante  zum  Aus- 
druck  bringt,  daB  zu  einer  Projektion  oo1  Raumzeitlinien  gehoren. 

185)  Man  erhalt  diese  Schnittmannigfaltigkeiten  auch,  wenn  man  auf  einer 
einzelnen  n-dimensionalen  Transversalmannigfaltigkeit  S  =  Const,  die  Schnitt- 
Mn_l  mit  alien  Mannigfaltigkeiten  qn  =  Const,  bestimmt  und  diese  in  der  qn- 
Richtung  auf  die  Mn  der  gt, .  . .,  2n-i »  *  projiziert. 


18  a.  Zyklische  Koordinaton  und  Energieintegral.  633 

zu  ihnen  gehorige  Feld.  Dieser  von  der  Hamillon-Jacobischen  partiellen 
Differentialgleichung  aus  leicht  zu  iibersehende  Zusammenhang  macht 
die  ZweckmaBigkeit  der  Routh-Helmholtsschen.  Transformation  bei 
Vorhandensein  zyklischer  Koordinaten  unmittelbar  verstandlieh. 

Eine  ganz  analoge  Vereinfachung  der  Hamilton-Jacobischen  par 
tiellen  Differentialgleichung  tritt  ein,  wenn  die  Funktion  L  bzw.  H 
die  Zeit  t  nicht  explicit  enthalt.  Es  ist  dann  offenbar 

(192)  S-  —  **+F(fc,...,flJ 

eine  Losung  von  (181),  falls  V  eine  Losung  der  partiellen  Differential 
gleichung 

(193)  *,...,-,  ft,  ..., 


ist,  und  zwar  ist  (192)  eine  vollstandige  Losung,  wenn  die  Funktion 
V(k,  q1}  .  .  .,  qn,  c1,...,cw_1)  gerade  (n  —  1)  willkiirliche  Konstanten 
c\i  •  •  •>  cn-\  enthalt,  also  ihrerseits  eine  vollstandige  Losung  von  (193)  ist. 
Die  partielle  Differentialgleichung  (193)  stellt  nun  die  Hamilton- 
Jacobische  Gleichung  eines  Variationsproblems  in  Parameterform  vor186), 
und  zwar  hat  dieses  Variation  sproblem  nach  (85)  die  Gestalt 


n  /  n 

9.aqn  +V  (2  A-  -  (0  -  j0oo))^V^'}  du 

=  Extrem.187), 


— 
^         du 

die  sich  im  Sonderfallei87a)  zu 


(194a)  %(k  —  tyvg^q^q^du  =  Extrem. 

vereinfacht.  Umgekehrt  ist  die  partielle  Differentialgleichung  (193)  die 
186)  Also  eines  Variationsproblems 


-,--  ,  .  .  ..     , 
du  '         '    du 

Um  den  Integranden  f  zu  berechnen,  muB  man  die  Gleichung  (193)  auf  die 
Gestalt 


bringen  und  dann  nach  ")  verfahren. 

187)  Dabei  hat  H  die  Geatalt  (74  b),  wo  aber  in  g%a,  y0y,  g00  und  $  die 
Zeit  t  nicht  explizit  auftreten  darf. 

187  a)  Wo  H  die  einfache  Gestalt  (74  a)  besitzt,  bei  der  in  g°a  und  $  eben- 
falls  t  nicht  explizit  auftreten  darf. 

Enoyklop  d.  math  Wissensch.  IV  1,  n.  42 


634     IV  12  u.  13.  G  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik. 

Hamilton -Jacobische  Differentialgleichung  dieses  Variationsproblems. 
Aus  der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  ergibt  sich  so  unmittelbar,  daft 
bei  Gultigkeit  des  Energieintegrals  das  Hamiltonsclie  Prinzip  durch  ein 
Variationsprinzip  fur  die  Balinkurven,  das  Jacobisclie  Prinzip,  ersetzt 
werden  kann.188)  Die  begrifflichen  Uberlegungen  der  Nr.  10  haben 
ihre  Wurzel  offenbar  in  diesem  Zusammenbang  der  beiden  Gleichungen 
(181)  und  (193). 

Gilt  fiir  das  betrachtete  mechanische  Problem  das  Energieintegral, 
so   pflegt   man    entsprechend    die   Hamilton-Jacobische   Gleichung   von 
vornherein  in  der  vereinfachten  Form  (193)  anzuschreiben  und  direkt 
von  einem  ,,vollstandigen"  Integrale 
(195)  V  =  V(ql, .   .,  qn,  Jc,  clf . . .,  cn_,) 

dieser  vereinfachten  Gleichung  (193)  auszugehen.  Dann  lassen  sich  die 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen  statt  in  der  Gestalt  (186)  und 
(187)  gleich  mit  Hilfe  dieser  charalderistischen  Funktion  Fin  der  Gestalt 

/    dV  _  _  dL  dV  =  _  dL 

(195a)     |    *F          '        d<Ll'       '*dV    ^       dlv_t_r 

anschreiben 189),  wo  t  eine  willkiirliche  Konstante  ist.190) 

Die  Vereinfachung  der  partiellen  Differentialgleichung  \onHamtlton- 
Jacobi,  die  in  den  beiden  betrachteten  Fallen  eintritt,  ist  offenbar  da- 
mit  verkniipft,  daB  man  jedesmal  eiu  erstes  Integral  der  Bewegungs 
gleichungen  bzw.  des  zugehorigen  kanonischen  Systems  angeben  kann. 
Ist  in  der  Tat  qn  eine  zyklische  Koordinate,  so  besitzen  die  Bewegungs 
gleichungen  das  erste  Integral 

Pn  =  Const.  =  cn. 

Ersetzt  man  bier  die  Impulskomponente  durch  die  ihr  gleiche  Ab- 
leitung  der  Funktion  S,  so  sieht  man,  daB  die  Funktion  S  auBer 
der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  (181)  noch  weiter  der  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

3S 


r 


188)  Dem  dann,  wie  in  Nr.  10  dargelegt,  das  Eulersche  Prinzip 

mit  der  Nebenbedingung 

T  -f-  $  =  Const. 
dquivalent  ist. 

189)  Vgl.  C.  G.  J.  Jacob/,  Vorlesungen,  Werke  Supplemented.,  p.  167. 

190)  Sie  tritt  in  gleicher  Weise  an  die  Stelle  von  yM,  wie  k  an  die  Stelle 
von  cn. 
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geniigen   muB.   Durch   den   Ansatz  (188)   wird   diese   zweite  partielle 
Differentialgleichung  unmittelbar  erfiillt. 
Analog  folgt  aus  dem  Energieintegral 


daB  die  Funktion  S  aufier  der  Hamilton-Jacobisehen  Gleichung  (181) 
noch  welter  der  partiellen  Differentialgleichung 


geniigen  muB.  Der  Ansatz  (192)  fiir  S  benutzt  nun  offenbar  die  Tat- 
sache,  daB  aus  diesen  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  un 
mittelbar  die  weitere  partielle  Differentialgleichung 


fiir  S  hervorgeht  und  somit  das  System  der  beiden  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen 

dS    t     TT/d&  d& 

~dt 
(196) 

durch  das  System 

ds 

(196  a) 

ersetzt  werden  kann,  das  die  Zeit  t  als  Analogon  einer  zyklischen 
Koordinate  erscheinen  laBt  und  deutlich  macht,  daB  jedes  Feld  extre- 
maler  Raumzeitlinien  mit  seinen  transversalen  Mn  bei  den  eingliedrigen 
Gruppen  der  Parallelverschiebungen  in  der  tf-Richtung  in  sich  iiber- 
gefiihrt  wird. 

Um  indessen  die  fiir  das  Energieintegral  angestellten  Uberlegungen 
auf  ein  beliebiges  erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen  (150)  iiber- 
tragen  zu  konnen,  ist  es  notwendig,  unmittelbar  an  das  System  (196) 
selbst  anzukniipfen  und  darin  die  zweite  Gleichung  als  Hamilton-  Jacobi- 
sche  Gleichung  eines  Parameterproblems  der  Variationsrechnung  an- 
zusehen.  Nach  Nr.  10  ist  das  gerade  das  Variationsproblem  des  Jacobi- 
schen  Prinzips  der  kleinsten  Aktion,  dessen  Extremalen  die  Bahn- 
kurven  sind.  Es  ist  nun  wichtig,  daB  sich  die  zylindrischen  M2  mit 
Erzeugenden  parallel  zur  £-Achse,  die  je  oo1  Raumzeitlinien  in  eine 
Bahnkurve  projizieren,  auch  von  diesem  Variationsproblem  aus  er- 
zeugen  lassen.  Denn  jede  zylindrische  M2  schneidet  ja  die  Mannig- 
faltigkeiten  t  =  Const,  in  kongruenten  Kurven,  die  man  als  Extremalen 

42* 
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des  Variationsproblems  des  Jacobisclien  Prinzips  auffasseii  kann.  Man 
erhalt  also  die  zylindrischen  M2  auch,  wenn  man  durch  die  einzelneu 
Punkte  einer  extremalen  Raumzeitlinie  in  den  Mannigfaltigkeiten 
t  =  Const,  die  Kurven  zieht,  die  der  zugehorigen  Bahnkurve  kou- 
gruent  sind.  War  bisher  [im  Sinne  von  (196  a)]  die  einzelne  Jf2  iiber- 
deckt  gedacht  von  einem  Netze  aus  oo1  Raumzeitlinien  des  Feldes 
und  oo  1  Parallelen  zur  £-Achse,  so  hat  man  sie  irn  Sinn  der  neuen  Auf- 
fassung  [entsprechend  (196)]  iiberdeckt  zu  denken  von  oo1  Raumzeit 
linien  des  Feldes  und  oo1  Kurven  in  den  Maunigfaltigkeiten  t  =  Const., 
die  alle  der  zugehorigen  Bahnkurve  kongruent  sind  (und  auch  kurz 
Bahnkurven  genannt  werden  mogen). 

Wird  nun  das  Extremalintegral  des  Parana  eterproblems  mit  V  be- 
zeichnet,  so  geht  das  Feld  der  extremalen  Raumzeitlinien  mit  seinen 
Transversalmannigfaltigkeiten  in  sich  fiber,  wenn  man  auf  alien  ,,Bahn- 
kurven"  urn  das  gleiche  Stiick  V  vorwartsgeht,  wie  unmittelbar  aus 
(192)  folgt.  Denkt  man  V  veranderlich,  so  hat  man  offenbar  eine  ein- 
gliedrige  Gruppe  von  Transform  ationen,  die  das  Feld  ebenso  in  sich 
iiberfuhrt  wie  die  eingliedrige  Gruppe  der  Parallelverschiebungen  in 
der  ^-Richtung. 

181).  Existenz  eines  beliebigen  ersten  Integrals.  Kennt  man 
irgendein  erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen  (150): 


so  kann  man  ihm,  wenn  man  die  Geschwindigkeitsk'omponenten  durch 
die  Impulskomponenten  ersetzt,  die  Gestalt 

(198)  0(ft,...,A,ffi,-..,fl.,0  —  « 

geben.  Hat  man  nun  ein  Feld  extremaler  Raumzeitlinien,  fiir  deren 
jede  die  Konstante  in  (198)  den  gleichen  Zahlwert  besitzt,  so  muB 
die  zugehorige  Losung  S(q1}.  .  .,  qn,  t)  der  Hamilton-Jacobischen  Glei- 
chung  (181)  zugleich  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(198.) 


geniigen.  In  analoger  Weise,  wie  in  Nr.  18  a  die  aus  dem  Energieintegral 
entspringende  Gleichung,  Jcann  diese  Gleichung  zu  einer  Vereinfachung 
der  Hamilton-Jacobisclien  Gleichung  und  damit  des  Variationsproblems 
benutzt  werden.  Sieht  man  namlich  in  (198  a)  t  als  eine  Konstante  an191), 

191)  In  der  Literatur  wird  in  der  Regel  der  Fall  behandelt,  daB  die  Zeit  t 
nicht  explizit  in  H  auftritt,  so  daB  man  an  Stelle  der  extremalen  Raumzeitlinien 
der  Bewegung  gleich  die  Bahnkurven  betrachten  kann.  Dann  hat  man  ent 
sprechend  nur  solche  Integrals  (197)  bzw.  (198),  in  denen  die  Zeit  t  nicht  explizit 
auftritt. 
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so  laBt  sich  die  partielle  Differentialgleichung  (198  a)  als  Hamilton- 
Jacobische  Differentialgleichung  eines  Parameterproblems  der  Varia- 
tionsrechnung  in  jeder  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  ansehen,  das  etwa 
die  Gestalt 

du  -  Extrem' 


haben  mag.192)  Die  Eulerschen  Gleichungen  des  Problems193) 


(p—  !,...,») 

lassen  sich  bei  Einfuhrung  der  zugehorigen  wlmpulse"194) 

(20°)  ';—lk 

in  kanonische  Gestalt  uberfuhren,  in  der  sie  die  Form 

(20  n  d^  _  1°--        ~*-V-  =  _  1-  — 

du  8p,,}      du  dq0 

erhalten.195) 

Nun  ist  die  Funktion  S(ql,  ...,qn,i)  gleichzeitig  eine  Losung  der 
Hamilton-  Jacobischen  Gleichung  (181)  des  Bewegungsproblems  selbst 
und  der  Hamilton-  Jacobischen  Gleichung  (198  a)  des  Variationsproblems 
(199).  Die  Mannigfaltigkeiteu  S  =  Const,  sind  daher  nicht  nur  die 
transversalen  Mn  des  betrachteten  Feldes  der  extremalen  Raumzeit- 
linien  der  Bewegung,  sondern  sie  ergeben,  wenn  man  sie  mit  einer  MH: 

t  =  Const.  =  t* 

schneidet,  gleichzeitig  in  dieser  Mn  eine  Schar  von  oo1  Maunig- 
faltigkeiten  S(ql,  .  .  .,  qn,  t*}  =  Const.,  die  die  transversalen  Mn_l  eines 
Feldes  von  Extremalen  des  Variationsproblems  (199)  vorstellen.  Denkt 


192)  Dabei  ist  der  Integrand  g  aus  G  in  der  in  ")  angegebenen  Weise  zu 
berechnen.    In   dem  Integranden  tritt   t    als  ver'anderlicher  Parameter  auf,    dem 
Umstande  entsprechend,  dafi  man  fiir  jede  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  ein  solches 
Variationsproblem  (199)  hat. 

193)  Die  nicht  unabhangig  voneinander  sind. 

194)  Die  Impulse  sind  unabh'angig  von  der  Auswahl  des  Parameters,  da  ja 

die  Ableitungen      ^,  homogen  nullter  Ordnung  in  den  q',,  =  -^  sind. 

0  Q(i  (*U 

195)  Beim  Parameterproblem  ist  (im  Gegensatz  zum  Funktionenproblem  der 
Variationsrechnung)  die  Funktion  des  kanonischen  Systems  (und  damit  auch  die 
Hamilton-Jacobische  partielle  DifFerentialgleichung)  nicht  eindeutig  bestimmt.  Sie 
ergibt   sich   aus    den  Beziehungen  (200)    durch  Elimination  der  q^  nnd   kann  in 
mannigfacher  Weise    abgeandert  werden.    Daher  ru'hrt  das  Auftreten   des  Para 
meters  £. 
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man  fiir  das  Variationsproblem  (199)  die  Extremalen  dieses  Feldes 
konstruiert,  so  gehen  durch  jeden  Raumzeitpunkt  (qlf  .  .  .,  qn,  f)  zwei 
Extremalen,  einmal  eine  extremale  Raumzeitlinie,  andererseits  eine  Ex- 
tremale  des  Variationsproblenis  (199).  Da  zu  beiden  Feldern  die  gleiche 
Funktion  S(ql}  .  .  .,<?„,  f)  als  Extremalintegralwert  gehort,  so  gilt  so- 
wolil  fiir  den  Impulsvektor  der  Bewegung  p1}...,pn 

BS 
P«     S'8qQ 

wie  fur  den  ,,Impulsvektor"  (200)  plt  ...,  pn  des  Feldes  des  Variations- 
problems  (199) 


so  da8  in  jedem  Punkt  (qv  .  ..,  qn,  t) 

1\  -  PQ 

ist196)  und  man  kurz  sagen  kann,  beide  Felder  hdben  die  Feldelemente 
(Raumzeitpunkt  -f-  zugehoriger  Impulsvektor)  gemein. 

Das  hinzutretende  Variationsproblem  vermittelt  nun,  wie  hieraus 
sofort  folgt,  eine  Transformation  der  Feldelemente.  Denn  geht  man  aus 
von  einem  beliebigen  Raumzeitpunkt  P*(g*>.  .  .,q*,  f),  dem  der  Impuls 
vektor  p^,..-,p*  durch  das  Feld  der  extremalen  Raumzeitlinien  zuge- 
ordnet  wird,  so  geht  durch  diesen  Punkt  eine  wohlbestimmte  Extremale 
des  Feldes  des  hinzutretenden  Variationsproblems,  ,und  jeder  Punkt  P 
dieser  Extremalen  bestimmt  ein  Feldelement  ql}  .  .  .,qn,  t  =  t*,pl7  .  .  .,!>„, 
das  man  dem  Feldelement  des  Ausgangspunktes  P*  zuordnen  kann. 
Den  Extremaliutegralwert  Wr  des  Variationsproblems  (199),  den  die 
beiden  Punkte  P*  und  P  auf  der  Extremalen  abgrenzen,  kann  man  dabei 
als  Parameter  benutzen.  Dann  sieht  man  unmittelbar,  dafi  die  Schar  der 
Transformationen,  die  man  erhalt,  wenn  man  W  veranderlich  denkt, 
die  Gruppeneigenschaft  besitzt.  Da  durch  jeden  Punkt  des  Feldes  der 
Raumzeitlinien  der  Bewegung  eine  Extremale  des  Variationsproblenis 
(199)  hindurchgeht,  so  hat  man  damit  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
Transformationen,  die  jedes  Feldelement  (qlf  .  .  .,  qn,  t,plt  .  .  .,pn)  wieder 
in  ein  Feldelement  iiberfuhren.  Das  kanonische  System  (201)  stellt 
die  infinitesimale  Transformation  dieser  eingliedrigen  Transformations- 

196)  In  dem  Falle,  da8  das  Energieintegral 

•HX.Pi,  -...Pm  2n  •••»  2n)  =  * 

das  bekannte  Integral  (198)  ist,  bedeutet  das:  Zu  den  Feldern  der  leiden  Varia- 
tionsproblcme,  dem  des  Hamiltonsohen  Prinzips  und  dem  des  Jacobischen  Prinzips 
gehoren  die  gleichen  Impulskomponenten  p^  . 
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gruppe  [vgl.  II  A  6  (L.  Maurer  u.  H.  Burkhardt),  Nr.  4]  dar197)  und 
moge,  um  dies  anzudeuten,  die  Gestalt 

(201  a)  Sq9  =  l  |£  *«,  dp^  =  -  I  J£  du,  8t  =  0 

erhalten.  Die  Extremalen  des  Feldes  des  Variationsproblems  (199)  sind 
entsprechend  die  Uberfiihrungskurven  dieser  eingliedrigen  Transforma- 
tionsgruppe.198) 

DaB  nun  bei  einer  Transformation  dieser  Gruppe  die  transversalen 
Mannigfaltigkeiten  S=  Const,  des  Feldes  der  Raumzeitlinien  der  Bewe- 
gung  wieder  in  solche  transversale  Mn  iibergehen,  folgt  unmittelbar 
daraus,  daB  der  Extremalintegralwert  W,  den  zwei  zugeordnete  Punkte 
einer  Uberfiihrungskurve  abgrenzen,  direkt  gleich  der  Differenz  A  S  der 
beiden  Werte  S  ist,  die  zu  den  beiden  Punkten  gehoren.  Andererseits 
geht  aber  aucn  eine  extremale  Raumzeitlinie  des  Feldes  wieder  in  eine 
extremale  Raumzeitlinie  iiber.  Denn  auf  der  transformierten  Kurve  sind 

die   zeitlichen  Ableitungen    der  Ortskoordinaten    -jff    gleich    den    Ge- 

schwindigkeitskomponenten  q  ,  die  man  in  dem  transformierten  Raum- 
zeitpunkte  gemaB 


aus  den  transformierten  Impulskomponenten  berechnet.199) 


197)  Zu  beachten   1st  nur,   dafi   dabei  statt  des  Extremalintegralwertes   W 
em  anderer  Parameter  benutzt  und  der  Faktor  I  eingefiihrt  ist.  Dies  riihrt  daher, 
daB  G  nicht  homogen  erster  Ordnung  in  den  Impulskomponenten  ist.    Wiirde  G 
durch   eine   geeignete  Funktion    ersetzt  werden,    die  in  den  Impulskomponenten 
homogen    erster  Ordnung  ist,    so  wurde    der  Extremalintegralwert   W  als  Para 
meter  auftreten  und  I  =  1  zu  setzen  sein  (vgl.  Nr.  13). 

198)  Der  Ausdruck   Uberfuhrungskurven   moge   an   Stelle   der  fiblichen  Be- 
zeichnung    als  Bahnkurven    der  Gruppe    (vgl.  z.  B.  S.  Lie,    Tbeorie    der  Trans- 
forniationsgruppen  I,  Leipzig  1888,  p.  60)  gewablt  werden,  um  eine  Verwechslung 
mit  den  Bahnkurven  des  mecbanischen  Systems  selbst  auszuscblieBen. 

199)  In  der  Tat  ist  nach  (201  a) 


dt  ' 

O   TT 

wahrend  sich  andererseits  aus   q0  =  0        die  Beziehung 


d*H     dG\ 


-^  -  ^~ 

dp9dpa  d&>      d  Pq  %  qa  dp 

ergibt.    Aus  (198)  folgt  aber  andererseits  die  Identitat 

_  —  4-  -—  -—  "i  -4-  —  = 

~  +  ~ 
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Jede  Raumzeitlinie  der  Bewegung  bestimmt  hiernach  mit  den  von 
ihren  einzelnen  Raumzeitpunkten  auslaufenden  Uberfiihrungskurven 
eine  -M2,  auf  der  eine  ganze  Schar  von  Raumzeitlinien  angeordnet  ist, 
die  zusammen  mit  den  Uberfiihrungskurven  ein  Netz  auf  der  _M2  bilden 
in  der  Weise,  daB  durch  jeden  Punkt  der  Jf2  eine  extremale  Raum 
zeitlinie  und  eine  Uberfiihrungskurve  hindurchlaufen.200)  Im  Felde  der 
Raumzeitlinien  der  Bewegung  hat  man  hiernach  eine  Schar  von  oo""1 
solcher  Jf2,  auf  deren  jeder  oo1  der  Raumzeitlinien  des  Feldes  liegen. 
Man  kann  sich  auf  ihnen  etwa  t  und  qn  als  unabhangige  Veriinder- 
liche  eingefiihrt  denken: 

(202)  ft  =  ft  (t,  ft),  .  .  .,  qn_,  ==  qn_i(t,  ft), 

womit   auch   die   den  einzelnen  Punkten  der  M9   durch   das  Fold  zu- 

2 

geordneten  Impulskomponenten  p     Funktionen  von  t  und  qn  werden: 

(202  sC)  f>    —  r>  ( t   Q  ~)  n    r>  (t  a  ) 

Fiihrt  man  nun  in  dem  Rn  +  l  der  (ft,  ...,  ft,  f)  eine  beliebige  Mn 
ein,  indem  man 

(203)  t t(}}     a   =  a  (/T) 

setzt,  so  schneidet  jede  der  oc"~l  M2  diese  Mn  in  einer  Kurve,  und 
man  erhalt  in  der  Mn  eine  Schar  von  oo""1  Schnittkurven.  Im  iiber- 
tragenen  Sinne  kann  man  hier  ebenso  wie  oben  im  Falle  der  zyklischen 
Koordinaten  sagen,  die  Uberfiihrungskurven  projizieren  die  oo™  extre 
malen  Raumzeitlinien  des  Feldes  in  die  Mn  (203),,wobei  je  die  oo1 
Raumzeitlinien,  die  ein  und  derselben  M2  angehoren,  die  gleiche  Pro- 
jektion  besitzen. 

und  wenn  man  sie  nach  p,,  differenziert,  ergibt  sich 

22  /"*  2   TJ~  Q  2  j"<  O   TJ\  d  2  /^ 

Cr        0  -tL  0    Lr         f)  jtl\  0    IT 


\dpa 
Also  foist 


^ 

d.  h.  die  Feldelemente,  die  aus  den  Feldelementen  einer  extremalen  Raumzeit 
linie  durch  eine  Transformation  der  Gruppe  entstehen,  gehoren  wieder  siimtlich 
ein  und  derselben  extremalen  Raumzeitlinie  an. 

200)  Diese  M^  hat  im  Grunde  bereits  S.  Lie  bei  seinen  Untersuchungen 
iiber  die  Integration  der  partiellen  Diiferentialgleichungen  eingefiihrt.  Die  ein- 
zelne  Extremale  mit  den  ihren  Punkten  zugeordneten  Impulsvektoren  ist  das 
Analogon  des  von  Lie  eingefuhrten  ncharakteristischen  Streifens"  [vgl.  II  A  5 
(E.  v.  Weber],  Nr.  34  J,  wiihrend  die  M%  die  charakteristischen  Jf2  zum  zweiglied- 
rigen  Involutionssystem  sind  (vgl.  etwa  die  Anmerkungen  von  F.  Engel  in  S.  Lie, 
Gesamm.  Abh.  Ill,  p.  607). 
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Bringt  man  nun  die  transversalen  Mannigfaltigkeiten  S  =  Const, 
des  Feldes  der  Raumzeitlinien  ebenfalls  mit  der  Mn  (203)  zum  Schnitt, 
so  erhalt  man  eine  einparametrige  Schar  von  Mn-1 

(204)     S*(qlt  . . .,  qn_lt  A)  =  S(qlf  . . .,  qn_lt  ff.(A),  *(*))  =  Const. 

Wieder  lafit  sich  ein  Variationsproblem  angeben,  fiir  das  die  Projektions- 
kurven  ein  Feld  von  Extremalen  vorstellen,  wahrend  die  Schnitt- 
mannigfaltigkeiten  (204)  die  zugehorigen  Transversalmannigfaltigkeiten 
bilden.  Um  dies  Variationsproblem  zu  erhalten,  lost  man  die  Gleichung 

(198  a)  nach  -^ —  auf: 


und  setzt  dann  den   erhaltenen  Wert  fiir  =   -  in  die  Hamilton-Jacobi- 


sche  Gleichung 


3  S    .     TT  ,         A 

- 


ein,  wodurch  diese  in 

/c\r\r-       \  SS       i        T-T3-  (OS  V  S  \  f\ 

(20oa)          -  +  H*  •  •  .,  -  --,  qlt  .  .  ,  qn,lt  t,  qn,c  = 


iibergeht.  Fiihrt  man  fiir  qn  und  t  die  Funktionen  (203)  ein,  so  miissen 
die  beiden  Gleichunen 


as          as 


,    /as          as  .    \_ 

fe7  '  '  •'  32«_i;  q"  '  '  '>  q—l>  '  c)  = 


in  jedem  Punkte  der  Mn  (203)  erfiillt  sein. 

Geht  man  jetzt  zu  der  Funktion  S*  iiber,  so  gilt  nach  (204) 


a          « 


und  man  erhalt,  wenn  man  noch  die  Funktion 
(207)  K(plt  .  .  .,pn_lf  qlt  -  .-,?»_!,  A, 

^,  .  .  .,#„_!,  2l;  .  .  .,  qn_1}  A,  c) 


einfiihrt,  fiir  S*  die  partielle  Differentialgleichung 

88*    .    -rfcS*  dS*  :     \ 

Ti  +  ^(^-'  "•'  0^?  ffir-&-i'  A'  c)  = 

Die  Schnittmannigfaltigkeiten  (204)  sind  also  Transversalmannigfaltig- 
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keiten  eines  Variationsprobleins  in  der  Mn  (203),  fur  das  diese  par- 
tielle  Diff'erentialgleichung  (208)  die  Hamilton  Jacobiscke  Gleichung 
ist.  Setzt  man  die  Eulerechen  Gleichungen  dieses  Variationsproblems 
in  kanonisehe  Gestalt,  so  lauten  sie 

dqQ         cK     dpo  SK  ^^ 

?08a)  di-Jp-^df-       ~8qQ      (9-1,  -.."-I), 

und  man  erkennt  leicht,  da6  die  Projektionskurven  eine  Schar  von 
Losungen  dieses  kanonischen  Systems  (208  a),  also  Extremalen  des  zu 
(208)  gehorigen  Variationsproblems  sind201),  sowie  daB  sie  wegen 

dS* 


201)  In  der  Tat  miissen  sich  die  DiflFerentiale  der  Ortskoordinaten  und  der 
Impulskoraponenten  fur  die  Projektionen,  da  die  Projektionen  der  3f2  angehoren, 
linear  aus  den  Difierentialen  der  Raumzeitlinieu  und  denen  der  Uberfuhrungs- 
kurven  auf  der  M2  zusammensetzen  lassen,  so  daB,  wenn  d*  die  Fortschreitungs- 
richtung  langs  der  Projektion,  d  die  1'angs  der  Raumzeitlinie  der  Bewegung, 
S  die  langs  der  Uberfiihrungskurve  bedeutet,  die  Beziehungen 
d*q»  =  ft  dqQ  +  ft  Sq()  ,  d*pQ  =  ft  dp() 

(9  =  1  .....  »  —  1) 
bestehen,  wobei  sich  ftt  und  ft  aus  den  Bedingungen 

d*t  =  ft  dt  =  t'(X)dl.,     d*qn  =  ft  dqn  -f-  ft  dqn  = 
zu 


ft  = 

bestimmen.   Also  ist 

d  *(i(,        , , 

di=t( 


oder,  da  nach  (205) 

und  weiter  unter  Ben'icksichtigung  von  (205  a) 


•         SPQ  •          _gg  i    dh 
P"  "          3"~  " 


Das  ist  aber  nach  (207)  gerade  das  System  (208  a). 
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gerade  das  zu  den  Schnittmannigfaltigkeiten  (204)  gehorige  Feld  bilden. 
Also  hat  man  hier  wieder  das  Variationsprollem  durch  das  beJcannte 
Integral  um  eine  Stufe  herabgedriickt. 

Das  neue  Variationsproblem  bestimmt,  da  sich  die  Mn  (203)  will- 
kiirlich  wahlen  laBt,  uumittelbar  die  Mz.  Hat  man  sie  gefunden,  so 
bleibt  nur  noch  iibrig-,  auf  der  einzelnen  M2  die  Schar  der  oo1  extre- 
malen  Raumzeitlinien  des  urspriinglichen  Variationsproblems  zu  be- 
rechnen.  Dazu  setzt  man  in  die  Gleichung 


= 
dt~     dpn> 

fur  die  plf  ...,pn  die  Ausdriicke  (202  a)  und  fur  qlf  ...,  qn_l  die  Aus- 
driicke  (202)  ein,  wodurch  man  eine  Differentialgleichung 


erhalt.  Wahrend  im  Falle  der  zyklischen  Koordinate  (und  des  Energie- 
integrals)  die  Bestimmung  der  extremalen  Raumzeitlinie  auf  der  Jf2 
nur  eine  Quadratur  erforderte,  scheint  hier  die  Losung  einer  Diife- 
rentialgleichung  erster  Ordnung  notig  zu  sein.  Man  kann  indessen  so- 
fort  (vgl.  Nr.  22)  einen  Eulerschen  Multiplikator  fiir  diese  Differential 
gleichung  angeben,  so  daB  man  auch  hier  auf  eine  Quadratur  zuriick- 
kommt  (vgl.  auch  Nr.  27).202) 

202)  In  etwas  anderer  Weise  erreicht  die  Vereinfachung  des  Variations- 
problems  bei  Vorliegen  eines  ersten  Integrals  P.  Woronetz,  Sur  Fintegration  des 
equations  aux  derivees  partielles,  Bull,  des  sciences  mathemat.  (2)  47  (1923), 
p.  113,  vgl.  auch  die  (russisch  geschriebene)  Abhandlung  P.  Woronetz,  Zur  Frage 
der  Integration  der  Lagrangescben  Differentialgleichungen,  Proc.  math.  Labor. 
Crimean  Univ.  3  (1921),  p.  39.  Eefer.  in  Fortschritte  der  Mathematik  48,  p.  901. 

Er  knupft  unmittelbar  an  die  partielle  Differentialgleichung  (205  a)  an  und 
denkt  eine  Losung  S(ql9  .  .  .,  gn_j,  t,  qn)  bestimmt,  in  der  qn  als  Parameter  auf- 
tritt.  In  einer  Mannigfaltigkeit  qn  =  Const,  kann  sich  diese  Losung  von  der  ge- 
suchten  Funktion  S(ql,  .  •  .,  qn,  t),  die  der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  (181) 
und  der  aus  dem  ersten  Integral  entspringenden  partiellen  Differentialgleichung 
(198  a)  gleichzeitig  genugt,  nur  um  eine  Konstante  unterscheiden,  d.  h.  es  gilt 

8S3S  8S  38 


Also   mufi    die   Differenz    S—  S   eine  Funktion  von  qn  allein  sein.    Bildet  man 

daher 

,H-_/3S        dS 

\dqn       dqn 

dS 
und  ersetzt  darin  -^—  entsprechend  der  Gleichung  (205)  durch  ft,  so  mussen,  wenn 

man  in  Ti  die  Ableitungen  von  S  einfuhrt,  aus  dem  Ausdruck 
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Hat  man  auBer  dem  Integral  (197)  bzw.  (198)  noch  ein  weiteres 
erstes  Integral  der  Bewegungsgleicbungen,  so  kann  dieses  dann  und 
nur  dann  zu  einer  weiteren  Yereinfachung  der  Hamilton-Jacolischen 
Differentialgleicbung  (208)  verwendet  werden,  wenn  die  Funktion,  die 
aus  ihm  durch  die  Substitution 

(210)     Pn  =  —  h(pl,...,pn_l,ql,,..,qn_1,t,qn,c))  qn=qn(X),  t  =  t(fy 

entstebt,  ein  Integral  des  reduzierten  kanonischen  Systems  (207)  vor- 
stellt.  Die  notwendige  und  binreichende  Bedingung  dafiir  ist,  daB  die 
mit  den  beiden  Integralen  gebildete  Poissonsche  Klammer  verscbwin- 
det203),  wie  unten  (vgl.  Nr.  25)  genauer  ausgefiibrt  wird.  Das  Energie- 
integral  H  =  k  bat,  wenn  es  existiert,  die  Eigenschaft,  daB  jedes 
zu  ibm  binzutretende  (von  der  Zeit  t  freie)  Integral  diese  Bedingung 
erfiillt.  Man  kann  daber  die  Existenz  eines  weiteren  Integrals  neben 
dem  Energieintegral  dazu  benutzen,  um  die  partielle  Differential- 
gleicbung  (191\  die  bei  Existenz  des  Energie integrals  an  die  Stelle 
der  urspriinglicben  HamiUon-Jacolischen  Gleicbung  (181)  tritt,  in  ana- 
loger  Weise  wie  eben  die  Hamilton-Jacobiscke  Gleicbung  selbst  zu  ver- 
einfachen.  Sind  zwei  (oder  mehr)  von  t  freie  Integrale  des  kanoniscben 
Systems  bekannt,  so  ist  dafiir,  daB  sie  sicb  zur  weiteren  Vereinfacbung 
der  partiellen  Differentialgleicbung  (191)  benutzen  lassen,  wieder  das 
Verscbwinden  der  Poissonschen  Klammern  notwendig  und  binreicbend. 

19.  Integration  der  Hamilton- Jacob ischen  Gleichung  durch 
Trennung  der  Veranderlichen. 

19 a.  Allgemeine  Fragestellung.  Mit  der  Kenntnis  einer  voll- 
standigen  Losung  der  Hamilton -Jacobisehen  Gleichung  ist  das  Be- 
wegungsproblern  (vgl.  Nr.  17  und  18)  gelost.  Schon  Jacdbi  bat  daher 
seine  Aufmerksamkeit  den  Fallen  zugewandt,  in  denen  sicb  eine  solcbe 
Losung  in  einfacber  Weise  angeben  laBt,  und  insbesondere  mecbani- 
scbe  Probleme  bebandelt,  bei  denen  sicb  eine  vollstdndige  Losung  der 
Hamilton  -  Jacobischen  partiellen  Diff'erentialgleichung  allein  durch 
Quadraturen  gevvinnen  laBt.204)  Mit  der  Anwendung  der  Quantentheorie 


die  Veranderliohen  ql ,  .  .  .,  qn-1,  t  herausgehen,  und  man  erhalt  die  Funktion  S 
durch  die  Quadratur 

(209a)  S(qi  ,...,qn,f)  =  S—  I  (h  +  «— )  dqn. 

t/     N  Vln' 

203)  Die  Fragestellung  ist  damit  identisch,  ob  man  die  eine  n-parametrige 
Schar  von  Raumzeitlinien  der  Bewegung  angeben  kann,  die  ein  Feld  bildet,  wenn 
man  verlangt,  es  sollen  die  Impulskomponenten  p,_,(ql  ,•••,?„,*)  des  Feldes  beide 
Integrale  (bei  vorgeschriebenen  Zahlwerten  der  Konstanten)  zu  Identitaten  machen. 

204)  Das   erste   einfache  Beispiel  ist  das   sog.  Einkorperproblem   der  Him- 
melsmechanik,  d.  h.  die  Bewegung   eines  Massenpunktes,    der  von    einem    festen 
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auf  die  Atommechanik 205)  hatte  eine  Zeitlang  die  Frage,  ob  und  warm 
eine  Losung  der  Hamilton- Jacobischen  Gleichung  durch  Quadraturen 
moglich.  ist,  besondere  Wichtigkeit  gewonnen,  weil  beim  Vorliegen 

Zentrum  aus  nach  dem  Newtonschen  Gravitationsgesetz  angezogen  wird  (vgl. 
C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen  iiber  Dynamik,  24.  u.  25.  Vorlesung  =  Werke  Suppl.- 
Band,  p.  183  ff.).  In  rechtwinkligen  Koordinaten  hat  hier  die  Hamilton- Jacobische 
Gleichung,  da  fiir  die  Bewegungsgleichangen  das  Energieintegral  gilt,  die  Gestalt 


Bei  Einfuhrung  rdumlicher  Polarkoordinaten  geht  sie  in 

1    f/2TF\z,     1  /2W\*  ,         1        /dW\-\        y* 
(211  a)  {  (  -      I  H I  "o — )  H : I  Q — )    }  —       ==  h 

viber,  und  nun  kann  Jacobi  sie  zunachst  in  die  beiden  Gleichungen 

/ L  \    '          I      7.  1_ 

I      ^  ~J~  A/ ;r 

und  . 


f/aw 

\\dy 


aufspalten,    von    denen    er    die    letztere    wieder    durch    das   System    der   beiden 
Gleichungen 

und 


ersetzt.    Ist  dann  TFt  (r)   eine  Losung   der   ersten  Gleichung,   W^  (qp)  eine  Losung 
der  zweiten,   TFj  (ty)  eine  Losung  der  dritten,  so  hat  man  in 
TF  =  TF1(r)  +  Tr2(qp)  +  TFsW 

offensichtlich  eine  Losung  der  Gleichung  (211  a).  Da  sich  nun  die  Funktionen 
Wt  ,  TF2  ,  TFj  unmittelbar  durch  Quadraturen  bestimmen,  hat  man  allein  durch 
Quadraturen  in 


eine  Losung  der  Hamilton-JacobiBchen  Gleichung  gefunden,  und  zwar  eine  Lo 
sung,  die  wegen  des  Auftretens  der  willkiiiiichen  Konstanten  clt  c2  neben  k  eine 
vollstandige  Losung  ist.  Jacobi  gibt  a.  a.  0.  (p.  185  ff.)  eine  Erweiterung  des  Ver- 
fahrens  auf  n  Veranderliche.  Gleichzeitig  erkennt  er  (25.  Vorlesung  p.  190),  dafi 
man  noch  auf  einem  zweiten  Wege  die  partielle  Differentialgleichung  (211)  auf 
eine  Gestalt  bringen  kann,  aus  der  man  eine  vollstandige  Losung  durch  drei 
Quadraturen  erhalt. 

Zu  beachten  ist,  daB  die  ZuriicJcfiihrung  der  Losung  auf  Quadraturen  nur 
bei  Verivendung  geeigneter  Koordinaten  moglich  ist.  Bei  der  Form  (211)  der 
Hamilton-Jacobischen  Gleichung  des  Einkorperproblems,  d.  h.  bei  Verwendung 
gewohnlicher  rechtwinkliger  Koordinaten,  laBt  sich  nicht  allein  durch  Quadraturen 
eine  vollstandige  Losung  gewinnen. 

205)  Vgl.  z.  B.  M.  Born,  Vorlesungen   fiber   Atommechanik  I,   Berlin  1925. 


646     IV  12  u.  13.  G.  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik. 

einer   solchen    Losung    der    Ansatz    der    Quantelungsbedingungen    be- 
sonders  einfach  wurde  (vgl.  auch  Nr.  23). 

In  der  Literatur  hat  man  sich  bei  der  Untersuchung  dieser  Frage 
auf  mechanische  Probleme  beschrankt,  fiir  die  das  Energieintegral 
gilt,  und  hat  weiter  vorausgesetzt,  daB  die  kinetische  Energie  eine 
quadratische  Form  der  Geschwindigkeitskomponenten  ist,  so  daB  die 
Hamilton-Jacobische  Differentialgleichung  die  Gestalt 


besitzt.  Das  Ziel  ist,  fur  diese  Gleichung  eine  vollstandige  Losung  von 
der  Gestalt 

(213)  W==W1(ql,Tc,cl,...,cn_,)  +  W2(g,,k,c1,...,cn_J 

H  -----  h  ^  On,  Mi,  ••-,£„_!) 

anzugeben,  also  eine  Losung,  die  sich  als  eine  Summe  von  n  Sum- 
manden  darstellt,  in  der  jeder  Summand  nur  von  einer  der  n  Ver- 
anderlichen  abhangt,  wahrend  die  Konstanten  in  alien  Summanden 
auftreten  konnen.  Man  bezeichnet  das  Vorgehen  mit  diesem  Ansatz 
1  2  13),  falls  es  moglich  ist,  als  die  Integration  der  Hamilton-Jacobischen 
Differcntialgleicliung  durch  Trennung  der  Verdnderlichen. 

19  It).  Der  Satz  von  Levi-Civita.  Der  ,,wesentlich  geodatische" 
Fall  und  der  Fall  des  Stackelschen  Theorems.  Urn  -die  Bedingungen 
aufzusuchen,  denen  die  g*P  bzw.  die  Koeffizienten  gifl  der  kinetischen 
Energie 

(214)  T 


und  die  Potentialfunktion  &(qlt  ••.,  qn}  geniigeu  miissen,  damit  fiir  die 
Koordinaten  qlt...,qn  eine  Losung  der  Gestalt  (213)  existieren  kann206), 
deutet  man  die  Losung  W  als  Extremalintegralwert  eines  Feldes  von 
Bahnkurven  des  Systems,  d.  h.  von  Extremalen  des  Variationsproblems 
des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung  in  der  Jacobischen  Form.  Dann 
sind  nach  (213)  die  Impulsltomponenten  im  Felde 


(215)  p, 

nur    von  jc   einer    (und    zwar   der   gleichnumerierten)    Ortskoordinate 

abh'angig,  so  daB  also 

(215a) 


206)  Vgl.  T.  Levi-Civita,   Sulla  integrazione  della  equazione  di  Hamilton- 
Jacobi  per  separazione  di  variabili,  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  383. 
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ist.  Aus  der  Gleichung 


die,  wenn  man  darin  fiir  die  Impulskomponenten  die  Funktionen  (215) 
des  Feldes  einsetzt,  eine  Identitat  in  den  Ortskoordinaten  ist,  folgt 
daher 


(215b)  -  =  _. 

a  2;  31? 

0ft 

Differenziert   man   diese  Beziehung   nach    einer  von   q^   verschiedenen 
Ortskoordinate  qQ,  so  folgt  weiter 

dH   3    (?H\_dHJ_(dH\_ 
dqidfyWpJ       dPidfyWqJ 
und  somit  schlieBlich 


-  _ 

dq^dqo  dpidpQ        dqidpy  d 

B*H     dSS. 

2prf<lQ   dq,  dP(f  ~>     dpidpf,   3q,  dqo  ~ 

Das  sind  die  -  —  ~      notwendigen    und    hinreichenden  Bedingungen, 

damit   die   partielle  Different!  algleichung  (212)    eine    vollstandige  Lo- 
sung  der  Gestalt  (213)  besitzt.208) 

Da  die  Funktion  H  nach  (212)  eine  Summe  zweier  Glieder  ist, 
von  denen  das  eine  in  den  Impulskomponenten  p  vom  zweiten  Grade 
und  das  andere  vom  nullten  Grade  ist, 

(217) 


so  enthalt  jede  der  Bedingungsgleichungen  (216)  Glieder  vierten  Gra 
des,  Glieder  zweiten  Grades  und  Glieder  nullten  Grades  in  den  Im 
pulskomponenten  pl}  .  .  .,  pn.  Nun  muB  aber  jede  der  Gleichungen  (216) 
identisch  in  den  Impulskomponenten  bestehen,  also  mu8  sich  jede  von 
ihnen  in  drei  Gleichungen  aufspalten,  so  daB  sich  als  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  fiir  die  Moglichkeit,  die  Hamilton-Jacobische 

O    TT 

207)  -  —  =  o  ist  auszuschlieBen,  da,  wenn  H  von  p-  frei  wird,  sich  die  par- 

OP) 

tielle  Differentialgleichung  sofort  im  Sinne  der  vorigen  Nummer  vereinfachen  Ia6t. 

208)  T.  Levi-Civita,  1.  c.  206),  p.  385. 
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partielle    Differentialgleichung   (212)    durch    Trennung    der  Verander- 

«  /AI  1  \ 

lichen   zu  integrieren,   die  folgenden  drei  Klassen   von  je  —^-5 —     Be- 
dingungsgleichungen  ergeben: 

-  *  * 

aj 


c*Q      dQ   3Q 


(218b"l  —  — -  — 

/}/».  ^}/r       /}<n.    fin..  7)n,r)>r)n    Spj    8 Qo  dp-Cqo   ()q/    $ pu 

d*Q     fdQ  d$>     ,    dQ  d<&\ 

K-     +  ^--  o     1=0, 

/;  ^2o         5?o  oq-J 


(218c)  -—    —         =  0 


209 


Wie    der  Vergleich    mit    (216)    zeigt,   sagt    die    erste    Gruppe  (218  a) 
dieser  Bedingungen  aus,  dafi  sich  die  partielle  Differentialgleichung 


durch  Trennung  der  Veranderlichen  integrieren  laBt.  Diese  Gleichung 
ist  aber  gerade  die  Hamilton-Jacobische  partielle  Differentialgleichung 
fiir  das  Variationsproblem 


(219  a)  gdqdq    ==  Extrem.     ,-' 

der  geodatischen  Linien  des  .Rz'ewawwschen  Raums210)  mit  dem  durch 

die  kinetische  Energie   (214)   des   mechanischen  Problems   definierten 

Bogenelement 

(219  b)  ds^^^g^dq.dq^. 

Das  fiihrt  zu  dem  Satz  von  T.  Levi-Civita*11):  Soil  ein  mechanisches 
Problem  fur  cine  bestimmle  Wahl  der  Koordinaten  durch  Trennung 
der  Veranderlichen  losbar  sein,  so  miisscn  notwendig  fiir  diese  Koordi 
naten  auch  die  geodatisclien  Linien  des  Bogenelementcs,  das  aus  der  kine- 
tischen  Energie  entspringt,  durcli  Trennung  der  Veranderlichen  bestimm- 
bar  sein. 


209)  Diese  Bedingungsgleichungen  sind  von  F.  A.  Dall'  Acqua,  Sulla  integra- 
zione    delle   equazioni   di  Hamilton -Jacobi  per  separazione   di    variabili,   Math. 
Ann.  66  (1909),  p.  398,  in   Bedingungsgleichungen   fiir   die  Koeffizienten  gik  um- 
gesetzt. 

210)  Man    kanii    dies  Variationsproblem    der   geodatischen  Linien   kurz    als 
das  dem  mechanischen  Problem  zugehorige  geodiitische  Problem  bezeichnen. 

211)  T.  Levi-Civita,  1.  c.  »06)  p.  386. 
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Fiir  ein  mechanisches  Problem,  dessen  geodatisches  Problem  durch 
Trennung  der  Veranderlichen  losbar  ist,  geben  dann  die  beiden  Gruppen 
(218b)  und  (218c)  Bedingungen,  denen  die  Potentialfunktion  0  ge- 
niigen  muB,  falls  auch  das  allgemeine  mechanische  Problem  mit  ein- 
gepragten  Kraften  durch  Trennung  der  Veranderlichen  losbar  sein  soil. 

Die  Untersuchung  der  Bedingungsgleichungen  (218  a),  die  man 
in  der  Form 

Q     8*Q          3Q     8* 


schreiben  kann,  fiihrt  auf  die  Frage,  ob 


durch 


teilbar  ist  oder  nicht.  Hat  die  Teilbarkeit  fur  die  ersten  v  der  Indizes  A 
statt  212),  fiir  die  (n  —  v)  iibrigen  aber  nicht,  so  bezeichnet  F.  A.  Datt'- 
Acqua  213)  die  v  ersten  Indizes  als  solche  erster  Art,  die  (n  —  v}  ubrigeii 
als  solche  zweiter  Art.214)  Da  v  =  0,  .  .  .  ,  n  sein  kann,  sind  hiernach 
(n  -f-  1)  Falle  zu  unterscheiden. 

Ist  I  ein  Index  erster  Art,  so  hat  man  zunachst 

(220)  ^'T  =  0'  (p-f-tfJP,tf  -!,...,») 
mid  entnimmt  dann  sogleich  aus  (218b),  da8 

(221)  -  0  (A  =  Index  erster  Art) 

ist.  In  der  Potentialfunktion  d>  konnen  also  nur  Koordinaten  mit  In 
dizes  zweiter  Art  auftreteu,  so  daB  sich  im  Falle  v  =  n}  d.  h.  wenn 
alle  Indizes  erster  Art  sind,  die  Potentialfunktion  auf  eine  Konstante 
reduzieren  muB  und  nur  das  geodatische  Problem  durch  Trennung  der 

212)  Wobei  der  zweite  Faktor 


nicht  durch  q^  teilbar  sein  soil. 

213)  F.  A.  Dall'Acqua,   Le  equazioni  di  Hamilton-Jacobi,    che   si  integrano 
per  separazione  di  variabili,  Palermo  Rend,  del  circ.  mat.  33  (1912),  p.  341. 

214)  Fiir  einen  Index  zweiter  Art  mufi 


cQ     3*Q    \ 

~ 


beljebig,  aber  4=  I) 


durch  qj,  teilbar  sein. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenach.  IV  1,  n,  43 
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Veranderlichen  losbar  isi215)  Man  bezeichnet  daher  diesen  Fall  als 
wesentlich  geoddtisch. 

Auch  der  andere  Grenzfall  v  =  0,  wo  alle  n  Indizes  solche  zweiter 
Art  sind,  1st  leicht  zu  iiberblicken.  Denn  es  gilt,  wie  aus  (218  c)  folgt, 
(222)  0"  =  0, 

wenn  die  beiden  Koordinaten  zweiter  Art  q  und  qa  beide  in  der  Po- 
tentialfunktion  <Z>  auftreten.  Kommen  also  alle  Koordinaten  in  der 
Potentialfunktion  vor,  so  muB  die  Hamilton-Jacobische  Differential- 
gleicbung  (212)  die  Grestalt 


besitzen,  d.  h.  es  muB  das  aus  der  kinetischen  Energie  entspringende 
Bogenelement  auf  orthogonale  Koordinaten216)  bezogen  sein: 

(224)  d8-fflidql'+:-  +  gundqif. 

Das  ist  der  nach  Vorbemerkungen  von  C.  G.  J.  Jacobi  217)  und  J.  Liou- 
vitte*™)  systeinatisch  von  P.  Stdckel  219)  behandelte  Fall. 

215)  Seine    analytische  Behandlung   bei  T.  Levi-Civita,   1.  c.  *06),   p.  388.    Es 
sind  in  diesem  Falle  die  Christoffelsch&n  Dreizeigersymbole 


und   in    den    Beziehungen    (215  b)    wird    die   rechte    Seite    eine    lineare   Funktion 
der   pr,  nilmlich 

""'"""  pt. 


Ferner  ergeben  sich  die  Bedingungen 

1  (ul  +  |u< 

d«0  i  r  J 1  i 

woraus  folgt,   daB   der  Riemannache  Kriimmungsteusor   des  Bogenelementes  ver- 
schwinden,  d.  h.  ds  das  Bogenelement  einer  Euklidisclien  Mannigfaltigl>eit  sein  mufi. 

216)  Dabei  ist 

(224  a)  #'•'•=    —  • 

9n 

217)  C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen,  Werke  Suppl.-Bd.,  p.  185ff.  Iin  AnschluB  an 
Jacobi  behandelt  E.  Rosochatius,  tJber  Bewegungen  eines  Punktes,  Diss.  Gottingen 
1877,   die  Bewegung  eines  Punktes   in   der  Ebene  und   auf  einer  Flache  zweiter 
Ordnung. 

218)  J.  Liouville,    Sur  quelques   cas   particuliers   ou  les  equations  du  mou- 
vement    d'un    point   materiel   peuvent    s'integrer,    J.  de   math.  11   (1846),  p.  345 
sowie    J.  de   math.  12  (1847),  p.  410,    wo    er   sich    auf  zwei  und    drei  Freiheits- 
grade  beschrankt.    Fiir   den  Fall   von  n  Freibeitsgraden  vgl.  J.  Liouville,  L'inte- 
gration  des  equations  differentielles  du  mouvement  d'un  nombre  quelconque  de 
points  mate"riels,  J.  de  math.  14  (1849),  p.  257. 

219)  P.  Staclcel,  Uber  die  Integration  der  Hamilton- Jacob ischen  Differential- 
gleichung  mittels  Separation  der  Veranderlichen,  Habilitat.-Schrift  Halle  1891. 
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Indem  Stdckel  mit  dem  Ansatz  (213)  in  die  partielle  Differential- 
gleichung  (223)  hineingeht,  und 


dw. 


(225) 

sowie  weiter 

(226) 

setzt220),  erhalt  er  ein  System  linearer  Gleichungen 


(227) 


ii^-D  +  ^^(.-D  +  •  •  •  +  ^-.po.-*)  -  o 

fur  die  #*A.  Bezeichnet  man  die  Determinanten,  die  man  aus  der  Matrix 


durch  Fortlassen  der  pten  Spalte   erhalt,    mit  D  ,    so  wird   die  Deter- 
minante  des  Gleichungssystems  (227) 


(228)     Z>  = 


(i) 


(i) 


und  fur  die  g11  ergibt  die  Auflosung  von  (227) 

(229)  gu="^- 

Also  werden  die  Koeffizienten  des  Bogenelementes 


D 


(230)                          ds"  =  ^  (-%   + 
Fur  die  Potentialfunktion  0>  folgt  dann  aus  (223),  (225)  und  (229) 
•  •  •>  2»)  =  ^  --  /yCA^i  H h  AWJ» 


(229  a)  5f^  = 

und  somit  das  Bogenelement  selbst 

D 


220)  Der  obere  Index  an  cpb'^fao)  ist  in  Klammern  gesetzt,  um  die  Ver- 
wechslung  auszuschlieBen,  da8  es  sich  um  kontravariante  und  kovariante  Indizes 
handele. 

Vgl.  hierzu  auch  die  Darstellung  in  C.  L.  Charlier,  Die  Mechanik  des 
Himmels  I,  p.  77 ff. 

43* 
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oder  wegen  der  Identitat 


auch 

*  fai,  •  • 

bzw.  wenn 
gesetzt  wird, 


H 


i>  •"»*    -/)i  -«      -  -  ^  +  .  .  .  4-  D 

Uragekehrt  g-ilt  auch:  Wahlt  man  die  n(n-\-T)  Funktionen  (fg 
^oG?o)>  /Ko(^)  willkiirlich  und  macht  fur  das  Bogenelement  den  An- 
satz  (230)  und  fiir  die  Potentialfunktion  den  Ansatz  (231),  so  ist  die 
zugehorige  Hamilton-  JacoMsche  Gleichung  (223)  durch  Trermung  der 
Veranderlichen  integrierbar,  d.  h.  man  erhalt  eine  vollstandige  Losung 
durch  lv  Quadraturen.  Es  ergibt  sich  namlich  die  Funktion  W0  in  dem 
Ansatz  (213)  durch.  die  Quadratur 


(232)  W9  -Vk1>faH{W9m(&+-'-  +  *.^99(~^ 

Das  ist  das  Stackelsclie  Theorem.™} 


221)  Fiir  n  =  2  ist  D  =  i^1  qp3  —  i/>2  qpt  ,  so  daC  das  Bogenelement  die  Gestalt 


bzw.  bei  etwas  anders  gewahlten  Parametern  die  Gestalt 

(233)  ds*  =  {  F,  (3l)  -  F,  (qs)  }  {  f,  (2l)  dft  2  +  ft  (2l)  d  q,  * 

erhalt,  wahrend  die  Potentialfunktion  die  Gestalt 


—  <Pi  Xs 


also 
(084) 


annimmt.  Diese  Form  Latte  bereits  J.  Liouville  angegeben  (vgl.  J.  de  math. 
11  (1846),  p.  345).  Soil  das  Bogenelement  der  euklidischen  Ebene  die  Gestalt  (233) 
erhalten,  so  sind  notwendig  elliptisctie  Koordinaten  (bzw.  deren  Ausartungen: 
parabolische  Koordinaten,  gewohnliche  Polarkoordinaten,  rechtwinklige  kartesische 
Koordinaten)  einzufuhren. 

Das  Resultat  Liourilles  verallgemeinert  sich  auf  den  dreidimensionalen  und 
w-dimensionalen  Raum.  Die  besondere  Gestalt  des  Stuckehclien  Bogenelementes, 
die  aus  (233)  durch  Verallgemeinerung  auf  mehr  Dimensionen  entsteht, 

ds*  =  {  *\  (a)  +  •  »  +  *\  '5»)  }  (dq,  2  +  '  '  '  +  <*O 
wird  daher  als  Liouvillesches  Bogenelement  bezeichnet. 
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19c.  Die  Diskussion  der  (n  -\-  1)  Einzelfalle.  In  dem  allgemeinen 
Falle,  daB  v  der  Koordinaten  von  erster  Art,  die  (n  -  —  v)  anderen  Ko 
ordinaten  von  zweiter  Art  sind222),  kann  die  Potentialfunktion  nur 
von  den  Koordinaten  zweiter  Art  abbangig  sein,  so  daB  im  allgemei 
nen  Falle 

(235)  »-*fc+i,  &+•,..-  ,O 

ist. 

In  gleicher  Weise,  wie  in  den  behandelten  Sonderfallen  223)  folgt 
nun,  daB 

(236)  ^  =  0  (l  =  p) 

ist,  wenn  1  und  p  beide  Indizes  zweiter  Art  sind,  wahrend,  wenn  A  ein 
Index  zweiter  Art,  Q  ein  Index  erster  Art  ist,  die  Beziehung 

(236  a)  ^  =  0 

dqQ 

gilt-224) 


222)  F.  A.  Dall'Acqua,   Le  equazioni  di  Hamilton-Jacobi,   che  si  integrano 
per  separazione  di  Tariabili,  Palermo  Rend,  del  circ.  mat.  33  (1922),  p.  341. 

223)  Namlich  v  =  n  (alle  Indizes  von  erster  Art,  der  wesentlich  geodatische 
Fall  von   T.  Levi-Cimta)    und   v  =  0   (alle   Indizes   von   zweiter  Art,    Fall  von 
StdcM). 

224)  JSTach   (220)    enthalten    die    gQn  (Q  4=  o)    nur   Koordinaten    mit    Indizes 
zweiter  Art.  Ist  weiter  ji  ein  Index  zweiter,  r  ein  Index  erster  Art,  so  ist,  unter 
A  ein  Index  zweiter  Art  verstanden 


O 

d.  h.  die  Quotienten   J  ^  (r  Index  erster,  (i  Index  zweiter  Art)  sind  nur  von  Ko 

ordinaten  erster  Art  abhiingig. 

(236b)  9^=9^W}(^-.,<LV}. 

Hiernach  hat  in  diesem  Falle  die  Hamilton  -JacoUsche  Gleichun     die  Gestalt 


(237) 


Aus  den  Gleichungen  (218)  entspringen  weiter,  wenn  J,  und  JA  Indizes  zweiter  Art 
sind,  die  Bedingungen 

v-.          ^  ~^  ^          — " 
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Soil  nun  in  analoger  Weise  wie  in  dem  Stackehchen  Falle  v  =  0 
die  Gestalt  des  Bogenelementes  und  der  Potentialfunktion  (P  fiir  be- 
liebiges  v  gekennzeicbnet  werden,  so  bat  man  ebenso  wie  dort  von 
dem  Ansatz 

(238)  W---WM+-.-+WM 

auszugeben.  Dabei  ist  wicbtig,  daB  fiir  einen  Index  ereter  Art 

(239)  %  -V, 

ist,  wo  LQ  eine   lineare  Funktion   der  Impulskomponenten    erster  Art 
bedeutet,  und  daB  somit  fiir  einen  Index  erster  Art 

8Q  cQ 

(f>A(\\  dP(>  _  dq<j  dqo  T 

dq9~        ~   d^~~  -&  ~L! 

dp,, 
gilt"') 


In  dem  von  T.  Levi-Civita  zuerst  behandelten  Sonderfall,  daB  alle 
Indizes  erster  Art  sind,  kann  man  diese  Beziebungen  in  folgender  Art 
verwerten.  Ist  der  Ansatz  (238)  eine  vollstandige  Losung,  so  stellt 
er  bei  bestimmter  Wabl  der  Konstanten  den  Extremalintegralwert 

O 

eines  Feldes  von  Extremalen  226)  vor.  Man  kann  z.  B.  ein  bestimmtes 
Feld  auswahlen,  wenn  man  in  irgendeinem  Punkt,  etwa  dem  Anfangs- 
punkte,  die  Impulskomponenten  des  Feldes 

(241)  P^  =  ^,  ...,!>.«-«. 

willkiirlicb  vorscbreibt.227)  Da  nun  die  einzelne  Impulskomponente 

dW 


_          _ 
?     ~  d<l<>  <) 

nur  von  q   abbangig  ist,  also  in  der  ganzen  Mannigfaltigkeit  q  =  Const. 
den   gleichen  Wert  hat,   so   geniigt  es,  p    langs   der  M1(q1  =  0,  .  .  ., 

und 

3Q    dlng"f 


o  o  ---  n  •  \    T  rv 

dqjdqf,        d  q?_      dq/*  dq^      8q? 

Aus  diesen  letzten  folgt,  wenn  x,  i,  a  samtlich  Indizes  zweiter  Art  sind, 


dq)dqfl        dqi       Zq^  8  q/u.       dq^ 

225)  P.  Burgattt  ',    Determinazione    dell'equazioni   di   Ham.-Jac.   integrabili 
mediante  la  seperazione  delle  variabili,   Rom.  Line.  Rend.  (5)  20  l  (1911),  p.  108; 
F.A.Dall'Acqua,  Palermo  Rend,  del  circ.  mat.  33  (1912),  p.  341. 

226)  Da   dieser  Fall  rwesentlich    geodatisch"    ist,    sind  die  Extremalen  die 
geodiitischen  Linien  des  Bogenelementes. 

227)  Denn  die  Konstanten  fc,  ct  ,  .  .  .,  cn-1   der  vollstandigen  Losung  konnen 
durch  die  Anfangswerte  der  Impulse  ausgedriickt  werden  und  umgekehrt. 
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q     l  =  0,  q     j  —  0,  .  .  .,  qn  =  0),  d.  h.  langs  der  #,/-Achse,  zu  bestim- 

men.   Beim  Fortschreiten  langs  dieser  Ml   aber  behalten  alle  Impuls- 

komponenten  mit  Ausnahme  von  p     die  gleicheu  Werte  wie  im  An- 
fangspunkte,  so  dafi  man  in  (240) 

ql  =  0,  ...,  q_1  =  0,  q  +  l  =  0,  ...,  qn  =  0 


Pi   =K1,    •••;   P?-l=ae-l»  jPe  +  l  =  «?  +  l>    •••>  Pn   =  Kn 

einfiihren  kann.  Damit  ergibt  sich  aber  fiir  p0(qe)  die  Bestimmungs- 
gleichung 

(242)  |£  +  Wl»*  =  W» 

worin  A  eine  Linearform  der  Konstanten  cc1}  .  .  .,  ap_17  «0  +  1,  .  .  .,  an  ist; 
deren  Koeffizienten  von  q  abhangen.  Die  Integration  dieser  linearen 
Differentialgleichung  228)  liefert  p  als  eine  Linearform  der  a1;...,an, 
deren  Koeffizienten  Funktionen  von  q  sind.  Wiirde  man  hierin  noch 
den  Anfangswert  einer  der  n  Impulskornponenten,  etwa  an  durch  die 
bereits  in  der  Hamilton-Jacobiachen  Gleichung  auftretende  Konstante  k 
ersetzen  229),  so  erhielte  man 


(243)  ==-        =  ^  =  ^u>  +  .   .  +  «u_l9f- 

wo  A  eine    quadratische  Form  der   «1?...,an_!   ist  und  y  W  und  i^(> 
Funktionen  sind,  die  nur  von  der  Koordinate  q    abhangen. 

Der  allgemeine  Fall  (y  Indizes  erster  Art,  n  —  v  Indizes  zweiter 
Art)  lafit  sich  leicht  in  analoger  Weise  erledigen.  Fiir  die  Indizes 
erster  Art  gelten  die  Beziehungen  (240),  wobei  die  LQ  Linearformen 
allein  der  Impulskomponenten  mit  Indizes  erster  Art  sind.  Daraus  er- 
h'alt  man  die  Impulskomponenten  entsprechend  (243)  als  Linearformeu 
der  Anfangswerte  der  Impulskomponenten  ai7,..,av: 


(244)          =        *  -  p  =  a,  VW  +  •  •  •  +  av  <pW  (o  =  Index  erster  Art). 


Ist  nun  A  ein  Index  der  zweiten  Art  und  geht  man  in  der 

tung  vorwarts,  so  daB  allein  q^  und  p^  veranderlich  sind,  so  folgt  aus 

228)  Bei  Berucksichtigung  des  Anfangswertes  von  p^: 

pQ  (0)  =  ay  . 

229)  Wegen  der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  ist  an  aus   der  quadrati- 
schen  Gleichun 


l 
zu  bestimmen,  wobei  in  g'-u  natiirlich  die  q[°\  ...,  q,[0}  einzufuhren  sind. 
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der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  wegen  (236)  die  Beziehung230) 
(245)     g"p*  +  2^X  +  ---  +  #;'X)  =  2(k  - 
woraus  man  p^  in  der  Gestalt 
(245  a)  Pl  =  KI  9iW  +  ...  +  «,  9i 


erhalt.  Darin  ist  ^eineFunktion  allein  von  q^  wahrend^einequadratische 
Form  der  alv..,«v  mit  Koeffizienten,  die  Funktionen  von  qi  sind,  vorstellt. 
Weiter  ist  dabei  die  Beziehung  (236  b)  herangezogen  und  es  sind  die  GroBen 

(245b)  «?-  +  ,,  +  2«W 

als  neue  Konstante  eingefiihrt231),  die  an  Stelle  von  av  +  1,  .  ..,  an  treten 
sollen.  Die  ?j;  sind  dann  Linearformen  der  ft,...,/8B_,  mit  Ko- 
effizieuten,  die  Funktionen  von  q^  sind.  Fiir  die  Indizes  z  welter 
Art  treten  also  neben  die  fur  die  Indizes  erster  Art  erhaltenen  Be- 
ziehungen  (244)  die  Gleichungeu 

(246)         ^  =  d£*  =  ttl  ViW  +  .  .  .  +  ar  ^W 

y' 


Sind  keine  Indizes  erster  Art  vorhanden,  so  gehen  die  Gleichungen 
(246)  offenbar  in  die  Stackehchen  Ausdrucke  (232)  iiber.  Das  springt 
noch  mehr  in  die  Augen,  wenn  an  Stelle  etwa  von  /3B_r  wieder  die 
Energiekonstante  k  eingefiihrt  wird232),  wodurch  mail 


±  Vh*  +  F*(al}  .  .  ., 

erhalt.  Umgekehrt  laBt  sich  durch  Elimination  der  Konstanteu  aus 
diesen  Formeln  die  Gestalt  von  Bogenelement  und  Potentialfunktion 
gewinnen,  fiir  die  das  mechanische  System  durch  Trennung  der  Ver- 
anderlichen  losbar  ist.233) 

230)  Worin  natiirlich  k  durch  die  «lt...,an  auszudriicken  ist.    Die  Koeffi 
zienten  g°"  und  ^  sind  in  (245)  als  Funktionen  zu  denken,  die  allein  von  q^  abhiingen. 

231)  Die  Jt  sind  hier  natiirlich  Koustante,  da  sie  nach  (236  b)  nur  von  Ko- 
ordinaten  mit  Indizes  erster  Art  abhangen 

232)  Man  erreicht  das  leicht  mit  Hilfe  der  Beziehung 


worm  der  Strich  andeuten  soil,  daB  ql  =  0,  .  .  .,  qn  =  0  gesetzt  worden  ist. 

233)  Fur  n  =  3  sind  alle  moglichen  Fiille  durchgedacht  bei  F.  A.  Dall'Acqua, 
1.  c.  I09)r  p.  398. 


20.  Die  Jacobischen  Gleich.  Invar.  Differentialformen.  Begriff  d.  Integralinvar.    657 

Hat  man  die  allgemeine  Gestalt  von  Bogenelement  und  Potential- 
funktion;  fur  die  Trennung  der  Veranderlichen  moglich  ist,  festgestellt, 
so  wiirde  die  Frage  entstehen7  ob  sich  ein  vorgelegtes  mechanisches 
Problem  (mit  gegebenem  Bogenelement  und  Potential)  durch  Koordi- 
natentransformation  in  die  verlangte  Gestalt  iiberiuhren  laBt.  Die 
Untersuchung  dieser  Frage  ist  nur  erst  in  Einzelfallen  in  Angriff  ge- 
nommen.234) 

E.  Die  IntegraliiiTarianten. 

20.  Die  Jacobischen  Gleidmngen.  Invariante  Differentialformen. 
Der  Begriff  der  Integralinvariante.  Da8  die  Bewegungsgleichungen 
eines  Systems 


als  Eulersche  Gleichungen  aus  einem  Variationsproblem 
(248)  L(qlt  .  .  .,  qn,  qlt  .  .  .,  qn,  t)dt  ==  Extrem. 


entspringen,  laBt  sich  noch  in  anderer  Weise,  auf  die  zuerst  H.  Poin- 
care  aufmerksam  gemacht  hat,  fiir  die  Integration  dieser  Gleichungen 
ausnutzen.230)  Dazu  hat  man  von  einer  bestimmten  extremalen  Raum- 
zeitlinie 

(249)  <f?  =  ?,(0  (f«l,...,  i.) 

auszugehen,  die  als  die  Grundextremale  bezeichnet  werden  moge,  und 
die  ihr  infinitesimal  benachbarten  Extremalen  zu  betrachten.  Geht  man 
von  der  Grundextremalen  qQ(t)  zu  einer  bestimmten  Nachbarextre- 
malen  q(>  +  8(]0  iiber,  so  bestimmen  die  n  Funktionen 

(250)  *^  =  *P(0,  (p--l,...,n) 

die  diesen  tlbergang  vermitteln,  ihrerseits  eine  Extremale  eines  anderen 
Variationsproblems.  Jede  Grundextremale  ordnet  namlich  dem  Varia 
tionsproblem  (248)  ein  Variationsproblem  der  ziveiten  Variation 


4(x1}  .  .  .,  %n,  %!,...,  %n,  t]dt  =  Extrem. 


234)  Vgl.  0.  Haupt  und  E.  Hilb,   Uber  die   Transformation  Liouvillescber 
Mannigfaltigkeiten,  Gott.  Nacbr.  1924,  p.  77.  Man  vergleicbe  auch  die  Arbeit  von 
J.  WeinacJit,  Uber  die  bedingt  periodiscbe  Bewegung  eines  Massenpunktes,  Matb. 
Ann.  91  (1924),  p.  279,  wo  die  Falle  n  =  2  und  n  =  3  behandelt  werden. 

235)  H.  Poincare,  Sur  le  probleme  des  trois   corps   et  les   equations  de  la 
dynamique,    Acta  math.   13  (1890),   p.  1    (insbes.  Kap.  II)    sowie   Les   metbodes 
nouvelles  de  la  mecanique  celeste,  t.  I,  p.  162  ff.  und  t.  Ill,  p.  1  ff. 
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zu,  dessen  Integrand  die  quadratische  Form 

(251  a)    A  =  -    /$' a\  ~$~- — o^~  %  %  -\-  2  -~ ;  -~     it  x    -\ x  x  \ 

ist.  Dabei  sind  in  deren  Koeffizienten  fiir  die  q  die  Funktionen  q0(f) 
der  Grundextremale  (249)  einzusetzen,  so  daB  die  zweiten  Ableitungen 
bekannte  Funktionen  der  Zeit  werden.  Die  Funktionen  (250)  sind 
nun  Losuugen  der  Eulerschen  Gleichungen 

/rvrc-kN  d    I 'd  A\  oA  /  •*. 

(252)  -,-.  (  a  .    )  —  ,  -  =  0  (Q  =  1    . . .,  n) 

dt  \CV.,,I  OV-r, 

dieses  Variationsproblems  (251),  die  ein  System  von  n  linearen  Differen- 
tialgleichungen  zweiter  Ordnung  bilden.  Umgekehrt  vermittelt  auch 
jede  Extremale  des  Variationsproblems  (251)  den  tlbergang  zu  einer 
Nachbarextremalen  der  gewahlten  Grundextremalen,  da  die  K:  (£),  ...,xn(t) 
(bis  auf  einen  Proportionalitatsfaktor)  gleich  den  Differenzen  dqlf  . . .,  dqn 
der  Koordinaten  einer  Nachbarextremale  gegen  die  Grundextremale 
sind.  Es  erscheint  historisch  berechtigt,  die  Gleichungen  (252)  als 
die  Jacobischen  Gleichungen  des  Variationsproblems  (247)  zu  bezeichnen, 
weil  Jacobi  zuerst  ihre  Bedeutung  erkannt  hat236),  als  er  die  Be- 
dino-ungen  fiir  das  Eintreten  eines  wirklichen  Extremums  suchte.  In 
der  Terminologie  von  H.  Poincare'  werden  sie  die  ,,equations  aux 
variations"  der  Gleichungen  (247)  genannt. 

Als  Eulersche  Gleichungen  des  Variationsproblems  (251)  kann 
man  sie  entsprechend  der  Transformation  von  Nr.  9  auch  in  die 
Gestalt  eines  kanonischen  Systems  setzen,  wenn  man  die  %Q  durch  die 

(253)  *?  =  |jr- 

ersetzt  und  an  Stelle  von  A  die  Funktion 

(253a)  H (jre,  x?,  f)  =  ^^  -  •  A 

einfiihrt.  Die  Funktion  H  ist  ebenso  wie  A  eine  quadratische  Form 
ihrer  Veranderlichen,  und  zwar  ist 

(254)  H  =  I 


wo  in  den  zweiten  Ableitungen  von  H  fur  pQ,  qQ  die  Funktionen  der 
Grundextremale  einzufuhren  sind,  so  daB  diese  Ableitungen  bekannte 

236)  G.  J.  Jacobi,  Zur  Theorie  der  Variationsrechnung  und  der  Differential- 
gleichungen,  J.  f.  Math.  17  (1837),  p.  68  =  Werke  IV,  p.  39. 
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Funktionen  der  unabhangigen  Veranderlichen  t  werden.  Das  zu  (252) 
gehorige  kanonische  System  lautet  danach 


dt   '  ~ 


=      _  3H  =       -**?„(   ?H    x      i       °*H        \ 
d*~         ^1  \dqdpo    "        oq_odq_<j    n) 


(255) 

ditfj 
dt 

Es   stellt   also    ein   System    von    2w   linearen   Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  vor;  das  dem  kanonischen  System 

ebenso  als  Jacobisches  System  (equations  aux  variations)  zugehort,  wie 
das  System  der  Gleichungen  (252)  dem  System  der  Gleichungen  (247). 
Nun  ist  ein  System  linearer  Differentialgleichungen  zweiter  Ord 
nung,  die  als  Eulerscke  Gleichungen  einem  Variation sproblem  ent- 
sprungen  sind,  (bzw.  das  zugehorige  kanonische  System)  vor  anderen 
linearen  Differentialgleichungen  dadurch  ausgezeichnet ,  daB  es  ein 
seibstadjungiertes  System  [vgl.  II A  4b  (E.  Vessiot],  Nr.  26]  bildet,  d.  h. 
fiir  zwei  Losungssysteme 

xW(t)     und     x,^(f) 
von  (252)  bzw.  fiir  zwei  Losungssysteme 

TT*  (^)  /  /  i        is  (^)  i  /  i        n  n  n 
/i        \.    J  9  n       \    J          M.UVA 

von  (255)  gilt  die  Beziehung 


bzw. 

n 

(258)  (1)  x(2)  —  x?(1)  n*})  =  Const- 


Die  naheliegende  Frage,  welche  Bedeutung  es  fiir  die  Bewegungs- 
gleichungen  (247)  selbst  babe,  wenn  fiir  die  zugehorigen  Jacofo'schen 
Gleichungen  eine  Beziehung  wie  (258)  bestehe,  hat  H.  Pomcare231} 
geklart.  Dabei  geht  er  zunachst  von  einem  beliebigen  System  von  r 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

(259)  £-*!.•••.&-*,        Zi-Z.fe,...,^/) 

aus.    Mit  Hilfe  irgendeiner  Losung,  der  Grundlosung 


237)  H.  Poincare,  Method,  nouv.  I,  p.  162. 
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ordnet  er  ihm  das  System  der  linearen  Jacobischen  Gleichungen 

,  OCAN  ^£A  __  dX,  «.     i          j_^^fc  fi        i          v\ 

dt    "    0STgl-  ~  'ex;*'  If-.r) 

zu,  deren  Koeffizienten  in  dem  gleichen  Sinne  wie  oben  Funktionen 
der  unabhangigen  Veranderlichen  t  allein  sind.  Jede  Losung  dieser 
linearen  Jacofo'schen  Gleichungen 

(260a)  li-li(9,...,lr-fc(9 

gibt  bis  auf  einen  willkiirlichen  konstanten  Faktor  das  System  der 
Koordinatendifferenzen  dx1(f)  ...  dxr(f),  das  den  Ubergang  von  der 
Grundintegralkurve  (259  a)  zu  einer  Nachbarintegralkurve  des  Systems 
(259)  vermittelt.  Aus  einem  Integral238) 

(261)  **&,...,£,.)  =  Const. 

der  Jacobischen  Gleichungen  (260)  kann  man  demnach  fiir  die 
arspriinglichen  Gleichungen  (259)  auf  eine  Beziehung 

(261  a)  F(8xlt  .  .  .,  8xr}  =  Const. 

schlieBen,  die  fiir  jede  der  Grundintegralkurve  benachbarte  Integral- 
kurve  giiltig  ist.  Legt  man  die  Grundintegrallkurve  nicht  von  vorn- 
herein  fest,  sondern  lafit  sie  zunachst  unbestimmt?  so  hat  ein  Integral 
der  Jacobiechen  Gleichungen  die  Gestalt239) 

(262)  F(xlt...txrt  !,,...,!,.)  =  Const. 
Daraus  geht  die  Beziehung  , 
(262  a)                   F(xl}  ...,xr,  d'xlt  ...,  8xr]  =  Const. 

hervor,  die  in  dieser  Form  eine  Aussage  iiber  irgend  zwei  infinitesimal 
benachbarte  Integralkurven  der  DiflFerentialgleichungen  (259)  bedeutet.240) 
SchlieBlich  konnen7  wie  schon  (258)  zeigt,  solche  Beziehungen  zwar 
nicht  fiir  eine  einzelne  Nachbarlosung,  aber  fiir  eine  Anzahl,  etwa  s 
solcher  Nachbarlosungen  bestehen.  Hat  man  fur  die  Jacofo'schen  Glei 
chungen  eine  invariante  Beziehung  der  Gestalt241) 

(263)  F&n,  .  .  .,  |rw,  itw,  .  .  .,  |rw,  -  -  .,  1^,  .  -  .,  lr«)  =  Const. 
bzw.  der  Gestalt 

(264)  F(xly  ...,xr,  |tw,  .  .  .,  |rw,  ^w  .  -  .,  !,<*>,  .  .  .,  ^w,  •  •  ,  lrW;  =  Const, 


238)  Das  natiirlich,  da  die  Gleichungen  (259  a)  linear  sind,  homogen  in  den 
|t,  .  .  .,  £r  sein  muB,  wobei  der  Grad  beliebig  sein  kann. 

239)  Auch  diese  Beziehung  muB  homogen  in  den  £,  ,  ...,  |r  sein. 

240)  Die  invarianten  Differentialforraen  werden  systematisch  betrachtet  von 
E.  Cartan,  Le9ons  sur  les  invariants  integraux,  Paris  1922. 

241)  Auch  dieser  Ausdruck  muB  homogen  in  den  I/1),  .  ..,  l/1),  ii^2),  •  ••,  l/s)i 
.    t,  («),  .    .,  £-(«)  sein.     Dabei  ist  natiirlich  s<r. 

1    »1  i  J    o»  - 
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so  entspricht  ihr;  daB  man  fiir  eine  beliebige  Grundintegralkurve  des  Sy 
stems  (259)  und  s  Nachbarintegralkurven,  zu  denen  der  Ubergang  durch 


vermittelt  wird,  die  Beziehung 

(263a)  F(dWxlt.  .  .,  d^xr,  d^x,  ,...,  d^xr,  ...,  d^x,  ,  .  .  .,  dWrcr)  =  Const. 

bzw. 

(264a)     F(xl)...}xr}  aW^,...,dW*r,  dWxlf...tdWxrf...f 

flO*!,  ...,  tfMtf,.)  =  Const. 

hat.  Z.  B.  folgt  aus  der  Beziehung  (258),  die  fur  die  Jacofo'schen 
Gleichungen  (255)  gilt,  daB  fur  das  kanonische  System  (256)  selbst 
zwischen  irgend  zwei  Integralkurven,  die  einer  Grundintegralkurve 
benachbart  sind,  die  Beziehung 


(258a)  /(WpWq  —  d^q  Wp)  =  Const. 

i 
bestehen  muB. 

Bei  diesen  invarianten  Differentialformen  ist  der  Ubergang  von 
einem  Punkt  zum  Nachbarpunkt  durchweg  in  der  Mannigfaltigkeit 
t  =  Const,  ausgefuhrt  (dt  =  0).  Das  ist  nicht  notig.  Man  erhalt242) 
aus  einer  invarianten  Differentialform  wie  (263  a)  bzw.  (264a)  eine  all- 
gemeinere  Differentialform,  bei  der  man  zu  einem  beliebigen  Nachbar- 
punkt  (dt^=0)  iibergeht,  indem  man  darin  dx0  durch  dxa  —  X  dt 
ersetzt.242*)  So  tritt  z.  B.  an  Stelle  von  (258a)"die  allgemeinere  in- 
variante  Differentialform 

(265) 


=  Const. 

1st  die  Beziehung  (26  la),  die  von  einer  Reihe  von  Differentialen 
abhangt,  eine  Differentialform  des  Grades  p 

(266)  .2X*...a<X,...,*r>  f)dxidxt...dxa=  Const., 


242)  Vgl.  E.  Cartan,  1.  c.  24°),  p.  28. 

242  a)  Offenbar  ist  das  der  gleicbe  Gedanke,  der  in  Nr.  16  c  erkennen  liefi, 
daB  mit  der  linearen  Differentialform  (174)  gleichzeitig  die  Differentialform  (172) 
in  einem  Felde  von  Extremalen  ein  totales  Differential  vorstellt.  Allerdings  muB 
man  dazu  erst  zu  der  invarianten  Differentialform  zweiter  Ordnung  (265)  uber- 
gehen.  Vgl.  auch  247). 
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so  kann   man   sie  (lurch  Ausziehen   der  pten  Wurzel  in  eine  Differen- 
tialform  vom  Grade  1 


(267)  ,^.,. 

iiberfiihren  und  sie  in  dieser  Form  als  Integranden  eines  Kurvenintegrals 
verwenden,  das  iiber  eine  beliebige  Kurve  in  einer  Mannigfaltigkeit 
t  =  Const,  erstreckt  wird.  Das  zugehorige  Integral 


/»  P 
(268)     J  } 


_ 
d u  d u         du 


ist  dann  eine  Integralinvariante,  wie  sie  H.  Poincare  eingefiihrt  hat.  Es 
hat  namlich  die  folgende  Eigeuschaft:  Legt  man  durch  jeden  Punkt  des 
Integrationsweges  von  (268)  die  zugehorige  Integralkurve  des  Systems 
(259),  so  erzeugen  cliese  insgesamt  eine  M2,  die  in  jeder  beliebigen 
Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  ein  Kurveustuck  (M^)  ausschneidet.  Fur 
jede  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  hat  dann  das  Integral  (268),  wenn 
es  iiber  das  von  der  Jf2  bestimmte  Kurvenstiick  erstreckt  wird,  den 
gleichen  Wert,  es  bleibt  invariant.  Verallgemeinert  man  die  Differen- 
tialform  in  der  oben  beschriebenen  Art  durch  Aufnahme  von  St,  so 
kann  man  als  Integrationsweg  eine  beliebige  Kurve  auf  der  M2  wiihlen, 
die  einen  beliebigen  Punkt  der  Integralkurve  durch  die  untere  Grenze 
des  Integrals  (268)  mit  einem  beliebigen  Punkt  auf,  tder  Integralkurve 
durch  die  obere  Grenze  des  Integrals  verbindet.  Fiir  alle  diese  Inte- 
grationswege  hat  das  Integral  den  gleichen  Wert.  Das  ist  der  Begriff 
der  Integralinvariantc  erster  Ordnung.U3}  Das  einfachste  Beispiel  ist 
das  Interal  fiber  eine  lineare  Differentialform 


(269)  X(*i,  •  •  .,  xr,  t~)dxi  =  Const., 

dem  die  allgemeine  Integralinvariaute 

(269  a)  f{^aiSxi  —  (^atXt)dt]  =  Const. 

zugehort. 

Die  mit  mehreren  Reihen  von  Di/ferentialen  gebildeten  Differen- 
tialformen  liefern  ebenfalls  Integralinvarianten.  Beispielsweise  laBt 
sich  die  bilineare  Differentialform  (258  a)  als  Element  eines  Doppel- 

243)  Wie  man  aus  einem  Integral  der  Jacobischen  Gleichungen  eine  Inte- 
gralinvariante  ableitet,  so  erhalt  man  natiirlich  auch  umgekehrt  aus  einer  Inte- 
gralinvariante  ein  Integral  der  Jacobiachen  Gleichungen.  Diese  Beziehung  kann 
beim  Aufsuchen  neuer  Integralinvarianten  aus  bereits  bekannten  benutzt  werden. 
Vgl.  H.  Poincare,  Method,  nouv.  Ill,  p.  1'J. 
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integrals  auffassen  und  fuhrt  zu  der  Integralinvariaute 


(270) 


cludv  =  Const. 


\     0 V  '     GV 

Entsprechend  fiihrt  allgemein  eine  mit  s  Reihen  von  Differentialen 
gebildete  invariante  Differentialform  (264),  wenn  sie  als  Element  eines 
Integrals  aufgefaBt  werden  kann244),  zu  der  Integralinvariante  ster 
Ordnung 

(272)  ff-  •  -fF(xlt  ...,xr,  Wx, , . . .,  Wxrt ...,  aw^, . . ,  d^xr]  =  Const, 

die  in  folgendem  Sinne  invariant  ist:  Das  Integral  ist  fiber  ein 
s-dimensionales  Gebiet  in  einer  beliebigen  Mannigfaltigkeit  t  =  Const, 
erstreckt  zu  denken.  Bildet  man  dieses  Stfick  in  ein  entsprechendes 
Stuck  einer  anderen  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  in  der  Weise  ab?  daB 
man  durch  jeden  Punkt  des  urspriinglichen  Integrationsgebietes  eine 
Integralkurve  von  (259)  konstruiert  und  die  Integralkurven  mit  der 
neuen  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  zuin  Schnitt  bringt,  so  hat  das 
Integral,  erstreckt  fiber  das  Bildgebiet,  den  gleichen  Wert,  den  es 
fur  das  urspriingliche  Integrationsgebiet  hatte.  Auch  hier  kann  man 
sich  von  den  Bedingungen  befreien,  daB  das  Integrationsgebiet 
einer  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  angehoren  muB,  indem  man  die  dx. 
durch  dxx  —  X^St  ersetzt.  Beispielsweise  kann  man  nach  (265)  das 
Integral  (270)  durch 

244)  E.  Carton  nennt  solche  Differentialformen  nformes  exterieures",  Lemons 
sur  les  invariants  integraux,  p.  50.     Bei  einer  Bilinearform 


ist  dazu  beispielsweise  notwendig  und  hinreichend,  daB  sie  alternierend  ist: 
so  daB  man 


schreiben  kann.     Allgemein  hat  eine  forme  exterieure  die  Gestalt 


(271) 


S  co5 


Der  Name  forme  exterieure  erklart  sich  daraus,  daB  die  Determinanten  die  Kom- 
ponenten  eines  aufieren  Produktes  von  s  Vektoren  im  Sinne  H.  Grafimanns  sind. 
In  der  Sprache  der  Tensorrecbnung  wiirde  man  das  Koeffizientensystem  als 
einen  (kovarianten)  alternierenden  Tensor  ster  Stufe  bezeicbnen. 
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n 

ff{  2f 


=  Const. 


ersetzen. 245) 

Neben  die  so  erklarten  absoluten  Integralinvarianten  stellt  H.  Poin- 
careu&)  die  sog.  relativen  Integralinvarianten  ernes  Systems  von  Differen- 
tialgleichungen.  Bei  diesen  sind  die  als  Integranden  dienenden  Diffe- 
rentialformen  selbst  nicht  invariant  fur  das  System  der  Differential- 
gleichungen,  aber  das  mit  ihnen  gebildete  Integral  bleibt  invariant, 
wenn  als  Integrationsgeliet  eine  geschlossene  Mannigfaltigkeit  gewahlt 
wird.  1st  beispielsweise  auch  die  Linearform 

selbst  keine  invariante  Differentialform,  so  kann  gleichwohl  das  iiber 
eine  geschlossene  Kurve  erstreckte  Integral 

(273a)  f(a, dx^ h  ardxr  -f  bdt) 

eine  relative  Integralinvariante  sein.  Dazu  muB  folgendes  gelten:  Zieht 
man  durch  alle  Punkte  des  geschlossenen  Integrationsweges  die  Integral- 
kurven  von  (259),  so  daB  eine  Rohre  entsteht,  und  legt  man  um  diese 
Rohre  beliebig  eine  zweite  geschlossene  Kurve,  so  muB  das  Integral  fiir 
beide  Integrationswege  den  gleichen  Wert  annehmen.  Fehlt  der  Sum- 
mand  mit  dt,  so  muB  der  Integrationsweg  in  einer  Mannigfaltigkeit 
t  =  Const,  liegen.247)  Analog  spricht  man  von  einer  relativen  Integral 
invariante  stor  Ordnung  des  Systems  der  Differentidlgleichungen  (259) 

(274) 

sofern  dieses  Integral  in  dem  erklarten  Sinne  stets  dann  und  nur  dann 
konstant  bleibt,  wenn  man  es  iiber  eine  geschlossene  Mf  als  Integra- 
tionsgebiet  erstreckt.248)  Der  Integrand  einer  solchen  relativen  Inte- 

245)  Auch  bier  wird  wieder  deutlich,  daB  in  dem  Augenblick,  wo  man  die 
Ortskoordinaten  mit   der  Zeit    als    gleichberechtigt   auffaBt,    die  Impulskompo- 
nenten  und  die  Energie  ebenfalls  gleichberechtigt  werden. 

246)  H.  Poincarc,  Method,  nouv.  Ill,  p.  9. 

247)  In  eine  relative  Integralinvariante  mit  8 1  =  0   laBt  sich  nicht  in   der 
gleichen  Weise  wie  in  eine  absolute  Integralinvariante  das  dt  emfuhren. 

248)  Dabei  ist 

'  "3V 


'du,  ' 
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gralinvariante  ist  die  Summe  aus  einer  invarianten  Differentialform249) 
und  einem  totalen  Differential  der  gleicben  Ordnung.250)  Dabei  ist 
unter  einem  totalen  Differential  der  pten  Ordnung  eine  Differentialform 
(275)  2Ci  ;.  ;.  (Xi  .  X^do)).  i  i 

verstanden,  deren  Koeffizienten  den  Bedingungen 

S  C-j  3  C-.     3  ;     3  'd  Cj  3 

(275 si] *2 •••*«*«+! <ti*3...  '-s*.g+i  _i _  _    j    / -j^y AI...AI— i/g  Q 

geniigen. 251) 

Aus  einer  relativen  Integralinvariante  (274)  erbalt  man  durcb 
Anwendung  des  verallgemeinerten  Stokcsschen  Satzes252)  eine  absolute 
Integralinvariante  der  nacbstboberen 2oS)  Ordnung.  Man  bat  dazu  durcb 
die  geschlossene  Ms)  die  als  Integrationsgebiet  der  relativen  Integral- 
invarianten  ster  Ordnung  (274)  dient,  eine  im  ubrigen  beliebige  Mt  +  l 
hindurchzulegen.  Dann  gilt 

(276) 


und  die  rechte  Seite  ist  eine  Integralinvariante  der  Ordnung  (s  -f- 1), 
deren  Integrand  iibrigens  ein  totales  Differential  ist.254) 

249)  Die  ihrerseits  Integrand  einer  absoluten  Integralinvariante  sein  konnte. 

250)  Vgl.  H.  Poincare,  Method,  nouv.  Ill,  Nr.  239  u.  240,  p.  11  ff. 

251)  Vgl.  R.  Weitzenbock,  Invariantentheorie,   Groningen  1923,  p.  398.   Dort 
auch   weitere  Literatur.    Die  Summe  in  (275)   ist  uber  alle  Kombinationen   zu  s 

der  Indizes  1  bis  r  zu  nehmen.    Dabei  wird  man   das   System   der  C,        ,    als 

/i . . ./.,,, 

sog.  alternierenden  Tensor  auffassen,  d.  h.  C7        ,    andert  sein  Vorzeichen.  wenn 

.  .       .  .  !  •  •  •  s 

irgend  zwei   seiner  Indizes   vertauscht  werden,   und    ist   daher  Null,    wenn   zwei 

seiner  Indizes  gleich  sind. 

Man  kann  den  Tensor  (275  a)  die  Ableitung  des  Tensors  (275)  nennen. 
Weitzenbock  selbst  (Invariantentheorie,  p.  391)  nennt  ihn  den  (Stofesschen  Tensor 
von  (275).  E.  Cartan,  Le9ons  sur  les  inv.  integr. ,  p.  66  bezeichnet  ihn  als  die 
derivee  exterieure  des  Tensors  (275).  E.  Goursat  (vgl.  z.  B.  Le9ons  sur  le  pro- 
bleme  de  PfafF,  Paris  1922,  p.  210)  bezeichnet  diesen  Prozefi  als  die  Operation  D. 

252)  Vgl.  z.  B.  E.  Weitzenbock,  Invariantentheorie,  p.  398. 

253)  Statt  von  einer  relativen  Integralinvariante  kann  man  natiirlich   auch 
von   einer  absoluten  Integralinvariante  ausgehen,   deren   Integrationsgebiet   eine 
geschlossene  Mannigfaltigkeit  ist.    Man  geht  so  von  einer  Integralinvariante  der 
Ordnung  p  zu  einer  Integralinvariante  der  Ordnung  p  -f-  1  liber. 

254)  Dementsprechend  ist   es   nicht   moglich,    den  ProzeB    zu   wiederholen, 
d.  h.   das  Integral    der  rechten   Seite    in  (276)  iiber   eine   geschlossene  Ms  + 1    zu 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  TI.  4t 
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Hinsichtlich  der  Beziehung  der  Integraliuvarianten  zu  den  Integralen 
des  Systems  (259)  moge  hier  nur  auf  folgendes  hingewiesen  werden. 
Aus  einem  Integral 

F(x1}  x2,  .  .  .,  xr]  =  Const. 

des  Gleichungssysteins  (259)  erhalt  man  natiirlich  stets  in 


f 

J 


eine  Integralinvariante  erster  Ordnung,  deren  Integrand  ein  vollstan- 
diges  Differential  ist.  Umgekehrt  folgt  aber  nicht,  daB  man  aus  einer 
Integralinvariante  erster  Ordnung 

(277) 

deren  Integrand  ein  vollstandiges  Differential  ist,  in  der  zugehorigen 

Funktion 

(277  a)  U(xlt...,xr)  =J(a1dx1  H  -----  f-  a,.3xr) 

ein  Integral  der  Gleichungen  gewinnt.  Man  mu6  vielmehr  daraus  im 
allgemeinen  schlieBen,  daB  der  Ausdruck 

(278)          Ffc  ,  .  .  .,  a,)  _  f|  Zl  +  f|  X,  +  .  .  .  +  II  X, 

ein  Integral  ist255)  und  nur,  wenn  dieser  Ausdruck  (278)  identisch  ver- 
schwindet,  ist  U(xl,  ...,  xr)  =  Const,  selbst  ein  Integral256)  des  Sy 
stems  (259).257) 

erstrecken  und  es  mit  Hilfe  des  erweiterten  Stokesscben  Sate'es  in  ein  Integral  der 
Ordnung  (s  -\-  2)  umzuformen.  Denn  die  Koeffizienten  dieses  Integrals  wurden 
identisch  verschwinden. 

255)  Vgl.  H.  Poincarc,  Method,  nouv.  Ill,  p.  28.    Kennt  man  ein  Integral 

«i  (*i  .  '  •  •»  *r)^i  H  -----  h  ffr(«i  i  '  '  •>  «r)lr  =  Const. 
der  JacoZn'schen  Gleichungen,  so  folgt,  da  unter  der  Voraussetzung,  die  X^  seien  von 

t  unabhangig,  der  Ansatz 

li  =  ^i  i  •  •  •  »  Ir  =  XT 

eine  Losung  der  t/aco&ischen  Gleichungeu  ist,  daB  auch 

«!  X1  +  •  •  •  +  ar  Xr  =  Const. 

sein  muB.  Das  ist  aber,  da  die  |n  .  .  .,  |r  nicht  mehr  darin  auftreten,  ein  Inte 
gral  des  urspriinglichen  Gleichungssystems  (259).  Eine  Verallgemeinerung  dieses 
Ergebnisses  Method,  nouv.  Ill,  p.  34. 

Das  gleiche  Verfahren  kann  man  benutzen,  um  aus  einer  Integralinvariante 
der  Ordnung  p  eine  solche  der  Ordnung  (p  —  1)  zu  gewinnen,  vgl.  Method,  nouv. 
Ill,  p.  33.  H.  Poincare  fuhrt  auch  aus,  wie  man  allgemeiner  aus  der  Kenntnis 
mehrerer  Integralinvarianten  auf  Integrale  schlieBen  kann,  Method,  nouv.  Ill,  p.  26. 

256)  Allgemein  ist  noch 

U—tV=W 
ein  Integral  des  Systems. 

257)  Eine    Zusammenstellung    der    Literatur    iiber    Integralinvarianten    bei 
M.  Cartan,  Le9ons  sur  les  invar,  integr.,  Paris  1922. 
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21.  Die  relative  Integralinvariante  erster  Ordnung.  Der  zuge- 
horige  Pfaffsche  Ausdruck  und  seine  bilineare  Kovariante.  Die  n 
charakteristischen  absoluten  Integralinvarianten  des  kanonischen 

Systems.  Fur  die  Bewegungsgleichungen  (247)  bzw.  das  zugehorige  kano- 
nische  System  (259)  liefert  die  Randformel  der  Variationsrechmmg  un- 
rnittelbar  eine  relative  Integralinvariante.  Denn  die  Ergebnisse  von 
Nr.  16  c  (vgl.  (170))  lassen  sich  dahin  aussprechen,  da6 

(279) 

eine  relative  Integralinvariante  des  kanonischen  Systems 

/oom  d4(>        3H      dp(>  cH 

~dt   =  =0V       dt    =        ~8q» 

ist.258)  Wird  als  Integrationsweg  eine  Kurve  in  einer  Mannigfaltigkeit 
t  =  Const,  gewahlt,  so  erhalt  diese  Integralinvariante  die  einfachere 
Grestalt: 

(281)  /(ft*«i  +  -"  +  P.*O- 

Vermoge  des  Stokesschen  Satzes  ergibt  sich  aus  der  relativen 
Integralinvariante  erster  Ordnung  (281)  die  absolute  Integralinvariante 
zweiter  Ordnung259) 

(282)  jJO^ft  +  *A*&  +  •  '  '  +  <^?J 
oder  pragnanter  geschrieben 

(282  a) 


258)  Um  AnschluB  an  die  Betrachtungea  des  vorigen  Paragraphen  zu  haben, 
ist  es  zweckmaBig,   die  gv)7  py,  t  als   Koordinaten  eines  J?2K  +  1    zu    deuten   und 
den   Integrationsweg    von  (279)  als  eine  M1   in  diesem  Raum  aufzufassen.    Dem- 
entsprechend  ist  das  Integral  (279)  im  Sinne  von 

(279a)     /(Odft  +  •  •  •  +  OSpn  +  Pl  Sq,  +p2  Sq,  +  •  •  .+Pn8qn-H8t) 

zu  verstehen. 

259)  Geht  man  statt  von  der  Form  (281)  von  der  Form  (279)  der  relativen 
Integralinvariante  aus,    so   hat   die   absolute  Integralinvariante    zweiter  Ordnung 
die  Gestalt 


Man  kann  das  formal  der  Form  (282  a)  unterordnen,  indem  man  die  Zeit  t  mit  qn+l 
und  die  Energie  (  —  H)  mit  pn+1  identifiziert  und  dann  die  Summe  in  (282  a) 
von  1  bis  (n  -j-  1)  statt  von  1  bis  n  laufen  liiBt.  Analoges  gilt  fiir  alle  weiteren 
Integralinvarianten,  die  in  diesem  Paragraphen  gebildet  werden. 

Die  als  Integrand  dienende  bilineare  Differentialform  ist  die  derivee  exte- 
rieure  der  linearen  Differentialform,  die  als  Integrand  der  relativen  Integral 
invariante  auftritt. 

44* 
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Aus  dieser  absoluten  Integralinvariante  lassen  sich  nun  leicht  weitere 
absolute  Integralinvarianten  ableiten.  Betrachtet  man  n'amlich  statt 
der  beiden  Nachbarkurven  der  Grundkurve  jetzt  deren  vier,  zu  denen 

(283)     dpW,  dqW    bzw.    dp™,  dq^    bzw. 

dWdW    bzw.     dMdW 


den  Ubergang  vermitteln,  so  ist  jede  der  sechs  alternierenden  bi- 
linearen  Differentialformen 

(284)  ^H^>  /•*•)  =  ^(dp  WdqW  —  dq  ^tfp.^), 

die  sich  aus  zweien  der  vier  Systeme  (283)  bilden  lassen,  eine  in- 
variante  Diiferentialform  des  kanoniscben  Systems.  Daraus  folgt,  daB 
auch  die  Summe260) 

(285)  I  {&(1,2)£(3,4)  +  £1(1,  3)^(4,  2)  +  £1(1,  4)^(2,  3)} 


-2- 


;),  d^(S) 


-f 


=  ^(1,  2,  3,  4) 


eine   invariante  (und  zwar  quadrilineare)  Differentialform  des  kanoni- 
schen  Systems  ist.261) 

Somit  ist  das  vierfache  Integral 


(286) 


260)  Das  Produkt  zweier  Differentialformen   ist  so  zu  bilden,   daB  alle  die 
Produkte  zweier  Glieder  der  bilinearen  Formen  gleich  Null  gesetzt  werden,   in 
deren  kleinen  Determinanten  die  Veranderlichen  gleich  numeriert  sind. 

261)  E.  Cartan  bezeichnet  diese  Bildung,  indem  er  die  multiplication  exte- 
rieure  zweier  alternierenden  Formen  geeignet  definiert,  (bis  auf  den  Zahlfaktor  ^) 
als  das  Produkt    der  Form  ,fl(l,  2)   rait   sich    selbst  (Quadrat   der  Form  Si)  (vgl. 
Lt90ns  sur  les  invar,  integr.,  p.  51,  p.  56  u.  p.  78). 

E.  Goursat,  der  die  alternierenden  Differentialformen  als  formes  symboliques 
bezeichnet,  epricht  demgemaB  von  einem  produit  symbolique.  Leyons  sur  le  pro- 
bleme  de  Pfaff,  chap.  3. 
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•ffffiS- 


dqs_ 


eine  Integralinvariante  vierter  Ordnung  des  kanonischen  Systems. 
Multipliziert  man  im  gleichen  Sinne262)  die  Differentialform 
&(2)  =  ii(l?27374)  mit  =  &(1,  2),  so  erhalt  man  eine  neue  invariante 
Differentialform  mit  sechs  Reihen  von  Differentialen,  die  also  sechs 
der  Grundintegralkurve  benachbarte  Integralkurven  verknupft,  und 
zwar  ergibt  sich 

(287)        ^(«)  =  a(l,  2,  3,  4,  5,  6)  =      {^(1,  2)ii(37  47  5,  6) 


^(1,6)^(2,3,4,5)} 

,    H(1)>    ^a(1),    ^h(l\ 
,   dqW,   dpf\    dqW, 


die  Sum  me  iiber  alle  Tripel  von  drei  verschiedenen  Ziffern  aus  der 
Reihe  1  bis  n  erstreckt.  Dem  entspricht  es,  daB  auch  das  kanonische 
System  die  absolute  Integralinvariante  sechster  Ordnung 


=  Const. 


besitzt. 

In  analoger  Weise  erhalt  man  eine  entsprechende  Integral 
invariante  achter  Ordnung,  zehnter  Ordnung  usw.  und  steigt  schlieB- 
lich  bis  zu  einer  invarianten  Differentialform  mit  2n  Reihen  von 
Veranderlichen 263 ) 


262)  Im  Sinne  der  multiplication  exterieure  Cartons  bzw.  der  analogen  Auf- 
fassung  Goursats  ist  das   die   dritte  Potenz  der  bilinearen  Differentialform  (284). 

263)  Die  man  im  Sinne  Cartans  als  die  wte  Potenz  von  (284)  zu  deuten  hat. 
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bzw.  zu  der  Integralinvariante  2wter  Ordnung 


(288) 


=  Const. 


auf,  die  aussagt,  daB  der  Rauminhalt  eines  in  einer  Mannigfaltigkeit 
t  =  Const,  gewahlten  2w-dimensionalen  Gebildes  ungeandert  bleibt264), 
wenn  das  Gebilde  vermoge  der  Integralkurven  des  kanonischen  Systems 
in  eine  andere  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  iibertragen  wird.265) 

Man  konnte  iibrigens  auch  analog  eine  Reihe  relativer  Integral- 
invarianten  bilden,  indem  man  aus  dem  Integranden  der  relativen 
Integralinvariante  (281)  und  den  invarianten  DifFerentialformen  &, 
RP\  ...,  Q(n~*\  die  als  Integranden.  der  nbsoluten  Integralinvarianten 
auftreten,  je  eine  neue  DifFerentialform  ableitet.266)  Die  erste  von  ihnen, 
die  mit  Q  gebildet  ist,  ist  die  relative  Inteoralinvariante  dritter  Ordnuno- 

CD  i  O 

(289) 

dgW,   dPi(*>, 

Sie  haben  indessen  keine  besondere  Bedeutung,  da  aus  jeder  von  ihnen 
gemiiB  dem  verallgemeinerten  Stokesschen  Satze  unmittelbar  die  um 
einen  Grad  hohere  absolute  Integralinvariante  der  soeben  betrachteteu 
Reihe  hervorgeht. 

Dieses  System  der  n  Integralinvarianten  gehort  nicht  nur  zu  dem 
kanonischen  System  (259),  sondern  kennzeichnet  dieses  auch  umgekehrt. 


264)  Wenn  man  im  Sinne    der   in    der  Integralrechnung   iiblichen  Bezeich- 
nuugsweise 

(-288  a)  ff'"J  Spl  •••  8pn  dqi  "  '  Sq"  =  C°DSt 

schreibt,  so  muB  man  beachten,  daB  bier  jedes  Differential  eine  Fortscbreitungs- 

ricbtung  bezeichnet,  also  etwa 

^(i)  =8pt,  dq^V  =0,  SpiW  =0,  .  .  .,  SqJ1)  =0, 
dp/1)  =0,  dq^W  =dfflf  dp,(>)  ==0,  ...,  d?n(J)  =0, 
^Pl(»)  =0,  d3l(8)  =0,  dps(»)  =dpa,  ...,  SqJV  =0, 


ist. 

265)  Diese  n  Integralinvarianten   des  kanoniscben   Systems   baben  bei   der 
Entwicklung   der    Quantentheorie    eine  Rolle   gespielt,   vgl.  z.  B.  M.  Born,  Vor- 
lesungen  iiber  Atommechanik  I,  Berlin  1925,  p.  39. 

266)  Nacb    E.  Cartan    bat    man    dazu    das    produit    exterieure    der   beiden 
Differentialformen  zu  bilden,  vgl.  E.  Cartan,  1.  c.  *40),  p.  78. 
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Der  Integrand  der  relativen  Integralinvariante  (279),  aus  dern  die  ab- 
soluten  Integralinvarianten  entspringen,  ist  ein  P/a/fscher  Ausdruck 

(290)  AdfflH  -----  \-pndqn  —  H8t, 

in  den  (2n  -f-  1)  Veranderlichen  pl7  .  .  .,pn,  q^  .  .  .,  qn,  t,  der  bereits  auf 
die  Normalform  gebracht  ist  [vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Abschnitt  III]. 
Der  Integrand  der  absoluten  Integralinvariante  zweiter  Ordnung  (282b) 

(290a) 


ist  die  zugehorige  lilineare  Kovariante.261) 

Das  kanonische  System  ist  nun  dadurch  gekennzeichnet,  daB  es 
das  charakteristische  System  dieses  Pfa/fschen  Ausdrucks  (291)  vor- 
stellt.268)  Mit  G.  D.  Birkhoff2*8*)  kann  man  die  Gewinnung  des  charak- 

267)  Es  werde  allgemein  ein  P/a/fscher  Ausdruck 

(291)  ax  dxl  -|-  «2  dx%  +  •  •  •  +  ardxr 
dutch 

(292)  *?  =  9>e(yn  ••••>  ?//•) 
in  die  neue  Gestalt 

(291  a)  ^dyi+btdyt-l  -----  \-  brdyr 

iibergefiihrt,  wobei  sich  der  kontravariante  Vektor  (dx1,  ...,  dxr)  und  der  ko- 
variante  Vektor  (at  ,  .  .  .  ,  ar)  kontragredient  substituieren.  Man  kann  jeden  dieser 
beiden  Ausdriicke  auff'assen  als  Integranden  einer  relativen  Integralinvariante  je 
eines  Systems  von  r  Differeutialgleichungen  erster  Ordnung.  Zu  den  relativen 
Integralinvarianten  gehoren  dann  die  absoluten  Integralinvarianten  zweiter  Ordnung 


(293)  ,  r        ;-  -    -*}  (8(  ')  X!d(^xr-8(  ')  xr  S( 

bzw. 


deren  Integranden  daher  invariante  DifFerentialformen  fiir  die  zugehorigen  cha- 
rakteristischen  Systeme  sind.  Diese  Differentialforrnen  werden  durch  die  gleiche 
Transformation  (292)  wie  die  P/a/frichen  Ausdriicke  (291)  bzw.  (291  a)  selbst  in- 
einander  iibergefiihrt.  Daher  riihrt  die  Bezeichnung  Kovariante. 

268)  Das  charakteristiscbe  System  eines  Pfaffschen  Ausdrucks  ist  identisch 
mit  dem  charakteristischen  System  der  als  Differentialform  zweiter  Ordnung 
aufgefaBten  bilinearen  Kovariante,  zu  dem  man  in  folgender  Weise  gelangt. 
Man  fragt  bei  einer  vorgegebenen  Differentialform  nach  alien  Systemen  gewohn- 
licher  Differential  gleichun  gen,  fiir  die  die  Differentialform  eine  invariante  Diffe 
rentialform  ist.  Alle  diese  Systeme  haben  eine  bestimmte  Anzahl  von  Integralen 
gemein,  und  diese  Integrale  sind  ihrerseits  die  Integrale  eines  vollstandig  inte- 
grablen  P/a/fschen  Systems.  Dieses  P/a/fsche  System  ist  das  charakteristische 
System  der  Differentialform.  Seine  Bedeutung  besteht  darin,  daB  es  sich  bei 
einer  Einfiihrung  neuer  Veranderlicher  Jcovariant  mit  dem  Pfaffschen  Ausdruck 
transformiert. 

268  a)  G.  D.  Birkhoff,  Dynamical  systems,  p.  55. 
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teristischen  Pfaffschen  Systems  in  Beziehung  zur  Variation  srechnung 
setzen.  1st 

(294)  fl^fo,  .  .  .,  Xf,  0  ^  H  -----  h  ar(Xl>  •  •  -,  Zr,  t)  dXr 

+  ar+1(xlf...,xr,f)dt 

der  vorgelegte  Pfaffsche  Ausdruck;  so  bildet  JBirkhoff  das  Variations- 
problem 

<2          r 

(294a)    f  t^l  fl^fo,  .  .  .,  xr,  f)  J,  +  ar  +  l  (xlt  .  .  .,xr,f)\dt  ==  Extrem., 

'i 

das  er  als  Pfaffsches  Variationsproblem  bezeichnet.  Er  erhalt  hieraus 
das  charakteristische  Pfaffsche  System,  indem  er  formal  die  Euler- 
schen  Gleichungen  ansetzt: 

r 

d 


,    *.                     0  .  r  +  , 

fa,)  -     >?  Q  *xa-  l  =  0 

^  v  ^J  ^^    e  2^ 

bzw. 


(295)  >'  ,  ;-  —  ^''}x  4-(-£-      7+1 1=0, 

/  '    \CXtj  CX-,1      (f  \Ct  OX^    I 

1 

oder 

r 
/c\r\~      \  "^.^   I'd  fl]  ddii\     ^  i      fd  tti  ()  Ct     ,   <\     -,  . 

(286 a)          >j?U^—  r^^P+fl-/-    -5ir)d*  — ° 


Da  die  Variation  268b)  des  Integrals  (294  a) 


unter  dem  Integral  gerade  die  bilineare  Kovariante  des  P/a/fschen  Aus- 
drucks  (294)  enthalt,  so  ist  der  formale  Ansatz  der  Lagrangeschen 
Gleichungen  (295)  bzw.  (295  a)  gleichbedeutend  damit,  daB  man  die 
Ableitungen  der  bilinearen  Kovariante  nach  den  dx^  gleich  Null  setzt. 
Multipliziert  man  die  Gleicbungen  (295)  mit  x^  und  summiert  nach  A, 
so  ergibt  sich  r 

* 


268  b)  Man  kann,  da  der  Integrand  in  (294  a)  eine  lineare  Funktion  der 
X(j  ist,  naturlich  nicht  die  Werte  der  x,,  an  den  Grenzen  ^  und  f.  vor- 
schreiben. 
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bzw.  r 

/ c\r\ti  i  \  7  0 QV  j.  i     -i  i  ^^.  '  0 Ct 3    i 

(295  b)  a  ar + 1  -    —*±±  dt  —  J>/  -^  c?^  =  0 , 

i 

worin  die  linke  Seite  gerade  die  Ableitung  der  bilinearen  Kovariante 
nach  dt  ist.  Die  Anwendung  des  Verfahrens  auf  das  Variationspro- 
blem  der  linearen  Differentialform  in  (279)  bzw.  (279  a)  bedeutet  also, 
daB  man  die  Ableitungen  der  zugeborigen  bilinearen  Kovariante  nach 
den  dpy}  dgQ,  dt  gleich  Null  setzt,  wie  man  es  in  der  Theorie  des 
P/a/fscheu  Problems  gewohnlich  vorschreibt.269)  Das  gibt  in  der  Tat 
die  Gleichungen 

cH 


(296) 


ct 

von  denen  die  2n  ersten  das  kanonische  System  bilden,  wahrend  die 
letzte  aus  ihm  folgt. 

Offensichtlich  ist  biernach  die  absolute  Integralinvariante  zweiter 
Ordnung,  aus  der  ja  auch  alle  hoherer  Ordnung  abgeleitet  sind,  bzw. 
die  zugehorige  invariante  Differentialform 

(297)      (d^pi  dWq^  —  d^gl  dWpJ  +  •  •  •  +  (<$wpn  d^qn d(1)gn  d^pn} 

—  (d^Hd^t  —  d^Hd^IT)  =  Const. 

fiir  die  analytische  Behandlung  des  kanonischen  Systems  von  grund- 
legender  Bedeutung.  Die  abgekiirzte  Form 

(297 a)    (6^pid^ql  —  <5(1)^x ^(2)^i)  +  •  ••  +  (dwpn3(S)qn dwqnd^pn) 

ist  iibrigens  im  Wesen  identisch  mit  der  Lagrangeschen  Klammer,  die 
Lagrange  in  der  Storungstheorie  eingefiihrt  hat  (vgl.  oben  Nr.  12). 
Denn  die  Ableitungen  der  q  ,  p  nach  einer  der  Konstanten  c^  er- 
geben  bis  auf  den  Faktor  dc}  eine  bestimmte  Fortschreitungsrichtung 
in  einer  Mannigfaltigkeit  t  =  Const.  Daher  ist 


269)  Nach  E.  Cartan,  Le^.  sur  les  invar,  integr.,  p.  74  erhalt  man  das  cha- 
rakteristische  System  einer  forme  exterieure,  indem  man  ihre  derivee  exterieure 
.{i'  bildet  und  dann  die  Ableitungen  beider  Formen  nach  einer  Reihe  von  Diffe- 
rentialen  gleich  Null  setzt.  Fiir  die  bilineare  Kovariante,  die  selbst  die  de'rivee 
exterieure  des  P/a/fschen  Ausdrucks  ist,  ist  die  derivee  exterieure  gleich  Null, 
so  daB  man  nur  die  Ableitungen  der  bilinearen  Kovariante  selbst  nach  einer 
Reihe  von  Differentialen  zu  bilden  hat.  Vgl.  hierzu  die  Ausfuhrungen  in  Nr.  15. 
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bis  auf  den  Faktor  8c.  ,dc0  identisch  mit  der  Form  (297a),  die  fur 
die  beiden  durch  dc^  bzw.  dc0  bestimmten  Richtungen  gebildet  ist. 
Also  muB  die  Bildung  (298)  beim  Fortschreiten  langs  einer  Integral- 
kurve  des  kanonischen  Systems  invariant  bleiben,  d.  h.  sie  darf  sich 
nicht  andern,  weun  t  sich  andert.  Die  Lagrangesche  Klamrner  darf 
so  mit  die  Zeit  t  nicht  explizit  enthalten,  wie  von  Lagrange  selbst 
durch  miihselige  Rechnung  bewiesen  wurde.270) 

Neben  dieser  Differentialform  zweiter  Ordnung  spielt  noch  die 
letzte  aus  der  Reihe,  die  Differentialform  der  Ordnung  2n,  bzw.  die  zu- 
gehorige  Integralinvariante  eine  wichtige  Rolle.  Sie  fiihrt  zu  der  von 
Jacobi  geschaffenen  Multiplikatortheorie.  Ubrigens  laBt  sich  die  Existenz 
der  Integralinvariante  der  Ordnung  2n 

•••         *•••  s<    =  Const- 


ff' 


fiir  das  kanonische  System  bereits  aus  einer  Bemerkung  von  J.  Liou 
ville'211^  erschlieBen,  so  daB  man  ihre  Existenz  in  der  statistischen  Me 
chanik  gewohnlich  als  den  Liouvilleschen  Satz  bezeichnet  [vgl.  IV  32 
(P.  u.  T.  Ehrcnfest),  Nr.  9c].  Deutet  man  die  Integralkurve  des  kano 
nischen  Systems  als  Bahnkurven  einer  Flussigkeitsstromung  im  ESn 
der  pl,-..,pn,  q_i,  ••-,<!„  (Phasenrauni  der  statistischen  Mechanik),  so 
sagt  die  Existenz  der  Integralinvariante  aus,  daB  es  sich  um  die 
Stromung  einer  unzusammendriickbaren  Fliissigkeit  handele  (Volumen- 
treue  Stromung). 

22.  Integralinvarianten  von  der  Ordnung  des  Systems.  Der 
Jacobische  Multiplikator.  Kennt  man  fiir  ein  System  von  r  Diffe- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung 

(299)      d     =  X,(xlt  .  .  .,  xft  0,   •  •  -,   *     =  X,(xlf  .  .  .,  xr,  t) 


270)  In  ahnlich  einfacher  Weise  folgt  auch,  daB  die  Potssowschen  Klammern 
die  Zeit  t  nicht  explizit  enthalten,  vgl.  den  niichsten  Abschnitt. 

271)  J.  Liouville,  Sur  la  variation  des  constantes  arbitraires,  J.  de  math.  3 
(1838),  p.  342.  Liouville  betrachtet  dort  allerdings  kein  kanonisches  System,  son- 
dern  ein  allgemeineres  System  von  Differentialgleichungen  der  Gestalt  (299).    Er 
zeigt,  daB  fur  die  allgemeine  L6sung 

x1  =  x1  (t ,  Cj ,  . .  . ,  cr) ,  . . . ,  xr  =  xr  (t ,  Cj ,  . .  . ,  cr) 
die  Funktionaldeterminante 

0c, 

von  t  unabhangig  wird,  falls  die  Bedingung 


erfullt  ist,  in   die  (301)  fiir  M  =  Const,  iibergeht.    Fiir  ein   kanonisches  System 
ist  diese  Bedingung  identisch  erfullt. 
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eine  Integralinvariante  von  der  Ordnung  des  Systems 

(300)  ff.  .  .fM(t,  xlt  .  .  .,  xr)  dx,  .  .  .  dxr, 

so  geniigt  die  hier  auftretende  Funktion  M  der  Differentialgleichung 


—  4-  '   4-  i    ,       i 

dt  cxl  dxt  r 

Somit  ist  die  Funktion  M  nach  der  Definition  C.  G.  J.  Jacobia  ein 
Multiplikator272)  des  Systems  (299).  [Vgl.  II  A  4b  (E.  Vessiot\  Nr.  12 
und  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Nr.  12].  Fur  das  kanonische  System  ist  also 
aus  der  Existenz  der  Integralinvariante  2wter  Ordnung 


ff. 


t  ...dpn8ql...  dqn  =  Const. 

zu  schlieBen,  daB  M=\  ein  Multiplikator  des  kanonisclien  Systems  ist. 
Der  Name  Multiplikator  ist  von  C.  G.  J.  Jacobi  in  Verallgemeine- 
rung  des  Begriffs  des  Eulerschen  Multiplikators273)  ^(x,y)  [II  A  4b 
(E.  Vessioi),  Nr.  5]  gebildet,  der  bekanntlich  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(302)  dy.dx  =  Y(x,y}:X(x,y} 
auf  die  Quadratur 

(302a)  fp  (Xdy  --  Tdx)  =  Const. 

zuriickfiihrt.  Die  Analogic  tritt  deutlich  in  Erscheinung,  wenn  man 
statt  von  (299)  von  dem  Differentialgleichuugssystem274)  (r  —  l)ter 
Ordnung 

(303)  dx{  :  dx%  :  ...  :  dxr 


272)  Diese  Definition  des  Multiplikators  durch  C.  G.  J.  Jacobi,  Theoria  novi 
multiplicatoris  systemati  aequationum  difiFerentialium  vulgarium  applicandi,  J.  f. 
Math.  27  (1844),  p.  199;  29  (1845),  p.  213  und  p.  333  =  Werke  IV,  p.  317.  Siehe 
auch  die  Darstellung  in  C.  G.J.  Jacobi,  Vorlesungen,  Werke  Supplementband,  10.  — 
18.  Vorlesung,  p.  7  iff.  Der  Zusammenhang  zwischen  Multiplikator  und  der  Inte 
gralinvariante  von  der  Ordnung  des  Systems  ist  bei  H.  Poincare,  Sur  le  probleme 
des  trois  corps  et  les  equations   de  la  dynamique,   Acta  math.  13  (1890),  p.  58 
und  Method,  nouv.  Ill,  p.  41  ausgesprochen. 

273)  Er    ist    eine    Losung    der    zu    (301)    analogen    partiellen    Differential 
gleichung 

aptx)    afcr) 

dx  dy 

274)  Das    System   (299)    ware  entsprechend    als    System    von    (r  -f  1)  Ver- 
iinderlichen 

dxl  :  .  .  .  :  dxr  :  dt  =  Xt  (x1  ,  .  .  .  ,  xr  ,  f)  :  .  .  .  :  X^  ,  .  .  .  ,  xr,  t)  :  1 
aufzufassen.     Die  Integralinvariante   von   der  Ordnung  des  Systems  wurde   ent- 
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ausgebt  und  in  Verallgemeineruug  des  Ausdrucks 

(304)  Xdy  —  Ydx 

die  Form  (n  —  l)ter  Ordnung  in  den  Differentialen 

(305) 


bildet.275)  Diesen  Ausdruck  kann  man  als  ein  exdktes  Differential*16) 
im  verallgemeinerten  Sinne  bezeicbnen,  wenn  das  mit  (305)  als  Inte- 
granden  gebildete  (r  —  l)-facbe  Integral 


(305  a)      f  f  .  .  .  f  {  Xl 

J  J          J     I 


,  •••i^r-i) 


v-i 


immer  gleicb  Null  wird,  falls  man  es  iiber  eine  (zweiseitige)  ge- 
schlossene  Mr_l  erstreckt,  d.  h.  wenn  das  nacb  dem  verallgemeinerten 
Stohesschen.  Satze277)  aus  (305  a)  entstebende  r-facbe  Integral  iiber  das 
von  der  gescblossenen  Mr_1  umrandete  Gebiet 


(306)  f 

>J 


ist. 


sprechend  zunlichst  als  Integralinvariante  (r  +  l)ter  Ordnung 
fj.  .  .jM(xl  .  .  .  xr,  t)  dxl  ...  SxrSt 

r  +  l 

anzuschreiben  sein,  deren  Funktion  M  der  partiellen  Differentialgleichung  (301) 
geniigt.  Nimmt  man  nun  den  (r  -\-  l)-dimensionalen  Integrationsbereich  in  der 
(r  _|_  i)-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  nscheibenformig",  d.  h.  laBt  man  ihn  von 
xwei  um  dt  abstehenden  Mannigfaltigkeiten  <  =  cund  t  =  c-\-Sc  begrenzt  sein, 
und  wilhlt  die  beiden  r-dimensionalen  nGrundnachen"  in  den  beiden  Mr  kon- 
gruent  und  zwar  so,  daB  sie  dutch  Parallelverschiebung  in  der  f-Richtung  in- 
einander  iibergehen,  so  erkennt  man,  daB  auch  das  r-fache  Integral 

.x,t  8x8x    ...  Sx 


eine  Integralinvariante  (der  Ordnung  r)  ist. 
275)Unter  g(  _ 


in   bekannter  Weise   die  Funktionaldeterminante   der  im   Zilhler  stehenden  Ver- 
anderlichen  nach  den  im  Nenner  stehenden  Parametern  verstanden. 

276)  Vgl.  hierzu  E.  Cartan,  Le£.  sur  les  inv.  integr.,  p.  71. 

277)  Vgl.  z.  B.  R.  Weitzenbock,  Invariantentheorie,  p.  398. 
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Damit   dies   Integral   fur  jedes  Integrationsgebiet   identisch    ver- 
schwindet,  muB         ~v         ~v 


-I_  __  0 

cx 


sein,  eine  Bedingung278),  die  natiirlich  ira  allgemeinen  fiir  das  Sy 
stem  (303)  nicht  erfiillt  sein  wird.  1st  nun  andererseits  M(x1}  .  .  .,  xr~) 
ein  Jacobischer  Multiplikator  des  Systems  (303),  so  gilt  nach  (301) 
die  Beziehung 


f*cr\  ,      .  2  r    _ 

~~^T~  dxz  '  %xr 

d.  h.  die  Multiplikation  mit  einem  Jacobischen  Multiplikator  ver- 
wandelt  den  Ausdruck  (305)  in  ein  vollstandiges  Differential  im  ver- 
allgemeinerten  Sinne.  Das  Integral 

(308)     f  f      r  I  M  X^*'*31  •••^  —  MX,~^~S-^^  -f  ---- 

^  J         J  ^1  '  •  •  •'  Cr-i)  2    C^n-.-.ffr-x) 


erstreckt  iiber  eine  geschlossene  Jfr_i,  ist  stets  gleich  Null.  Denkt 
man  sich  eine  feste  geschlossene  Jfr_2  vorgegeben  und  durch  sie  eine 
beliebige  M.r-\  hindurchgelegt,  so  ist  der  Wert  des  Integrals  (308), 
erstreckt  iiber  das  von  der  Mr-<z  begrenzte  Stuck  einer  solchen  Mr—\, 
unabhangig  von  der  besonderen  Auswahl  dieser  Mr-i  und  allein  durch 
die  berandende  geschlossene  Mr-$  bestimmt.279) 

C.  G.  J.  Jacobi  selbst  hat  solche  Ausdriicke  wie  (308)  nicht  stu- 
diert,  er  niitzte  die  Kenntnis  eines  Multiplikators  fiir  die  Integration 
des  Systems  der  Differentialgleichungen  in  der  Weise  aus,  daB  er  aus 
einem  Multiplikator  fiir  das  System  (303)  sogleich  einen  Multiplikator 

278)  Sie  ist  das  Analogon  der  Beziehung 

ax  +  ar=o 
d  x       dy 

die  erfiillt  sein  muB,  wenn  der  Ausdruck  (304)  ein  exaktes  Differential  im  ge- 
wohnlichen  Sinne  sein  soil. 

279)  Von   hier  aus  wird  die  hydrodynamische  Deutung  des  Multiplikators, 
wie  sie  L.  Boltzmann,  Math.  Ann.  42  (1893),  p.  374  =  Ges.  Abhandl.  Ill,  p.  497 
und  J.  Larmor,  Brit.  Assoc.  Rep.  1897  (Toronto),  p.  562  =  Papers  II,   p.  704  ge- 
geben  haben,  verstandlich.  Deutet  man  namlich  das  System  (303)  als   die  Diffe 
rentialgleichungen   einer  stationaren  Flussigkeitsstromung  in   einem  r-dimensio- 
nalen  Raume,    so   stellt   der  Jacobische  Multiplikator  M  die  Dichte  der  Flussig- 
keit  vor  und  die  Gleichung  (307)  ist   die  Kontinuitatsgleichung  dieser   Flussig 
keitsstromung.   Das   Integral   (308)   isi   die   in   der  Zeiteinheit  durch  die  Mr_t 
stromende    Fliissigkeitsmenge,   sie   ist   unabhangig   von    der   besonderen    Gestalt 
der  Jfr_j  und  nur  abhangig  von  der  geschlossenen  Rand-Jfr_s,  in  die  die  Mr_l 
eingespannt  sind. 
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fiir  das  reduzierte  System  gewinnen  lehrte,  auf  das  (303)  bei  Kennt- 
nis  eines  Integrals  zuruckgefiihrt  werden  kann.  Kennt  man  in  der 
Tat  ein  Integral 

(309)  /•&,*„...,  *r)  =  Const. 

von  (303),  so  sind  die  Integralkurven  auf  den  einfach  unendlichvielen 
Mr-i  angeordnet,  die  durch  (307)  bei  veranderlichem  Zahlwert  der 
Konstanten  dargestellt  werden,  so  daB  also 

(310)  X, 

1 


d(elt  ...,  cr-i) 


We,' 


dxr 


=  0 


gilt,  wenu  die  tf1;  ...,  ^r_i  allgemeine  Koordinaten  auf  ein  er  Integral- 
Mr-i  (309)  bedeuten.280) 

In    dem    r-dimensionalen   Raum    mogen    nun    neue   Koordinaten 
yi,..-,yr   so   eingefiihrt  werden,   daB   die  Integral-  M.r—\   (309)   durch 

(311)  yf  =  Const. 

dargestellt  werden.  Dazu  muB  man  die  Wahl  der  t/j,  ..-,yr  so  treffen, 
daB 

(312)  yr  =  f(*i,x*,  ..-,*r) 
wird.    1st  (312)  etwa  nach  xr  auflosbar 
(312a)                            xr  =  g>(x1,...,xr_1,yr), 
BO  kann  man  insbesondere 


als  die  neuen  Koordinaten   einfiihren.    Ausgedriickt  in  diesen  Koordi 
naten  erhalt  das  Gleichungssystem  (303)  die  Gestalt 

(313)       dxt  :dx2:...:  dxr_^  :  dyr  =  X,  :  X,  :  .  .  .  :  Xr_,  :  0, 

worin  die 

(313a)  Xfa,  ...,  xr_t,  yr}  =  Xfa,  ...,  xr_, 


280)  Voin  Standpunkt  der  hydrodynamischen  Deutung  aus  keiBt  das:  Es 
fliefit  durch  eine  von  Stromlinien  der  stationiiren  Stromung  gebildete  Mr_l 
keine  Fliissigkeit  hindurch. 
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sind.  Rechnet  man  die  Integralinvariante  der  Ordnung  r  in  die  neuen 
Koordinaten  um: 


j  M(xlt  ...,xr}8xl...8xr 


so  ergibt  sich281) 

(314) 


als  Integralinvariante  des  neuen  Systems.  Nun  braucht  man  nur  als 
Integrationsgebiet  eine  Scheibe  zwischen  den  beiden  infinitesimal  be- 
nachbarten  Jfr_i 

f(xi,...,xr)  =  yr  =  c     und     f(xlt  ...,xr)  =  yr  =  c  +  8c 
zu  wahlen,  dann  wird  (314)  zu 

el    I  ...  I  -,r^-  dxt  .  .  .  dxr_1  =  Const. 


de 


Man  schlieBt  daraus,  daB  das  (r  —  l)-fache  Integral  erstreckt  fiber 
ein  beliebiges  Integrationsgebiet  auf  der  Mr~i  (309)  eine  Integral 
invariante  fur  das  Gleichungssystem 

(315)  dx^-.dx^:...:  dxr_1  =X1:X2:...:  Xr-l 

ist,  in  dem  auf  der  rechten  Seite  yr  =  c  eingefiihrt  zu  denken  ist.  Dieses 
Gleichungssystem  bestimmt  die  Integralkurven  auf  jeder  der  Mr—\,  auf 
denen  sie  nach  (309)  verlaufen.  Daraus,  daB  dieses  reduzierte  System 
die  Integralinvariante 

(315a)  //      •  f-^Sx1...dxr_1==  Const. 

tJ  «/         «/      df 

r-l  dxr 

besitzt,  folgt  unmittelbar?  daB  die  Funktion 
C%  1  P»  V.  ^  M(x1  ,  .  .  .  ,  Xf-i  i  c) 


also 


281)  Denn  man  bat 

yr  =  f(xv  ,  .  .  .  ,  x,.^  ,  tp(xlt  .  .  .  ,  ajr_,  ,  yr)}  , 
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ein  Multiplikator  des  reduzierten  Systems  (315)  ist281a),  daB  also  auf 
der  Mr-i  das  (r  —  2)-fache  Integral 


r  r.  .  .  c 

JJ       J     d 


von  der  Auswahl  der  Integrations-  J//—  2  unabhangig  ist,  d.  h.  fur  alle 
in  die  gleiche  berandende  Mr-z  eingespannten  Integrations-  J/r_2  den 
gleichen  Wert  annimmt. 

Bei  Kenntnis  eines  weiteren  Integrals  kann  man  das  System  (313) 
weiter  reduzieren  und  wieder  den  Multiplikator  (315b)  in  einen  Multi 
plikator  des  weiter  reduzierten  Systems  umformen.  Man  konnte  auch 
vermoge  zweier  Integrale 
(317)  fi(Xl,  .  .  .,  xr}  =  c1?    fjfo,  .  .  .,  xr)  =  c2 

die  Ordnung  des  Systems  (303)  auf  einmal  um  zwei  Einheiten  herab- 
driicken.  Aus  einem  Multiplikator  von  (303)  erbalt  man  dann  in 


(317a)  _. 

3(a?r_i,  xr) 
einen  Multiplikator  des  reduzierten  Systems. 

Kennt  man   (r  —  2)  Integrale   des   Systems  (303),   also    alle   bis 
auf  eines, 

(318)  /;(*,,.  .  .,xr)  =  clf  fsfa,.  .  .,xr)  =  cz,..  .,fr_t(xlf  .  .  .,  xr]  =  cr_2, 

so  reduziert  sich  das  System  auf  eine  Differentialgleicnung 

(319)  dxt  :dx2  =  Xl*(x1,  xit  q,  ..  .,  cr_2)  :  Xffa,  xt,  cl}  .  .  .,  cr_,), 

und   aus   einem  Multiplikator  M(xlt...,xr}  des  Systems  (303)  erhalt 
man  in 

(318a)  M*(xlt  x,,  q,  ..,  Cr_2)  =  -f^^J^ 

a(.r,,  .  .  .,  xr) 

einen  Multiplikator  von  (319).  An  die  Stelle  des  Integrals  (308)  tritt 
dann  das  vom  Integrationswege  unabbangige  Integral 


das  gleicb  einer  Konstanten  gesetzt  das  letzte  nocb  feblende  Integral 
liefert.  Es  wird  also  aus  dem  Jacob  ischen  Multiplikator  schlieBlicb  ein 
JEulerscher  Multiplikator.  Jacoibi  driickt  das  in  der  Bezeicbnung  Prinzip 

281  a)  In          ist  x    durch   die  Funktion  (312  a)   ersetzt  zu   denken,   in   der 
dxr 

yr  =  c  gesetzt  ist.    Das  soil  durch  den  Querstrich  angedeutet  werden. 
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des  letzten  Multiplikators  aus.  Das  soil  besagen:  Kennt  man  einen 
Multiplikator  des  Systems  (303)  und  hat  man  von  den  (r  —  1)  Inte- 
gralen  (r  —  2)  gefunden,  so  ergibt  sich  das  letzte  Integral,  weil  der 
Multiplikator  zu  einem  Eulerschen  Multiplikator  wird,  durch  bloBe 
Quadratur?^} 

282)  Jacobi  fand  so  fur  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Ebene,   daB 
er  auBer  dem  Energieintegral 

(a)  #(Pi,l»j,«i,  fc)  =  fc 

von  dem  kanonischen  System 

dH  oH        dH        dH 

(b)  d2i:d2,:dA! 

nur  ein  weiteres  Integral 

(c)  F(pl  ,  pt  ,  ql  ,  gt)  =  c 

zu  kennen  brauchte,  um  die  Integration  durch  Quadraturen  zu  vollenden.  Loste 
er  namlich  (a)  und  (c)  nach  pv  ,  pt  auf  : 

Pi  =  /i  (2i  i  2s  ,  c,  ft),     pt  =  ft  (ql  ,  2,  ,  c,  /c), 

BO  hatte  er  aus  dem  Multiplikator  1  des  kanonischen  Systems  fur  die  ubrig 
bleibende  Differentialgleichung 


den  Eulerschen  Multiplikator 


__:_:__:__ 


so  daB  sich  die  Bahnkurve  durch  eine  Quadratur  ergab.  Insbesondere  ist  nun,  wie 
Jacobi  fand,  g  jT  ajy 


Daher  wird  auch  (vgl.  hierzu  die  allgemeinen  Uberlegungen  von  Nr.  24) 

ein  exaktes  Differential  d0(qlt  qt,  c,  Jc)  und  die  Gleichung  der  Bahnkurve  lautet 

a® 

-ac=y' 

a  . 


Man  berechnet  dann  sogleich  dazu 

a/ij     ,  ^. 


also 


_ 

JW 


Vgl.  C.  G.  J.  Jacobi,   Sur  le  mouvement  d'un  point  et  stir  un  cas  particulier  du 
probleme  des  trois  corps,  Paris  C.  R.  3  (1836),  p.  69  =  "VVerke  IV,  p.  35. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  n.  45 
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Mit  dem  Eulerschen  Multiplikator  hat  der  Jacobische  Multiplika- 
tor  die  Eigenschaft  gemein,  daB  sich,  wenn  zwei  Multiplikatoreu  be- 
kannt  sind,  in  ihrem  Quotienten  ein  Integral  des  Systems  der  Diffe- 
rentialgleichungen  ergibt.  Denn  aus  einem  Multiplikator  findet  man  ein 
Integral  der  zugehorigen  Jacobischen  Gleichungen  in  dem  Ausdruck 


...,  xr,  f) 


=  Const. 


und  analog  wiirde  fiir  den  zweiten  Multiplikator  der  Ausdruck 


(r  r      f\  I       • 

(X1}  .  .  .,  xr,  (,)  j       _    , 


=  Const. 


ein  Integral  der  Jacofeischen  Gleichungen  sein.  Also  muB  auch  der 
Quotient 

^ *"-%  =  Const. 

M^fa,  ...,  arr,  t) 

ein  Integral  der  Jacoftischen  Gleichungen  sein.  Da  er  aber  von  den 
|17  .  .  .,  Hr  gar  nicht  abhangt,  so  stellt  er  auch  ein  Integral  des  vorge- 
legten  Gleichungssystems  (299)  selbst  vor. 

Fiir  die  Integration  des  kanonischen  Systems  insbesondere  liefert 
die  Kenntnis  des  Multiplikators  M  =  1  somit  die  Aussage,  daB  bei 
Kenntnis  von  (2n  —  1)  Integralen  sich  das  letzte  unrnittelbar  durch 
eine  Quadratur  ergibt. 

23.  Poincares  Wiederkehrsatz.  Adiabatische  Invarianten  eines 
mechanischen  Systems.  Die  Existenz  der  absoluten  Integralinvariante 

(320)  V=f. 

des  kanonischen  Systems 

dq(i  _  dH       dP(!          _  3JI 
dt  ~~  dpe'       dt   '  dty 

fiihrt  zu  einem  wichtigen  Satz,  wenn  man  voraussetzt,  daB  die  Zeit  t 
nicht  explizit  in  H  auftritt  und  die  Bahnkurven  ganz  in  einem  end- 
lichen  Gebiete  des  2w-dimensionalen  ,;Phasenraums  der  pl}..-,pn, 
#i»- ••>?„"  bleiben.  Dieser  Satz,  der  iibrigens  das  besondere  Interesse 
der  statfstischen  Mechanik  [vgl.  IV  32  (P.  u.  T.  Ehrenfest],  Nr.  7b]  ge- 
funden  hat,  stammt  von  H.  Poincare.285*) 

283)  Vgl.  H.  Poincare,  Sur  les  equations  de  la  dynamique  et  le  probleme 
dee  trois  corps,  Acta  math.  13  (1890),  p.  67,  sowie  die  ausfuhrliche  Darstellung 
in  H.  Poincare,  Method,  nouv.  Ill,  Kap.  26,  p.  140  ff. 
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Er  sagt  ungefahr  aus,  daB  eiue  Bahnkurve,  die  von  einern  belie- 
bigen  Punkt  des  Gebietes  ausgeht,  diesem  Punkt  im  allgerneinen  wahrend 
des  Ablaufs  der  Bewegung  immer  wieder  beliebig  nahe  kommt,  und 
wird  daher  als  der  Poincare'sche  Wiederkehrsatz  bezeichnet.284)  Ge- 
nauer  prazisiert  H.  Poincare'  unter  Einfiihrung  eines  geeigneten  Wahr- 
scheinlichkeitsbegriffes  die  Aussage  des  Satzes  dahin,  es  sei  ,,uuend- 
lich  unwahrscheinlich",  daB  ein  Massenpunkt  nicht  immer  wieder  in 
beliebige  Nahe  einer  Ausgangslage  zuriickkehre.285)  Da  der  von  H.  Poin 
care  gegebene  Beweis  aber  Einwanden  ausgesetzt  ist,  entstand  die 
Frage  nach  den  genauen  Giiltigkeitsbedingungen  des  Satzes.280)  Eine 
exakte  Formulierung  und  zugleich  einen  strengen  Beweis  gab  dann 
C.  Caratlieodory™}  unter  Heranziehung  des  Lebesgueschen  MaBbegriffes 
fur  Punktmengen  [vgl.IIC9  (E.Borel-A.  Eosenthal),  Nr.  20].  Er  spricht 
den  Satz  in  folgender  Weise  aus:  Die  durch  das  kanonische  System 
(321)  definierte  Beharrungsstromung  im  Phasenraum,  die  weo-eu  der 
Integralinvariante  (320)  rauinbestandig  ist,  finde  in  einem  ganz  im 
Endlichen  gelegenen  Gebiet  G  des  Phasen-.R2n  (mit  endlicheni  Inhalt) 
statt.  Befindet  sich  nun  ein  Teilchen  zu  der  Zeit  t  =  0  in  einem 
Punkt  P0  dieses  Gebietes  und  bestimint  man  dann  die  Menge  der 
Puukte  P1;  P2,  P3,  .  .  .,  in  denen  sich  das  Teilchen  zu  den  Zeiten 
T,  2r,  3r,  ...  befindet  -  -  unter  r  eine  beliebige  positive  Zahl  ver- 
standen  —  so  bildet  es  die  Regel,  daB  P0  ein  Haufungspunkt  der 
Punktmenge  Plf  P2,  P3,  ...  ist.  Gibt  es  im  Gebiet  Punkte  P0,  fiir 
die  diese  Behauptung  nicht  richtig  ist,  so  bilden  sie  doch  hochstens 
eine  Menge ,  die  das  Lebesguesche  MaB  Null  besitzt. 

Beim  Beweise  des  Satzes  liegt  der  Kernpunkt,  wie  auch  schon  bei 
Poincare',  in  der  Uberlegung,  die  Menge  der  Nicht wiederkehrpunkte 
musse  die  Eigenschaft  haben,  daB  die  von  ihnen  zu  den  Zeiten  r,  2tr, 
3r,  ...  eingenommenen  Bereiche  in  G  saintlich  getrennt  liegen.  Anderer- 
seits  erfiillen  die  Phasenpunkte,  die  zu  der  Zeit  t  =  0  ein  Teilgebiet  jT 
von  G  (mit  von  Null  verschiedenen  Lebesgueschen  MaB)  erfiillen;  zu  den 

'284)  H.  Poincare  selbst  bezeichnet  das  durch  den  Wiederkehrsatz  beschrie- 
bene  Verhalten  des  mechanischen  Systems  als  stabilite  a  la  Poisson  im  AuschluB 
an  gewisse  Untersuchungen  von  S.  D.  Poisson  fiber  das  Verhalten  der  groBen 
Halbachsen  der  Bahnellipsen  im  Planetensystem. 

285)  Vgl.  fiir   diese    Formulierung    auch    die   Darstellung   von  P.  Hertz   in 
dem  Artikel  ^Statistische  Mechanik"  des  Repertorium  der  Physik  von  B.H.Weber 
und  E   Gans,  Bd.  P,  Leipzig  u.  Berlin  1916,  p.  461  ff. 

286)  L.  Boltzmann,    tJber  einen  mechanischen    Satz    von    Poincare,    Wien 
Sitzungsber.  106  lla  (1897),  p.  12  ==  Ges.  Abhandl.  Bd.  Ill,  p.  587. 

287)  C.  Caratlieodory,  Uber  den  Wiederkehrsatz  von  Poincare,  Berlin  Sitzungs- 
berichte  der  PreuB.  Akad.  1919,  2.  Halbbd.,  p.  580. 

45* 
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Zeiten  T,  2r,  3r,  .  ..  Teilgebiete  von  G,  etwa  r*17  Fg,  F3,  ...,  die  wegen 
der  in  (320)  ausgesprochenen  Raumbestandigkeit  der  Phasenstromung 

(321)  alle  dasselbe  MaB  wie  F  haben  miissen  und  daher  nicht  samt- 
lich   getrennt   in    G  liegen  konnen.    Daher  muB,    wenn  von   den  un- 
endlich    vielen   Gebieten   Flr  F2,  Fs,  ...    nicht    zwei    sich    iiberdecken 
sollen,  ihr  gemeinsames  MaB  den  Wert  Null  besitzen.288) 

Das  Volumen  des  Phasenraums  spielt  auch  eine  Rolle  bei  einer 
etwas  anderen  Invarianzeigenschaft,  die  in  der  statistischen  Mechanik 
zuerst  erkannt  ist  289)  Man  betrachtet  dabei  ein  mechanisches  System 
nicht  als  isoliert,  sondern  setzt  voraus,  dafi  es  auBeren  Einwirkungen 
unterliegt.  Analytisch  kommt  das  darin  zum  Ausdruck,  daB  die  Funk- 
tion  H  in  (321)  nicht  nur  von  den  pQ,  q^  abhangig  ist,  sondern  daB 
auBerdem  noch  Parameter  av  in  bestimmter  Anzahl  --  etwa  r  —  auf- 
treten,  die  man  sich  als  gegebene  Funktionen  der  Zeit  vorzustellen  hat: 

(322)  H=H(plf  ...,pn,  qlt  ...,  qn,  an  •••,  ar). 

Andern  sich  diese  Parameter  insbesondere  sehr  langsam  mit  der  Zeit, 
so  macht  sich  ihr  EinfluB  auf  die  Bewegung290)  des  mechanischen 
Systems  in  einer  Weise  geltend,  die  den  adiabatischen  Anderungen 
der  Thermodynamik  analog  ist,  so  daB  man  die  zu  der  Variation  der  av 
gehorige  Anderung  der  Bewegung  als  einen  adiabatischen  Prose  ft291) 
zu  bezeichnen  pflegt.  Die  statistische  Mechanik  und  die  sich  zunachst 
aus  ihr  entwickelnde  Quantentheorie  fragte  nun  nach  solchen  GroGen 
des  mechanischen  Systems,  die  bei  adiabatischen  Prozessen  invariant 
bleiben. 

288)  Ana  diesen  tJberlegungen  folgt  iibrigens  unmittelbar,  daB  sich  der 
Satz  verallgemeinern  llifit.  Er  bleibt  giiltig,  wenn  das  kanonische  System  durch 
ein  System  von  Diflferentialgleichungen 


ersetzt  wird,   das   statt  der  Integralinvariante  (320)  eine  Integralinvariante   von 
der  Ordnung  des  Systems 

ff...fMSxl  Sxt  ...  Sxn 
besitzt,  deren  Integrand 


ist,  wobei  die  Menge  der  Punkte,  in  denen  M  =  0  wird,  hochBtens  eine  Menge 
vom  MaBe  Null  sein  darf.  Vgl.  C.  Caratheodory  1.  c.  m),  p.  583.  Ohne  Heran- 
ziehung  des  Lebesgueschen  MaBes  ist  der  Satz  in  dieser  allgemeinen  Fassung 
auch  bereits  von  Poincare  selbst  ausgesprochen,  vgl.  Method,  nouv.  Ill,  p.  155. 

289)  Vgl.  P.  Hertz,  1.  c.  *88),  p.  534. 

290)  Der    iibrigens    nach    den    Methoden    der    Storungstheorie    berechnet 
werden  kann. 

291)  Vgl.  P.  Hertz,  1.  c.  *8B),  p.  633. 
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Das  Energieintegral 
(323)  H(p^...,pn,  ql}...,qnf  a1;  .  .  .,  ar)  =  *, 

das  das  kanonische  System  bei  festgehaltenen  Werten  der  Parameter  ov 
besitzt,  deutet  sich  im  Phasen-_R2B  der  p  ,  q  als  eine  -M2n_17  auf  der 
die  Integralkurven  verlaufen.  1st  nun  diese  M2n_l  insbesondere  eine 
geschlossene  Mannigfaltigkeit,  so  grenzt  sie  im  Phasenraum  einen  Be- 
reich  von  bestimmtem  Phasenvolumen 


(324)  V 

ab.  Wenn  jetzt  die  Parameter  av  sich  langsam  mit  der  Zeit  andern, 
so  gilt  in  jedem  Augenblick  fiir  die  Bewegung  das  Energieintegral  (323) 
in  dem  Sinne,  daB  einmal  die  linke  Seite  von  (323)  ein  analytischer 
Ausdruck  mit  sich  andernden  Werten  der  Parameter  at,  wird  und  dafi 
andererseits  auch  der  Wert  der  Energiekonstante  k  sich  mit  der  Zeit 
andert.  Da  sich  so  der  Bereich,  iiber  den  das  Integral  (324)  erstreckt 
wird,  in  der  Zeit  andert,  konnte  an  sich  das  Phasenvolumen  (324)  bei 
der  langsamen  Anderung  der  Parameter  eine  (sich  ebenfalls  langsam 
Jindernde)  Funktion  der  Zeit  sein.  Indessen  zeigt  sich,  daB  unter  gewissen 
Voraussetzungen  das  Phasenvolumen  (324)  bei  dem  adiabatischen  Pro- 
zeB  ungeandert  bleibt  und  eine  sog.  adiabatische  Invariant^2)  des  kano- 
nischen  Systems  [vgl.  V  28  (A.  SmekaT),  Nr.  3]  vorstellt.  Die  Voraus 
setzungen  fiir  die  adiabatische  Invarianz  des  Phasenvolumens  (324), 
die  T.  Levi-Civita295)  genauer  prazisiert,  bestehen  darin,  daB  erstens  das 
Energieintegral  das  einzige  nicht  unendlich  vieldeutige  Integral  des 
kanonischen  Systems  (321)  ist,  oder  auch,  daB  das  System  (in  Levi-Civitas 
Bezeichnungsweise)  einfacli  imprimitiv  ist294),  und  daB  zweiteus  bei 
festen  Werten  der  Parameter'  a,  fast  alle  Bahnkurven  die  M2n_l  (323) 
liberal!  dicht  erfiillen  [sog.  Quasiergodenhypotliese  ,  vgl.  IV  32  (P.  u. 
T.  Ehrenfesf),  Nr.  lOa  und  V  28  (A.  Smelted],  Nr.  1],  d.  h.  daB  eine  solche 
Bahnkurve  jedem  Punkt  der  M2n_1  beliebig  nahe  kommt.295)  Bei  diesen 

292)  Der  Name  riihrt  her  von  P.  Ehrenfest,   Adiabatische  Invarianten  und 
Quantentheorie,  Ann.  d.  Phys.  (4)  51  (1916),  p.  327,  auch  erschienen  in  Amsterdam 
Versl.  van  Ak.  Wet.  25  (1916),  p.  412,  sowie  in  London  Phil.  mag.  (6)33  (1917),  p.  500. 

293)  T.  Levi-Civita,  Drei  Vorlesungen  iiber  adiabatische  Invarianten,  Hamburg 
Abh.  aus  dem  math.  Sem.  d.  U.  6  (1928),  p.  323.  Vgl.  auch  T.  Levi-Civita,  A  general 
survey  on  the  theory  of  adiabatic  invariants,  J.  of  math,  and  phys.  13  (1934),  p.  18. 

294)  Mechanische  Systeme,  die  nur  Integrale  besitzen,   die  unendlich  viel- 
deutig  sind,  bezeichnet  T.  Levi-Civita  (1.  c.  29S))  als  primitiv.  Die  Anzahl  der  nicht 
unendlich  vieldeutigen  Integrale  bestimmt  die  Imprimitivitiitsordnung  des  Systems. 

295)  Sie  muB  ihm    dann   nach    dem  Wiederkehrsatz   beliebig   oft   beliebig 
nahekommen.     Fiir  n  =  1  fallt  die  Mt   mit   der  Bahnkurve   in   der  Phasenebene 
zusammen,  so  dafi  die  Voraussetzung  von  selbst  erfiillt  ist. 
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Voraussetzungen  ist  es  moglich,  eine  zeitliche  Mittelbildung  langs 
einer  Bahnkurve  zu  ersetzen  durch  eine  raumliche  Mittelbildung 
iiber  die  -M2n_i  (323),  und  zwar  ist  dabei  die  Yerteilungsdichte, 
wie  sich  zeigt,  gleich  dem  reziproken  Werte  der  GroBe  des  Gra- 
dienten  der  Jf2n_1-Schar  H=k  bei  veranderlichem  k.  Daraus  laBt 
sich  leicht  schlieBen,  daB  die  Anderung  des  Phasenvolumens  (324), 
die  eintritt,  wenn  man  in  (323)  die  av  der  linken  Seite  festhalt,  aber  k 
den  neuen  Wert  gibt,  entgegengesetzt  gleich  ist  der  Anderung,  die 
man  erhalt,  wenn  man  den  av  auf  der  linken  Seite  die  neuen  Werte 
gibt,  aber  den  Wert  von  k  festhalt.  Also  ist  die  Gesamtanderung  des 
Phasenvolumens  V  bei  einer  adiabatischen  Anderung  aller  Parameter 
gleich  Null,  V  ist  eine  adiabatische  Invariante. 

Solche  adiabatische  Invarianten  nauBten  fur  die  Entwicklung 
der  Quantentheorie  von  besonderer  Bedeutung  sein.  Denn  die  ersten 
tastenden  Versuche,  sich  zur  Erklarung  der  Strahlungserscheinungen 
usw.  von  der  klassischen  Mechanik  zu  losen,  liefen  darauf  hinaus, 
durch  den  Ansatz  von  Quantelungsbedingungen  [vgl.  V  28  (A.  Smekal), 
Nr.  14]  festzusetzen,  es  sollten  einzelne  bei  der  Bewegung  eines  mecha- 
nischen  Systems  konstant  bleibende  GroBen,  deren  Werte  nach  der 
klassischen  Mechanik  beliebige  reelle  Zahlen  sein  konnten,  nur  gewisse 
auscrezeichnete  Werte  annehmen  diirfen,  d.  h.  sie  sollten  sich  nicht 

O  ' 

stetig,  sondern  nur  sprungweise  andern  konnen  (Quantenspriinge). 
Wirken  nun  auf  ein  mechanisches  System  aufiere  ^inwirkungen  ein, 
die  sehr  langsam  verlaufen296),  so  andern  sich  die  GroBen,  die  ohne 
die  auBere  Einwirkung  konstant  bleiben  wurden,  (langsam)  stetig  mit 
der  Zeit.  Soil  eine  solche  GroBe  aber  fiir  eine  Quantenbedingung  be- 
nutzt  werden,  so  darf  sie  sich  nur  sprunghaft  andern,  sie  muB  also  bei 
der  langsamen  Anderung  der  Parameter  vollkommen  konstant  blei 
ben297),  d.  h.  sie  muB  eine  adiabatische  Invariante  sein.  Die  zu  quan- 
telnden  GroBen  hatte  man  also  unter  den  adiabatischen  Invarianten 
zu  suchen. 

Hat   das   mechanische   System   nur   einen   Freiheitsgrad   und  be- 
stiinrnt  das  Energieintegral 
(325)  H(p,  q]  =  k 

in  der  Phasenebene  eine  geschlossene  Kurve298),  so  muB  sich  der 
Flacheninhalt  des  von  dieser  Energiekurve  (325)  umschlossenen  Flachen- 


296)  So  langsam,  daB  sie  keine  Quantenspriinge  anregen. 

297)  Vgl.  hierzu  z.  B.  M.  Born,  Vorlesungen  fiber  Atommechanik  I,  Berlin 
1925,  p.  58  u.  p.  10(J. 

298)  So  daB  die  Bewegung  periodisch  ist. 
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stiicks  der  Phasenebene 

V  =ffdp  8q  =fpdq 

als  die  zu  quantelnde  adiabatische  Invariante  erweisen.  Von  den  Sy- 
stemeii  mit  mehreren  Freiheitsgraden  boten  sich  fiir  die  Einfiihrung 
von  Quantelungsbedingungen  als  einfachste  die  bedingt  periodischen 
Systeme  dar,  d.h.die  Systeme,  deren  Hamilton-  Jacobische  Gleichung  durch 
Trennung  der  Veranderlichen  (vgl.  Nr.  19)  integriert  werden  kann 
[vgl.  V  28  (A.  Smekal),  Nr.  15].  Der  wesentliche  Grund  fiir  diese  Vor- 
zugsstellung  der  bedingt  periodischen  Systeme  ist  der,  daB  bei  einer 
Integration  der  HamiUon-Jacobischen  Gleicbung  durch  Trennung  der 
Veranderlichen  (vgl.  Nr.  19)  neben  das  imprimitive  Energieintegral 
noch  (n  —  1)  weitere  imprimitive  Integrale  treteu,  von  denen  iibrigens 
jedes  quadratiseh  in  den  Impulskomponenten  p0  ist.  Daher  ergibt  sich 
zwangslaufig  die  Frage,  ob  sich  stets  adiabatische  Invarianten  bei 
Systemen  angeben  lassen,  fiir  deren  kanonische  Gleichungen  eine  An- 
zahl  imprimitiver  Integrale  vorliegt. 

Der   einfachste  Fall   solcher  imprimitiven  Integrale  ist  der,   daB 
eine  Anzahl  zyklischer  Koordinaten  auftritt,  daB  also 
(326)  pl  =  Cl}...}pm  =  cm  (m<n) 

die  hinzutretenden  imprimitiven  Integrale  siud.  Das  kanonische  System 
kommt  dann  unmittelbar  zuriick  auf  ein  kanonisches  System  fur  die 
Unbekannten  pm  +  l)  •  •  -,pn,  <?m  +  i,  •  •  •>  <ln,  so  daB  der  zngehorige  Phasen- 
raum  die  Dimension  2  (n  —  m)  hat.  Es  werde  wieder  vorausgesetzt, 
daB  das  Energieintegral 

(326a)  H(c1}...,cm,  pm  +  1)...,pn,  qm  +  1,  .  .  .,  gj  =  k 

in  diesem  Phasen-jR2(n_m)  eine  geschlossene  M2(.n_m)_l  vorstelle.  Treten 
in  H  nun  wieder  langsam  veranderliche  Parameter  ay  auf,  so  sind 
die  zyklischen  Impulse  von  ihnen  unabhangig.  Man  kann  daher  diese 
(konstanten)  zyklischen  Impulse  als  Parameter  ansehen,  die  zu  den  av 
hinzutreten.  Die  Bewegung  wird  dann  durch  das  kanonische  System 
/oo£iA  die  %H  dpp  dH 

-=  ':     ~  to-^H-1.-^) 


beschrieben  und  nach   den  obigen  Ergebnissen  ist  das  Volumen   des 
Bereiches,  der  von  der  geschlossenen  Energie-Jf2(?l_m)_1  im  Phasen- 
JR2(»-«i)  umschlossenen  wird, 
(326c)  V  =f.  .  -fSpm+1  .  .  .  dpndqm  +  1  ...dqn 

eine  adiabatische  Invariante  des  reduzierten  kanonischen  Systems 
(326  b),  damit  aber  auch  eine  adiabatische  Invariante  des  urspriing- 
lichen  Systems. 
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Das  laBt  sich  leicht  dahin  verallgemeinern,  daB  das  kanonische 
System  (321)  eine  Anzahl  allgemeiner  imprimitiver  Integrale 

(327)  F^,  .  .  .,  pn,  qlt  .  .  .,  gj  =  clt  .  .  .,  Fm(pt,  .  .  .,  pn,  qlt  .  .  .,  qn)  =  cm 

besitzt,  vorausgesetzt,  daB  sie  in  Involution  liegen  (vgl.  unten  Nr.  26), 

daB  also  alle  Poissonschen  Klammern 

(327  a)  (FQ,Fa)  =  0 

sind.    Lost  man  namlich  die  w  Integrale  (327)  nach  2)it---)Pm  au^ 

(327  b)       P9=f9(pm+l,...,pn,  2i,  •••>?»,  Cj,  ...,cj     ((>  =  !,  ...,w) 

und  fiihrt  dadurch  H(pl}...,pn,  #1,  •••,#„)  in  eine  Funktion 

(328)  B(pm  +  l,...,pn,  2!,...,^,  cl}...,cm,  aj,...,ar) 
iiber,  so  moge 

(329)  H  =  k 

in  dem  Phasenrauni  der  pm+i,"-,pn,  qm  +  i>  ••  •>  ^»  eben  falls  eine  ge- 
schlossene  Mannigfaltigkeit  vorstellen.  Die  in  H  noch  auftretenden 
Ortskoordinaten  q1,---,gm  konnen  dabei  jeweils  feste,  aber  an  sich 
beliebige  Werte  erhalten,  so  daB  diese  geschlossene  -ZI/2(n-»«)-i  au^er 
von  den  andern  Parameter!!  a,,,  CQ  aueh  noch  von  den  m  Parametern 
5i  >  •  •  •  ;  ?m  abhangt.  Das  von  ihr  umschlossene  Volumen 

(330)  T^ 

ist  dann  eine  adiabatische  Invariante299)  des  kanonischen  Systems 

da,  i         d  H         dp,,  d  H       /  \    *  \ 

(331)  di-3p,>       dl"       ~W9      (P-~+1»-»«)» 

wobei  man  auBer  den  ar,  c  zunachst  auch  die  <?j,-  ••»<?„,  a^s  adiaba- 
tische  Parameter  aufzufassen  hat.  Diese  Eigenschaft  bleibt  aber  auch 
erhalten,  wenn  man  nachtraglich  die  ffiv^^beliebig  veranderlich  denkt, 
so  daB  sich  schlieBlich  das  Phasenvolumen  (330)  auch  als  eine  adia 
batische  Invariante  des  urspriinglichen  kanonischen  Systems  (321)  er- 
weist.300) 

Nun  erscheint  aber  jedes  der  imprimitiven  Integrale  (327)  mit  dem 
Energieintegral  H  in  folgendem  Sinne  gleichberechtigt.  Wahlt  man 
irgendeines,  etwa  F  t,  aus  und  bildet  mit  ihm  das  kanonische  System 


299)  Die  ubrigens  nicht  abhangig  ist  von   der  Auswahl  der  Impulskompo- 
nenten,  nach  denen  man  das  System  (327)  auflost. 

300)  Vgl.  T.  Levi-Civita,  Drei  Vorles.  vib.  adiab.  Inv.,  Hamburg  Abhandl.  aus 
d.  math.  Sem.  6  (1928),  p.  323,  insbes.  p.  361. 
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so  hat  dieses  System,  das  die  m  imprimitiven  Integrale 
( H=k    F  =c  F       =c         F       =c 

I    JLL  /V .     -i.  i    t/i  •     •  •   •  •     J-    .. -i    — —  i/..       i  •     -*-   ,,    i   1    t-',.    i   i  «     •  •  •  » 

/ O O ti     \  '  r*  i*  "    i    l 

(332  a)     < 

besitzt,  im  Phasen-J?2,n_mx  die  gleichen  Bahnkurven  wie  das  System 
(331).  Ist  daher  F^  =  c^  eine  geschlossene  M^n_m)_l  des  Phasen- 
raums,  so  ist  das  von  ihr  eingeschlossene  Volumen,  das  eine  adiaba 
tische  Invariante  des  Systems  (332)  ist,  zugleich  eine  adiabatische 
Invariante  des  Systems  (331)  und  damit  des  Systems  (321),  so  daB 
sich  fiir  ein  System  mit  (m  -\-  1)  imprimitiven  Integralen  gerade 
(m  +  1)  adiabatische  Invarianten  ergeben. 

L'aBt  sich  nun  insbesondere  das  kanonische  System  durch  Tren- 
nung  der  Veranderlichen  losen,  so  gibt  es  neben  H=k  noch  (n — 1) 
weitere  in  den  p0  quadratische  imprimitive  Integrale,  die  auch  unter- 
einander  in  Involution  sind.  Daher  hat  man  in  diesem  Falle  n  adia 
batische  Invarianten,  fiir  die  man  die  Quantelungsansatze  machen  kann. 
Lost  man  die  (n  —  1)  zu  H  —  k  hinzutretenden  Integrale  nach 
Pi>-—>Pn-i  auf>  so  behalt  man  das  kanonische  System 

(333)  ~TT  =  a 


di'~3pn'       dt  ~  8qn> 

wobei  sich  hier  in  H  gleichzeitig  mit  den  Pi,-",pn_i  auch  die  ^t,..-, 
qn_l  ganz  fortheben.  Da  der  Phasenraum  sich  dann  auf  eine  Ebene 
reduziert,  in  der  H=k  bei  bedingt  periodischer  Bewegung  eine  ge 
schlossene  Kurve  darstellt,  so  ist  der  von  dieser  Kurve  umschlossene 
Flacheninhalt 

(334)  W  =ffdpndqn  =fpn  dqn 

eine  adiabatische  Invariante.  Ersetzt  man  das  Integral  H  der  Reihe 
nach  durch  eins  der  anderen  quadratischen  Integrale,  so  ergeben  sich 
entsprechend  die  (n  —  1)  adiabatischen  Invarianten 

(335)  Wa 

Die  n  Ausdriicke  (334)  und  (335)  liefern  fur  bedingt  periodische  Sy- 
steme  gerade  die  n  Quantenbedingungen,  wenn  man  sie  ganzzahligen 
Vielfachen  des  PZawcftschen  Wirkungsquantums  gleichsetzt  [vgl.  V  28 
(A.Smekal\  Nr.  16]. 
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F.  Die  systematische  Integration  des  kanouischen  Systems. 

24.  Die  2n  Integrals  der  Bewegtmgsgleichungen  und  ihre  geo- 
metrische  Deutung.  Fiir  die  systematische  Integration  der  Bewegungs- 
gleichungen  im  Sinne  der  Jacobischen  Sehule  (vgl.  Nr.  15)  pflegt  man 
nicht  von  den  Bewegungsgleichungen  in  der  Form  der  Eulerschen 
Gleichungen  auszugehen,  sondern  sie  in  das  zugehorige  kanonische 
System  (vgl.  Nr.  9) 

(336}  ^  =  ?—      d-&  =  —  dH  (o  —  1         n) 

dt         dp9>      dt  3q(J  -i,  ...,n 

H=H(p1,...,pn,  qlt...,qn,i) 
umzusetzen.    Dann  deutet  man  die  einzelne  Losung 
(336  a)          gQ  =  ^(t,c1,...)  csw),     P9=p^(ttclt...J  c2n) 

als  eine  Kurve  (M^  in  dem  (2n  -f-  l)-dimensionalen  Phasenraum  der 
(p1  ,  .  .  .,pn,  <?!,  ••-,$„,  O-801)  Tritt  t  in  H  nicht  explizit  auf,  so  beschrankt 
man  sich  gewohnlich  auf  das  System  der  nBahnkurven"  in  der  M2n 
der  (plf  .--,pn,  q_i,  ••  •;?„)>  ^as  man  dann  gern  als  System  der  Strom- 
linien  einer  Fliissigkeitsstromung  in  dieser  Mannigfaltigkeit  anspricht, 
und  zwar  einer  raumbestandigen  Fliissigkeit,  weil  ja 


.        _==0 

dq_n\dpJ     r  dpQ\       dqoJ 

und  also  auch  die  nach  Q  gebildete  Summe  gleich  'Null  ist,  deren 
Verschwinden  die  Bedinguug  der  Raumbestandigkeit  vorstellt  (vgl. 
Nr.  23). 

Ein  Integral302)  des  kanonischen  Systems 

(337)  F(Pl,  ...,pn,  q1}  .  ..,  qn,  t)  =  Const. 

stellt  in  dem  (2w  -f-  l)-dimensionalen  Phasenraum  der  (p  ,  q  ,  f)  eine 
(bzw.  eine  einparametrige  Schar  von)  Jf2n  vor303),  auf  der  die  Inte- 
gralkurven  des  kanoniechen  Systems  angeordnet  sind.  Dabei  mu6  die 


301)  Vgl.  *68).    Durch  jeden  Punkt  des  Phasenraums  geht  eine  Kurve  hin- 
durch  (von  Singularitiiten  abgesehen). 

302)  Betrachtet  wird   im   folgenden    immer   der   allgeineine  Fall,    da8  t  in 
H  explizit  auftritt,  da  man  die  Ergebnisse  leicht  auf  den  Fall  reduzieren  kann, 
daB  t  in  H  nicht  explizit  erscheint. 

303)  Da  die  Funktion  F  eines   solchen  Integrals   im   allgemeinen  eine  un- 
endlich  vieldeutige  Funktion  ihrer  Argumente  ist,  so  spielen  diese  Integrale  im 
Grunde  nur  fur  die  Integration  im  Kleinen  eine  Rolle.  Fiir  die  Auffassungsweise 
der  Integration  im  GroBen  besagt  68   im  allgemeinen  dagegen  gar  nichts,  wenn 
man   weiB,    daB    eine   Integral kurve   auf   einer   Min  liegt    (vgl.  hierzu   Nr.  23, 
insbes.  294)). 
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Funktion  .F304)  eine  Losung  der  dem   kanonischen  System   (336)  zu- 
gehorigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


-y— 

dt  _ 

sein,  die  man  aueh,  da  die  Summe  die  in  Nr.  12  eingefiihrte  Poisson- 
sche  Klammer  der  beiden  Funktionen  F  und  H  vorstellt, 


f 

schreiben  kann.    Insgesamt   sind  fiir   die  vollstandige  Integration  des 
kanonischen  Systems  2n  solche  Integrale 

-  ••;«»>  0  = 

(338) 


erforderlich  305);   die   eine    analytische  Darstellung  der  Gesamtheit   der 


304)  Es  kann  kein  Integral   des  kanonischen  Systems   geben,  das  von  den 
Impulskomponenten  frei  ware.    Denn  aus  einem  Integral 

A?i,  ••-!  flm  *)  =  Const. 
wiirde  die  Beziehung 


zwischen  den  Geschwindigkeitskomponenten  bzw.  eine  analoge  Beziehung  zwi- 
schen  den  Impulskomponenten  hervovgehen.  Eine  solche  Beziehung  ist  aber  un- 
moglich,  da  die  Impulskomponenten  in  einem  Raumzeitpunkt  beliebig  vorgeschrie- 
ben  werden  konnen. 

305)  Tritt  t  in   H  nicht   explizit  auf,   so   gibt  es   (2w  —  1)  Integrale,    die 
von  t  frei  sind, 


(338a) 

V  F*n-i  (Pj  i  •  •  -.I'm  2i  i  •  •  -i  2n)  =  C2n-i 

[von  denen  iibrigens  eines  das  Energieintegral  H(pt  .  .  .pn,  &  .  .  -  gra)  =  k  ist]. 
Sie  bestimmen  die  Bahnkurven  in  der  Min  der  (p,,,  g1,,).  Dazu  tritt  dann  als 
2WteB  intfgral  eine  Beziehung  der  Gestalt 

(338  b)  t-T=G(pi,...,pn,q1,...,qn). 

Dieses    Integral   ordnet   der   einzelnen,   durch   (338  a)    gegebenen  Bahnkurve    die 

Durchlaufzeiten   zu,    und  zwar  gehoren   zu  jeder  Kurve  oo1Arten  des  zeitlichen 

Ablaufs  der  Bewegung.   Die  Integrale  (338  a)  geniigen  iibrigens  nach  (337  b)  der 

Gleichung 

(337  c)  (H,  JPe)  =  0, 

wiihrend  fiir  das  Integral  (338  b) 

(337  d)  (H,G)  =  1 

gilt.  Man  hat  die  Beziehung  (338  b)  den  nUhrenausdruck"  des  mechanischen  Pro- 
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oo2"  Integralkurven  geben.  In  der  Jacobischen  Schule  bezeichnet  man 
claher  die  Integration  des  kanonischen  Systems  als  ein  Integrations- 
problem  der  Ordnung  2w. 

Die  Hamilton-Jacobische  Theorie   hat   nun  gelehrt,   daB  man  die 
2n  Integrale  mit  Hilfe  der  Prinzipalfunktion  bzw.  einer  vollstandigen 
Losung     der    Hamilton  -  Jacobi  schen     partiellen     Differentialgleichung 
$G?n  •  •  -7  (ln>  t>  ci>  ••  •>  cn)  darstellen  kann.    Da  andererseits 
dS_=  dS  _  dS__ 

cq,        Pl'   •  "'   dqn~P»>      ct   = 

ist,  so  kann  man  eine  solche  vollstandige  Losung  durch  eine  Quadra- 
tur  erhalten,  wenn  man  die  plt  .  .  .,pn  so  als  Funktionen  der  qlf  .  .  .,qa,  t 
(und  n  willkiirlicher  Konstanten)  kennt,  daB 

(339)  Pt*9i  +  -+P.*q. 

ein  vollstandiges  Differential  ist.306)  Man  braucht  daher  statt  der  2n 
Integrale  (338)  des  kanonischen  Systems  nur  n  solche  Integrale 


(340) 


zu  kennen,  aber  sie  miiBten  von  besonderer  Art  sein.  Es  miiBten  sich 
aus  ihnen  dieplf...fpn  als  solche  Funktionen  der  q^,  .  .  .,qn,  t,  C1}.  .  .,cn 
berechnen  lassen,  daB  sie  den  Ausdruck  (339)  zu  einem  exakten  Differen 
tial  machen.  Dann  wurde  man  durch  eine  Quadratur  eine  vollstandige 
Losung  der  Hamilton-Jacobischen  Differentialgleichung  erhalten  und 
konnte  daraus  die  fehlenden  n  Integrale  durch  bloBe  Differentiationen 
und  Eliminationen  erhalten.  Dementsprechend  stellte  C.  G.  J.  Jacobi  das 
Problem,  n  Integrale  (340)  der  verlangten  Eigenschaft  zu  bestimmen.307) 
Die  innere  Bedeutung  dieser  Forderung  laBt  sich  in  folgender 
Weise  erkenuen.  Ein  System  von  Integralen  (340)  der  verlangten  Art 
bestimmt  fur  jede  Wahl  der  Zahlwerte  von  c1}  •••Jcn  in  dem  Phasen- 


blems  genannt,  vgl.  Ph.  Frank,  Die  Grundbegriffe  der  analytischen  Mechanik 
als  Grundlage  der  Quanten-  und  Wellenmechanik,  Phys.  Ztschr.  30  (1929),  p.  209. 
In  der  Bezeichnungsweise  der  Nr.  28  sind  Energieintegral  und  Uhrenauedruck 
konjugierte  Integrale. 

306)  Wie  in  Nr.  16  c  angefuhrt,  ist  dann  ja  auch 


ein  vollstandiges  Differential. 

307)  C.G.J.  Jacobi,  Nova  methodus,  aequationes  differentiates  partiales  primi 
ordinis  inter  numerum  variabilium  quemcunque  propositas  integrandi,  J.  f.  Math. 
60  (1862),  p.  1  =  Werke  V,  p.  1.  Die  Abhandlung  ist  von  A.  Clebsch  aus  dem 
Nachlafi  Jacobis  veroffentlicht. 
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n  +  1,  die  ein  System  yon  oon  Integralkurven  des  kano- 
nischen  Systems  (336)  tragt.  Geht  man  nun  von  dem  kanonischen 
System  zu  den  zugehorigen  Eulerschen  Gleichungen 


dt 

zuriick,  so  entsprechen  die  oo™  ausgewahlten  Integralkurven  des  kano 
nischen  Systems  einem  System  von  oo"  Extremalen  dieses  Variations- 
problems  in  dem  -Rn  +  1  der  (qlt.  ..,qn,  f),  wobei  allgemein  durch  jeden 
Punkt  des  Rn  +  l  eine  Extremale  hindurchgeht.  Die  Gleichungen  (340) 
liefern  in  dieser  Auffassung  die  dem  Punkt  (qlf  ...,qn,  t)  durch  die 
Extremale  zugeordneten  Impulskomponenten  Pu-<-,pn-  Geniigen  die 
Integrale  (340)  der  gestellten  Forderung,  so  sind  die  p  die  Ab- 
leitungen  einer  Funktion  S(qi}  .  .  .,  qn)  t,  C1}  .  .  .,  cn): 


d.  h.  die    Schar   der    oore  Extremalen   bildet  ein  Feld,  und  die  Funk 
tion  S   ist   der  Extremalintegralwert   des  Feldes,   so  daB   die  Mn 

•  •  -         t        •  •  -   c     =  Const. 


bei  festen  Zahlwerten  der  C1,...,cn  je  die  oo1  transversalen  Mn  eines 
Feldes  sind. 

Nach  den  Ausfiihrungen  von  Nr.  21  ist  die  Bedingung,  der 
P/a/fsche  Ausdruck  (339)  solle  ein  vollstandiges  Differential  sein,  damit 
identisch,  daB  die  zugehorige  bilineare  Kovariante 

(342) 

ist  fiir  je  zwei  beliebige  Fortschreitungsrichtungen  d^q  ,  d^p  und 
3(*)q^  s^pQ)  die  einer  Mn  +  l  (340)  des  Phasen-E2n  +  1  angehoren.3"8)  Es 
gelingt  nun  ohne  Miihe,  die  Bedingung  (342)  in  eine  Bedingung  zwi- 
schen  den  partiellen  Ableitungen  der  Funktionen  (340)  umzusetzen5509), 
und  zwar  ist  das  genau  die  gleiche  Aufgabe  wie  in  der  Nr.  11  der 


308)  Denn  wenn  fiir  jede  geschlossene  Kurve 


sein  Boll,  muB  der  Integrand  in  dem  Integral  (282  a) 


verschwinden. 

309)  Vgl.  C.  G.  J.  JacoU,  Nova  Methodus  .  .  .,  J.  f.  Math.  60  (1862),  p.  1 
==  Werke  V,  p.  1. 
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tJbergang  von  den  Lagrangeschen  zu  den  Poissonschen  Klammern.310) 
Die  tJberlegung  kniipft  hierzu  zweckmaBig  an  das  nach  Nr.  20  dem 
kanonischen  System  zugeordnete  System  linearer  Differentialgleichun- 
gen  an.  Dabei  kommt  man  zugleich  ganz  von  selbst  auf  den  syste- 
matisch  von  S.  Lie  herausgearbeiteten  Zusammenhang  zwischen  einem 
Integral  des  kanonischen  Systems  und  einer  eiugliedrigen  Trans- 
formationsgruppe,  die  die  Integralkurveu  des  kanonischen  Systems  in 
sich  iiberfiihrt  (vgl.  auch  Nr.  18b). 

25.  Zusammenhang  zwischen  einem  Integral  und  einer  infini- 
tesimalen  Transformation.  Nach  Nr.  20  hat  das  zu  dem  kanonischen 
System  (336)  gehorige  JacoMsche  System  linearer  Differentialglei- 
chungen,  an  das  man  anzukniipfen  hat,  die  Gestalt 


I 
fj  t  s     i     \  7)  n     /7  v\.        A       ' 

(348) 

dt  ^j  \dq,j  dpi    * 

Eine  Losung  von  (348)  vermittelt  (vgl.  Nr.  20)  den  bei  konstantem  t 
auszufiihrenden  Ubergang  von  einer  Integralkurve,  und  zwar  der  in 
den  Koeffizienten  von  (348)  eingefiihrten  Integralkurve  des  kanoni- 
scheu  Systems  (336),  zu  einer  benachbarten  Integralkurve.  Schreibt 
man  die  Losung  der  Jacofo'schen  Gleichungen  in  der  Form 

(349) 

um  hervorzuheben,  daB  die  Jacofo'schen  Gleichungen  selbst  und  also 
auch  ihre  Losungen  nur  einen  Sinn  haben,  wenn  eine  Integralkurve 
des  kanonischen  Systems  (336)  vorgegeben  ist,  so  wird  zugleich  zum 
Ausdruck  gebracht,  daB  eine  solche  Losung  fur  jede  Integralkurve  des 
kanonischen  Systems  den  Ubergang  zu  einer  infinitesimal  benadibarten 
Integralkurve  vermittelt,  daB  sie  also  im  Sinne  $.  Lies  eine  infinitesi- 
male  Transformation 

{dp     =  <Pp(pi,  •  •  -yPnt   Ql)  •  •  •)  Qn)    $)$&) 
8<lo  =  4>o(Pl>  •'•iPny  Ql>  •••»  Qn>   t}da, 

vorstellt,  die  jede  Integralkurve  des  kanonischen  Systems  in  eine  in 
finitesimal  benachbarte  uberfuhrt  (vgl.  auch  Nr.  18  b).  Durch  die  Inte 
gration  von  (350)  erhalt  man  in  bekannter  Weise  eine  eingliedrige 

310)  Schon  in  Nr.  21   wurde   darauf  hingewiesen,   daB  die  Lagrangeachen 
Klammern  und  die  bilineare  Kovariante  im  Wesen  identisch  sind. 
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Gruppe  von  Transformationen,  die  die  Integralkurven  des  kanonischen 
Systems  in  sich  iiberfiihren.  [Vgl.  II  A  6  (L.  Maurer  und  H.  BurJc- 
hardf),  Nr.  4.] 

Nun  moge  ein  erstes  Integral  der  Jacobischen  Gleichungen  (348), 
das  linear  und  homogen  in  den  x  ,  x0  sein  muB, 

(351)  ^  (AQscQ  +  B  xe}  =  Const. 

gefunden  sein,  wobei  die  A  ,  B  fiir  jede  Integralkurve  des  kauo- 
nischen  Systems  (336)  bekannte  Funktionen  der  Zeit  t  sind.  Una  dies 
anzudeuten,  moge  in  gleicher  Weise  wie  in  (349) 

(Sola)  /  ^••4f(ft».-.A«>.  «.«,-.  fc«,  0, 

\Bo~  J5p(Pl$)j  •  •  ')Pn$)>    Ql®)  •  •  •)  Q-ntf))    0 

geschrieben  werden.  Dann  muB  offenbar  fiir  jede  Losung  TT  ,  x  der 
Jaco&ischen  Gleichungen  (348)  die  Beziehung311) 


.  - 

dt  \dpQd  q 


9\dt 

gelten.  Wegen  der  Willkiirlichkeit  yon  JT?  und  x    folgt  daraus,  daB  die 
Faktoren  von  it    und  x   je  fiir  sich  verschwinden  miissen.312)  Somit  ist 

(351b)  *,=  AQ(t),     *9--B9(t) 

ebenfalls    eine   Losung    der   Jacofo'schen    Gleichungen  (348)    und    die 

Formeln 

(351  c)  dq(/=AQ(t)3a,     dp^=  -  BQ(t}daf  (dt  =  0) 

vermitteln  ebenfalls  den  Ubergang  von  der  betrachteten  Integralkurve 
des  kanonischen  Systems  (336)  zu  einer  infinitesimal  benachbarten.313) 

311)  In  denen  die  zweiten  Ableitungen  von  H  als  bekannte  Funktionen  der 
Zeit  t  anzusehen  sind.   Es  ist  also  eine  bestimmte  Integralkurve  des  kanonischen 
Systems  eingesetzt  zu  denken. 

312)  Vgl.  H.  Poincare,  Method,  nouv.  I,  p.  168.    Man  kann  also  ein  eolches 
lineares  Integral   stets   deuten   als    die  Beziehung   zwischen    zwei  Losungen,    die 
nach  Nr.  20  zum  Ausdruck  bringt,  daB  die  linearen  Jacofo'schen  Gleichungen  (348) 
ein  selbstadjugiertes  System  bilden. 

313)  Das  bedeutet,  daB  sich  die  Losung  AQ,  —  B    linear  aus  den  verschie- 
denen  Systemen  von  Verschiebungen  S(i)  q0  ,  3{^p   ,   die    den  tTbergang   von   der 
betrachteten  Integralkurve    zu    einer    benachbarten   vermitteln,   zusammensetzen 
muB.    Fiir  jedes    solche  Verschiebungssystem  dp^,  dq(J  muB  ja,   da  die  Jacobi- 
schen  Gleichungen  selbstadjungiert  sind, 

=  c°nst- 
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Hat  man  nun  ein  Integral 

(352)  F(plt...,pn,  qlt...,qn,  0  =  Const, 
des  kanonischen  Systems  (336),  so  folgt  sofort,  daB 

/n~ct   \      dF  i    oF         i    dF  .    d F  ~ 

(3o2a)        —  jr.  4-  •  •  •  4-  „  -  Jt_  4-     -  x,  +  •••+«—  x_  =  Const. 
'      dj»i  '    dpn    "       dli  din   ' 

ein  Integral  des  zugehorigen  Jacobiscken.  Systems  (348)  im  Sinne  von 
(351),  (351  a)  ist.  Also  steUt 

/oo/»  i  \  &F  dF 

(oobb)  ftn=  —  o     >       ^n—  a — 

d  2?  ?        d.P^ 

eine  Losung  der  Jacoifschen  Gleichungen  (348)  im  Sinne  von  (349) 
dar,  und  man  hat  in 

(353)  dq0=lf-da,       Sp0=  —  8/da 

^         2P(>  ^  dq(> 

eine  infinitesimale  Transformation,  durch  die  jede  einzelne  Extremale 
in  eine  (infinitesimal  benachbarte)  Extremale  iibergefiihrt  wird.  Da 
das  gleiche  dann  von  der  zugehorigen  eingliedrigen  Gruppe  gilt,  hat 
man  den  Satz:  Zu  einem  Integral  (352)  des  kanonischen  Systems  (336) 
geliort  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  der  infinitesimalen  Transformation 
(353),  die  die  Integralkurven  des  kanonischen  Systems  in  sich  uberfuhrt. 

Die  Integralkurven  des  Systems  (353),  das  iibrigens,  wie  zu  be- 
achten  ist,  ebenfalls  ein  kanonisches  System  ist,  sind  die  ,,Uberfiihrungs- 
kurven"314)  der  eingliedrigen  Gruppe.  Da  durch  jeden  Punkt  in  dem 
Phasen-.R2n ,  l  eine  Uberfuhrungskurve  hindurchlauft,  erzeugen  die 
Uberfuhrungskurven,  die  darch  die  Punkte  einer  einzelnen  Integral- 
kurve  des  kanonischen  Systems  (336)  hindurchlaufen,  eine  M2.  Auf 
einer  solchen  M2  liegen  dann  zugleich  alle  die  oo1  Integralkurven  des 
kanonischen  Systems  (336),  die  aus  der  urspriinglichen  Integralkurve 
durch  die  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  hervorgehen, 
und  zwar  erh'alt  man  sie,  weun  man  auf  alien  Uberfuhrungskurven 
Stiicke  abtragt,  die  zu  dem  gleicheu  Zuwachs  da  gehoren.  Ent- 
sprechend  tragen  die  M2  Netze,  gebildet  von  oo1  Integralkurven  des 
kanonischen  Systems  (336)  und  oo1  Uberfuhrungskurven,  d.  h.  Integral 
kurven  von  (353). 

Da  nun  offensichtlich  das  Integral  (352)  des  kanonischen  Systems 
zugleich  ein  Integral  des  Systems  (353)  ist,  so  miissen  alle  Integral 
kurven  des  kanonischen  Systems,  die  aus  einer  von  ihnen  durch  die 


314)  Dieser  Name  moge  hier,  wie  schon  in  Nr.  18  b,  an  die  Stelle  der  u'b- 
lichen  Bezeichnnng  nBahnkurven  der  Gruppe"  treten,  da  diese  fur  die  Anwen- 
dungen  in  der  Mechanik  leicht  zu  Unklarheiten  fiihren  kann. 
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Transfer mationen  der  eingliedrigen  Gruppe  hervorgehen,  in  der  Be- 
ziehung  (352)  den  gleichen  Zahlwert  der  Konstanten  haben,  oder  mit 
anderen  Worten:  Gehort  eine  Integralkurve  der  M2n  (351)  an,  so  auch 
die  ganze  Mt)  die  aus  ihr  durch  die  eingliedrige  Gruppe  entsteht.  Im 
Grunde  wiederholen  iibrigens  diese  Uberlegungen  nur  die  Ausfuhrun- 
gen  von  Nr.  181),  zu  denen  man  dort  durch  Verallgemeinerung  der 
Ergebnisse  fiber  zyklische  Koordinaten315)  gelangt  war.  Nur  wird  jetzt 
die  einzelne  Transformation  der  Gruppe  als  eine  Punkttransformation 
im  Phasenraum  der  (p0,  q  ,  f)  aufgefaBt,  wahrend  sie  dort  als  eine 
Transformation  der  Feldelemente  in  dem  Rn  +  }  der  (gn  . . .,  gn,  f)  ge- 
deutet  wurde,  die  nur  in  Ausnahmef  alien ,  wie  in  dem  der  zyklischen 
Koordinaten,  zu  einer  Punkttransformation  im  Raume  der  (<?!,•••><?„,  0 
wird.316)  Ein  solches  Ausarten  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die 
Funktion  F(plf  ..  .,pn,  qlf  .. .,  qn,  t)  eine  lineare  Function  der  Impuls- 
komponenten 317) 

(354)     F(Pl,...,pn,  ft,... ,«.,*) 

=  Ai(ql,  .  .  .,  qn,  f)Pi  ~h   •  '  '  ~}~  •^•»(ft;  •  •  •;  Qn>  fyPn  ~f"  ^n  +  lGZl  J  •••)(ln  0 

ist,  und  also  die  infinitesimale  Transformation  (353)  die  Gestalt318) 
(354a) 

Pn 


315)  Ist  gn  zyklische  Koordinate,  so  ist  das  Integral  des  kanonischen  Systems 

pn  =  Const. 

bekannt.  Die  infinitesimale  Transformation  der  zugehorigen  einparametrigen 
Transformationsgruppe  lautet  also  einfach 

*21=0,  ...,«r2B_1  =  0,    3qn  =  Scc,       8Pl  =  0,  ...,djpB  =  0, 

sie  liefert  die  nParallelverschiebung"  in  der  g^-Richtung.    Die  Mt  sind  hier  die 
Gebilde,   die  man  erhalt,  wenn  man  durch  jeden  Punkt  einer  Integralkurve   die 
Kurve 
P!  =  Const. ,  . .  . ,    pn  —  Const. ,     ql  =  Const. ,  . .  . ,     2n  - 1  ==  Const. ,     t  =  Const. 

legt,  auf  der  allein  qn  veriinderlich  ist. 

316)  Irn  Falle,    daB  z.  B.  qn  eine  zyklische  Koordinate  ist,  hatte  man  hier 
einfach  die  Parallelverschiebung  in  der  gn-Richtung. 

317)  Der  einfachsto  dieser  Falle  ist  eben  der  Fall  der  zyklischen  Koordinate. 

318)  Bringt  man   diese  Transformation   durch  Einfuhrung  neuer  Verander- 
licher  auf  die  Normalform  einer  Parallelverschiebung  in  der  gn-Richtung,  so  geht 
das  Integral  (354)  in 

pn  =  Const. 

uber,  d.  h.  qn  wird  zyklische  Koordinate.  So  erscheint  der  Fall  eines  in  den 
Impulskomponenten  linearen  Integrals  aufs  engste  verwandt  mit  dem  Fall  der 
zyklischen  Koordinaten.  Vgl.  unten  Nr.  29,  sowie  E.  T.  Whittaker,  Dynamics  p.  328. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  n.  46 


698     IV  12  u.  13.  G.  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik 

annimmt,  worin  die  n  Differentialgleichungen  der  ersten  Zeile  eine 
infinitesimals  Transformation  in  den  qlt..-,qn  allein  definieren.  Die 
n  Gleichungen  der  zweiten  Zeile  geben  dann  die  dam  it  verkniipfte  in- 
finitesimale  Transformation  der  Impulskomponentenp  bzw.  der  mit  ihnen 
verkniipften  Geschwindigkeitskomponenten  q  ,  so  daB  die  ganze  Trans 
formation  (354  a)  in  der  Lieschen  Bezeichnungsweise  eine  erweiterte 
Punkttransformation  [vgl.  II  A  6  (L.  Maurer  u.  H.  BurJchardf),  Nr.  13] 
vorstellt. 

Besonders  hervorgehoben  werde  noch  der  Fall,  daB  die  Funk- 
tion  H  des  kanonischen  Systems  (336)  von  der  unabhangigen  Ver- 
anderlichen  t  frei  und  also 

(355)  H(plf  . .  .,pn,  q1}  ...,qn)  =  k 

ein  Integral  des  kanoniscben  Systems  (Energieintegral)  ist.  Zu  diesem 
Integral  gehort  nach  (353)  die  infinitesimale  Transformation 

(355  a)  dqn=  ^~da.       dp,,= —  -,      da. 

dpo  dq.q 

deren  Gleicbungen  also  bis  auf  die  unabhangige  Vevanderliche  mit 
dem  kanoniscben  System  selbst  zusammenfallen.  Die  Projektionen  der 
Integralkurven  des  Phasen-.R2n  +  1  auf  die  MZn  der  (p  ,  q\  d.  h.  die 
Babnkurven  der  Bewegung  werden  also  durcb  die  aus  dem  Energie 
integral  entspringende  eingliedrige  Transformationsgruppe  einzeln  in 
sich  transformiert  (vgl.  Nr.  10  u.  Nr.  18  a)  und  die  Transformation  er- 
zeugt  eine  andere  Zeitzuordnung  zu  den  einzelnen  Punkten  der  Babn- 
kurve.  Da  nun  weiter  der  Vergleich  von  (336)  und  (355  a)  zeigt,  daB 
dt  und  da  proportional  sind,  also  die  Differenz  der  alten  und  neuen 
Zeitangabe  fur  alle  Punkte  einer  Babnkurve  die  gleicbe  GroBe  bat, 
so  laBt  sich  die  Transformation  in  dem  RZn  +  l  der  plt ..  .,pn,  ^i,---,^,  t 
aucb  durcb  eine  Parallel verscbiebung  in  der  ^-Ricbtung  erzeugen.319) 

Fiir  die  Beziebung  zwiscben  den  Integralen  des  kanoniscben 
Systems  und  den  Feldern  von  Extremalen  des  zugehorigen  Variations- 
problems  im  (<?i,  •••,<?„,  tf)-Raum,  auf  die  sicb  nach  Nr.  25  die  syste- 
matische  Integration  der  Bewegungsgleichungen  griindet,  ist  noch  die 
folgende  Beziehung  wichtig,  der  die  Uberlegung  in  Nr.  18  schon  nahe 
gekommen  ist. 

Hat  man  ein  Feld  von  Extremalen  des  Variationsproblems,  die,  in 
Integralkurven  des  kanoniscben  Systems  umgesetzt,  alle  der  gleichen  MZn 

--  ---  =  Const. 


319)  Oder  mit  anderen  Worten:   Die  unabhangige  Veranderliche  t  ist   das 
Analogon  einer  zyklischen  Koordinate. 
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angehoren,  so  gehort  mit  einer  Integralkurve  zugleich  auch  die  ganze 
einparametrige  Schar  der  Integralkurven  dem  Pelde  an,  die  aus  ihr 
durch  die  eingliedrige  Transformationsgruppe  mit  der  infinitesimalen 
Transformation  (353)  erzeugt  wird.  Denn  da  im  Felde  die  p  als 
Funktionen  der  qlf  .  .  .,  qn,  t  gegeben  sind,  so  erhalt  man,  wenn  man 
diese  Funktionen  in 

(356)  *9,-$%*« 

auf  der  rechten  Seite  einsetzt,  eine  infinitesimale  Punkttransformation 
der  (ql}  .  .  .,  qn,  £)-Mannigfaltigkeit,  wodurch  einer  Integralkurve  des 
Feldes  eine  Nachbarintegralkurve  der  Eulerschen  Gleichungen  zuge- 
ordnet  wird.  Diese  muB  aber  auch  dem  Felde  angehoren,  denn  nach 

(356)  besitzt  sie  die  Impulskomponenten820) 

. 

Das  sind  aber  gerade  die  Anderungen,  die  die  Impulskomponenten  der 
zugehorigen  Integralkurven  des  kanonischen  Systems  durch  die  infini 
tesimale  Transformation  (353)  erfahren.  Gehort  also  eine  Integral 
kurve  der  Mannigfaltigkeit  F  ==•  Const,  dem  Felde  an,  so  gehoren  dem 
Felde  alle  oo1  Integralkurven  der  J/2  an,  die  von  den  durch  die  Punkte 
der  urspriinglichen  Extremale  hindurchlaufenden  Uberfuhrungskurven 
der  Gruppe  aufgespannt  wird. 

26.  Die   Involutionsbeziehung   zwischen   zwei   Integralen    und 
das  Poissonsche  Theorem.    Hat  man  zwei  Integrate  des   kanonischen 

Systems  (336) 

(357)  F1(pl,...,pn,qt,...,qn,f)  =  Ci,    Fa(pl,...,pn,ql,...,qn,f)  =  ca, 
so  gehort  nach  Nr.  25  zu  jedem  eine  infinitesimale  Transformation 


bzw. 

(357  b)                   H=aZf*«,  $Pl  =  -dl*da 

*•         spy  0  <!(> 

der  Integralkurven   in   sich,   d.  h.  die  rechten  Seiten   von  (357  a)  und 


320)  Es  1st  zu  beachten,  daB  ^  =  ?Pi  =  >--~-  iat.    Da  ferner 


--Ml»ni  2ii..'i  9m  <)  =  Const., 
wenn  fur  die   pl,...,pn   die  Funktionen   der  3,  ,-.-,2K,  t   eingesetzt   werden, 
eine  Identitat  in  den  ft,  .  ..,  gn,  t  wird,  so  gilt 


46' 
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(357  b)    sind   zwei  Losungen    der  Jacobischen.  Gleichungen  (348).    Da 
nun  fur  zwei  Losunen 


und 
dieser  Gleichungen  nach  (258)  in  Nr.  20  die  Beziehung 


=  Const. 
gilt,  ist  langs  jeder  Integralkurve  des  kanonischen  Systems  (236)  auch 

(358)  2  (f>  f£  -  ^  "1)  -  Const. 

*•*  \0Po  dq_<>         cq,j  dp(j) 

Die  linke  Seite  von  (358)  ist  die  aus  den  beiden  Funktionen  Ft  und 
F2  gebildete  Poissonsche  Klammer  (vgl.  Nr.  12).321) 

(359)  (F,  ,  F2]  _  (^  ?/»  -  W  ^}    ,    ,     .    ,    /^  ?^.  _  ^  ?Z«\ 

\0A  a«,      ag»  a^/  \^na2«      ^a«aj>J 

und  (358)   sagt   aus,    da6   langs  jeder   Integralkurve    diese    aus    zwei 

Integralen  gebildete  Poissonsche  Klammer  konstant  ist,   daB  also  mit 

FI  =  Const,  und  7-'2  =  Const,  gleichzeitig  auch 

(358  a)  (F17j;)  =  Const. 

ein   Integral   des    kanonischen   Systems    vorstellt,    wenn    die    Poisson- 

sehe  Klammer  eine  neue  von  Fl  und  F2   unabhangige  Funktion   der 


322 


321)  Nach  der  Definition  folgt  fur  die  Poissonsche  Klammer  (vgl.  Nr.  12) 

) 

,359b) 


(859  a)  (^i  ,  FJ=  -  (*\  ,  F,  )  ,       (F,  F)  =  0  , 

sowie  ferner 


-C^,  F). 

Im  iibrigen  ist  zu  beachten,  daB  die  Konstanz  der  Po/ssonschen  Klammern 
liings  der  Integral  kurven  sich  durch  genau  die  gleiche  tJberlegung  ergibt,  wie 
die  Konstanz  der  Lagrangeschen  Klammern  in  Nr.  21. 

322)  In  der  Bezeicbnangsweise  der  iieschen  Gruppentheorie  sind  die  Sym- 
bole  der  beiden  infinitesimalen  Transtbrmationen  (357  a)  und  (357  b)  bzw. 
(357c)  Xlf=(Fl,f),       X,f=(I\,f). 

[Vgl.  II  A  6  (L.  Maurer  u.  H.  Burkhardt),  Nr.  4]  und  der  zugehorige  Klammer- 
ausdruck  (vgl.  II  A  6,  Nr.  5)  ist 

(Xlf  XJf=((F1,F,),f). 

Da  jedes  Integral  des  kanonischen  Systems  eine  eingliedrige  Transformations- 
gruppe  liefert,  die  die  Gesamtheit  der  Integralkurven  in  sich  transformiert,  be- 
deutet  das  Po/sso/zsche  Theorem  fiir  die  iiesche  Theorie  der  Transform  ations- 
gruppen,  daB  mit  zwei  infinitesimalen  Transformationen  (357  c)  auch  zugleich  der 
zugehorige  Klammerausdruck  eine  infinitesimale  Transformation  der  Integral 
kurven  in  sich  liefert. 
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Wie  in  Nr.  12  ausgefiihrt  (vgl.  insbes.119)),  hatte  Poisson  beim 
Ansatz  seiner  Storungsgleichungen  diese  Poissonschen  Klammern  ge- 
bildet  und  durch  miihsame  Rechnung  nachgewiesen,  da6  sie  von  t 
frei  werden,  wenn  fur^,  .  .  .,_pw,  g1;  .  .  .,  qn  erne  Losung  des  kanonischen 
Systems  eingesetzt  wird.  G.  Gr.  J.  Jacobi  war  es  dann,  der  erkannte, 
daB  aus  dieser  von  Poisson  nur  als  eine  Merkwiirdigkeit  angesehenen 
Tatsache  der  Satz  hervorgehe:  Durch  Bilden  der  Poissonschen  Klammer 
laBt  sich  aus  zwei  bekannten  Integralen  der  kanonischen  Gleichungen 
durch  bloBe  Differentiation  ein  neues  Integral  gewinnen. 

Allerdings  scheint  Jacobi  dieBedeutung  dieses  Satzes  zunachst  iiber- 
schatzt  zu  haben.  Er  glaubte  wohl,  es  miiBten  sich  durch  wiederholte 
Bildung  von  Poissonschen  Klammern  aus  zwei  bekannten  Inteoralen 
alle  Integrate  eines  mechanischen  Problems  bilden  lassen.323)  Es  erschien 
ihm  als  eine  Ausnahme,  wenn  die  Bildung  der  Poissonschen  Klammer 
kein  neues  Integral  ergab,  sondern  einer  der  Falle: 

1.  die  Poissonsche  Klammer  ist  identisch  Null:  (F1}  F2~)  =  0 

2.  die  Poissonsche  Klammer  ist  identisch  konstant: 

F    F    =  C 


323)  C.  G.  J.  Jacobi,  Sur  un  theoreme  de  Poisson,  Paris  C.  R.  11  (1841) 
p.  529  =  Werke  IV,  p.  143,  wo  er  diese  Bemerkung  la  plus  profonde  decouverte 
de  M.  Poisson  nennt. 

Jacobi  bewies  diesen   Satz,   ausgehend   von   der   sog.  Jacobischen  Identitdt 
[vgl.  II  A  5   (E.  v.  Weber),    Nr.  25,    sowie  II  A  6    (L.  Maurer  u.   H.  Burkhardt), 
Nr.  5].     Pur  drei  Funktionen  Flt  Fz,  F3  gilt  namlich  identisch 
((*;,  JFt),  F3)+((F,,FS),  Jpl)+((F3,JF1),  F2)  =  0. 

Jacobi  hat  nur  den  Fall,  daB  die  Zeit  *  in  H  nicht  explizit  auftritt,  da6  also 

H(Pi>  •••.Pn,  «i,  ••-,  2B)  =  ft 
ein  Integral  des  kanonischen  Systems  ist.     Damit  dann  eine  Funktion 


ein  Integral  des  kanonischen  Systems  ist,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daB 

(Si  F)  =  0 
gilt.     Hat  man  nun  zwei  Integrale  des  kanonischen  Systems 

*\(!>i,  .-MJPn,    <Zi,  ••-,  (Zn)^^,         Ft(p^  ...,pn,    ft,  ...,  «B)=C8 

und  gilt  also 

(H,  ^)  =  0,       (£T,  ^s)  =  0, 
so  folgt  aus  der  <7aco6ischen  Identitat,  wenn  man  Fa  =  H  einfiihrt, 

(#,(*;,  F2))  =  o, 

d.  h. 

(Flt  Fs)=*  Const. 

ist  ein  Integral  des  kanonischen  Systems.  (Vgl.  C.  G.  J.  Jacobi,  Nova  Metho- 
dus  .  .  .,  Werke  V,  insbes.  p.  46,  sowie  auch  Probleme  der  Mechanik,  Werke  V, 
p.  217,  insbes.  p.  348. 
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3.  die  Poissonsche  Klammer  ist  eine  Funktion  der  beiden  bei  ihrem 
Aufbau  verwandten  Funktionen  F*.  F9: 

J-  /  A 


eintrat.324).    Andererseits  war  es  gerade  Jacobi,  der  die  Bedeutung  des 
ersten  dieser  Sonderfalle,  des  identischen  Verschwindens  der  Poisson- 


324)  C.  G.  J.  Jacobi,  Nova  Methodus  . . .,  Werke  V,  p.  1,  insbes.  p.  48,  sowie 
Vorlesungen,  Werke  Suppl.-Bd,  p.  270. 

Fur  die  Beobachtung,  daB  z.  B.  die  Poissonsche  Klammer  aus  zwei  Flachen- 
integralen  immer  gerade  das  dritte  Flachenintegral  ergibt,  daB  man  also  durch 
Bilden  der  Pomowschen  Klammern  aus  dem  Bereich  der  Flachenintegrale  nicht 
herauskommt  (vgl.  Nova  Methodus  . . .,  Werke  V,  insbes.  p.  112),  gab  er  die  Er- 
klarung,  die  Flachenintegrale  seien  groBen  Klassen  mechanischer  Probleme  ge- 
mein  und  konnten  daher  nicht  die  Integration  einea  bestimmten  mechanischen 
Problems  leisten.  Eine  vollstandige  Integration  eines  mechanischen  Problems 
lasse  sich  durch  Bilden  der  Poissonschen  Klammern  von  zwei  Integralen  aus  nur 
dann  erreichen,  wenn  diese  Integrale  dem  zu  losenden  Problem  eigentiimlich 
seien.  Erst  S.  Lie  hat  den  inneren  Grund  fiir  das  Verhalten  der  Flacheninte 
grale  aufgedeckt.  Die  eingliedrige  Gruppe,  die  aus  einem  Flachenintegral  ent- 
springt,  ist  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  (x,  y,  z)-Raumes,  niim- 
lich  die  Gruppe  der  Drehungen  um  eine  Koordinatenachse.  Sie  ist  als  Unter- 
gruppe  in  der  dreigliedrigen  Gruppe  der  Drehungen  um  den  Koordinatenanfangs- 
punkt  enthalten,  die  bereits  dureh  zwei  der  eingliedrigen  Gruppen  der  Drehungen 
um  je  eine  Koordinatenachsen  bestimmt  ist. 

Entsprechendes  gilt  fiir  die  Schwerpunktsintegrale,  deren  jedes  aus  einer 
eingliedrigen  Gruppe  von  Parallelverschiebungen  in  der  Richtung  einer  der  Ko 
ordinatenachsen  entspringt.  Da  aber  die  Parallelverschiebungen  in  einer  Ebene 
wieder  eine  Gruppe  bilden,  gibt  die  Pomowsche  Klammer  zweier  Schwerpunkts 
integrale  kein  neues  Integral,  sie  ist  vielmehr  identisch  Null. 

Den  Bewegungen  des  dreidimensionalen  (x,  y,  2)-Raumes,  die  eine  sechs- 
gliedrige  Gruppe  bilden,  gehoren  entsprechend  die  drei  ersten  Schwerpunkts 
integrale  und  die  drei  Flachenintegrale  zu.  Durch  Bilden  der  Powsonschen 
Klammern  kommt  man  aus  dem  Bereich  dieser  sechs  Integrale  nicht  heraus. 
Vielmehr  ergeben  die  Pot'ssowschen  Klammern,  soweit  sie  nicht  identisch  ver- 
schwinden,  immer  wieder  eins  der  sechs  Integrale. 

Erst  die  Relativitatstheorie  ist  dann  der  AnlaB  gewesen,  die  Gruppe  der 
Bewegungen  des  Euklidischen  Raumes  zu  der  sog.  Galilei- Gruppe  zu  erweitern 
und  damit  auch  das  Energieintegral  und  die  zweiten  Schwerpunktsintegrale  (die 
aber  als  erste  Integrale  zu  deuten  sind),  in  den  Gedankenkreis  einzuordnen.  Da 
diese  zehn  Integrale  der  zehngliedrigen  Galilei- Gruppe  entsprechen,  kann  man 
•wieder  durch  Bilden  der  Poj'ssonschen  Klammern  aus  dem  Kreis  der  zehn  Inte 
grale  nicht  herauskommen.  Vgl.  hierzu  die  in  Bezugnahme  mit  F.  Klein  ent- 
standenen  Arbeiten:  F.  Engel,  tTber  die  zehn  allgemeinen  Integrale  der  klassischen 
Mechanik,  Gott.  Nachr.  1916,  p.  270  und  F.  Engel,  Nochmals  die  allgemeinen 
Integrale  der  klassischen  Mechanik,  Gott.  Nachr.  1917,  p.  189,  sowie  auch  die 
Darstellung  in  F.  Engel,  Die  Liesche  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  (bearb.  von  K.  Faber),  Leipzig  u.  Berlin  1932,  Kap.  10,  p.  348. 
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schen  Klammer  zweier  Integrals  fur  die  systematische  Integration  des 
kanonischen  Systems  erkannt  und  verwertet  hat.325)  Einen  tieferen  Ein- 
blick  in  die  Verhaltnisse  gewinnt  nach  Vorarbeiten  von  J.  Bertrand™) 
und  E.  Bour™}  erst  S.  Lie  durch  die  Einfiihrung  des  Begriffs  der 
Funktionengruppe^  [vgl.  auch  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Nr.  40  und  41]. 
Als  Funktionengruppe  definiert  Lie  jede  Gesamtheit  von  Funktionen 

(360)    ^(p1}..-,pn,  gi,---,qn,  0>  •••>   ®r(pi,---,pn,  qi,--,q»,  0 

von   der   Beschaffenheit,   da6   die  Poissonsche  Klammer   zweier   belie- 
biger  dieser  Funktionen   sich   wieder  als  Funktion   der  r  Funktionen 
ausdriickt : 
(360a)  («&„  ^)=^(^,...,^)- 

Hat  man  nun  zwei  Integrale  Fl  und  Fz  des  kanonischen  Systems, 
so  kann  man  aus  ihnen  die  Poissonsche  Klammer  bilden.  In  den 
drei  Sonderfallen  bilden  die  beiden  Funktionen  F^  und  F2  fur  sich 
eine  Funktionengruppe.  Im  allgemeinen  Falle  dagegen  kann  man  die 
Poissonsche  Klammer 

(Flf  F9)  =  Fz 

den  beiden  Integralen  F1}  Fz  hinzufugen  und  wieder  die  Poissonschen 
Klammern  (F1}  .F3),  (F9,  F3]  bilden.  Liefert  eine  von  ihnen  (oder 
beide)  ein  neues  Integral,  so  fiigt  man  dies  (bzw.  beide)  zu  Fi}  F%}  Fz 
hinzu.  Indem  man  so  fortfahrt,  ergibt  sich  aus  den  beiden  Integralen 


326)  In  den  Vorlesungen  (Werke  Suppl.-Bd.)  wird  die  Bedeutung  des  Ver- 
schwindens  der  Potssonschen  Klammer  in  der  32.  Vorlesung  dargelegt,  wahrend 
die  Bildung  neuer  Integrale  vermoge  der  Poissonachen  Klammern  in  der  34.  Vor 
lesung  behandelt  wird.  Analog  in  der  Nova  Methodus  .  .  .,  Werke  V,  p.  22 
und  p.  47. 

326)  J.  Bertrand,   Sur  un  theoreme  de  Poisson,  Note  VII  zu  Bd.  I  der  Me- 
canique  analytique  von  Lagrange.  Vgl.  J.  L.  Lagrange,  CEuvres  XI,  p.  484. 

327)  E.  Hour,  Sur  1'integration  des  equations  de  la  rnecanique  analytique, 
J.  de  math.  20  (1855),  p.  185. 

328)  Vgl.  S.  Lie,  Begrundung  einer  Invariantentheorie  der  Beriihrungstrans- 
formationen,    Math.  Ann.  8  (1875),   p.  215  =  Werke  IV,    p.  1,    vgl.   insbes.  den 
zweiten  Abschnitt,  Werke  IV,  p.  36.  Lie  bezeichnet  dort  die  Funktionengruppen 
noch  kurzweg  als  Gruppen.    Erst  spiiter  ist  zur  Unterscheidung   gegeniiber  den 
Transformationsgruppen    die    Bezeichnung    Funktionengruppe    eingefiihrt.     Vgl. 
S.  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen  II,  Arch.  f.  Math,  og  Naturw.  1  (1876), 
p.  162  =  Werke  V,  p.  42,  insbes.  p.  68. 

Die  ursprunglichen  Gedanken  Lies,  die  ihn  zu  dem  Begriff  der  Funktionen 
gruppe  fuhrten,  sind  wohl  am  deutlichsten  ausgesprochen  in  der  Abhandlung: 
S.  Lie,  Zur  Theorie  der  Transformationsgruppen,  Christiania  Forhandl.  (1888), 
p.  3  =  Werke  V,  p.  553,  insbes.  Abschnitt  II,  Werke  V,  p.  564. 
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F1  und  F2  eine  bestimmte  Anzahl  von  Integralen 

(361)  FI-*,     F,=  c2,     ...,     Fk=ck, 

die  ein  System  von  Funktionen  vorstellen,  das  durch  Bilden  der 
Poissonschen  Klammern  nicht  mehr  erweitert  werden  kann.  Die  ~k  Funk 
tionen  Fl}  FZ)...)Fk}  die  voneinander  unabhangig  sind,  bilden  dann 
eine  7c-gliedrige  Funktionengruppe,  und  zwar  ist  das  die  Funktionen- 
gruppe  kleinsten  Umfangs,  in  der  die  Funktionen  F1  und  F2  der  beiden 
Ausgangsintegrale  enthalten  sind. 

Natiirlich  bestimmt  auch   die   Gesamtheit  der   2n  Integrate   des 

o 

kanonischen  Systems 

(362)  F,  =  c,,     F2  =  c2,     ...,     F2n=c2n 

mit  den  2n  Funktionen  Flf...,F2n  eine  Funktionengruppe,  und  zwar 

eine  2w-gliedrige  Funktionengruppe.    Denn  da  nicht  mehr  als  2n  un- 

abhangige  Integrale  vorhanden  sind,  muB  notwendig  fur  je  zwei  dieser 

Funktionen 

(362a)  (Fif  Ffl)^g,u(F1}...,F2n) 

sein.  In  dieser  2w-gliedrigen  Funktionengruppe  ist  die  &-gliedrige 
Funktionengruppe  (361)  als  Untergruppe  euthalten. 

An  dieser  Stelle  muB  zunachst  der  Sonderfall  untersucht  werden, 
daB  man  ausgehend  von  zwei  Integralen  Fl  =  Const.,  F2  =  Const,  auf 
einen  der  drei  oben  angegebenen  Ausnahmefalle 

FF    =  0      bzw.       FF    =  C      bzw.       FF 


trifft,  so  dass  die  beiden  Funktionen  F1  und  F2  eine  zweigliedrige 
Funktionengruppe  bestimmen.  Der  erste  und  der  zweite  dieser  beiden 
Ausnahmefalle  sind,  wie  sich  zeigen  wird,  verschieden.  Ist 

(JFi,  *•,)  =  (), 

so  sagt  S.  Lie,  die  beiden  Funktionen  Ft  und  F%  liegen  in  Involution  329)7 


329)  S.  Lie,  Kurzes  Resume  mehrerer  neuer  Theorien,  Christiania  Forhand- 
linger  i  Vidensk.-Sela.  (1872),  p.  24  =  Werke  III,  p.  1.  Die  aus  der  Geometrie 
iibernommene  Bezeichnung  ^Involution"  soil  dabei  folgenden  Sachverhalt  wieder- 
geben.  Zu  jedem  Integral  gehort  in  der  Mannigfaltigkeit  t  =  Const,  einerseits 
eine  infinitesimale  Transformation 


bzw. 


Andererseits  bestimmt  jedes  der  beiden  Integrale 

Fl  =  Const.       bzw.       Fs  =  Const. 
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wahrend  man  im  zweiten  Falle330)  in  F^  =  ct  und  F2  =  c2  nach  der 
Laeschen  Bezeichnungsweise  zwei  sog.  kanonisch  Jconjugierte  Integrale 
hat.  Der  dritte  Ausnahmefall 


kommt,  wie  bereits  J.  Sertrand  bemerkt331),  auf  den  zweiten  zuriick. 
Man   kann  hier  sofort  eine  Funktion   G(Flf  F%)   bestimmen,  fur  die 

(363)  (FlfG]  =  l 

ist.    Da  namlich  allgemein 


ist,  so  braucht  man  nur  G  aus 


durch  ein  Quadratur  zu  berechnen.  Man  kann  umgekehrt,  weil 

(365)  F,=  l>(Fi,G) 

ist,  auch  sagen,  im  dritten  Ausnabmefall  habe  man  in  _F2  ein  Integral, 
das  eine  Funktion  des  Integrals  F^  selbst  und  des  ihm  kanonisch  kon- 
jugierten  Integrals  G  ist. 

Von  besonderer  Bedeutung  fur  die    systematische  Integration  ist 
der  Fall  der  Involution 

(366)  (^,^  =  0. 


in  der  Mannigfaltigkeit  t=  Const,  eine  Tangenten  -Mtn_1 

(c) 
bzw. 

(d) 


Wahlt  man  nun  in  (c)  als  Differentiale  dq0,  dp,,  die  Verschiebungskomponenten 
8qg,  Spft  von  (b),  so  wird  die  Gleichung  (c)  wegen 

(Flt  F2)  =  0 

befriedigt,  d.  h.  die  Verschiebungskomponenten  der  aus  Fs  entspringenden  Trans 
formation  liegen  in  der  zu  f\  gehorigen  Tangenten- Mtn_^  und  ebenso  liegen 
die  Verschiebungskomponenten  der  aus  Fl  entspringenden  Transformation  (a) 
in  der  Tangentenmannigfaltigkeit  (d)  der  Funktion  Fa .  Diese  Wechselseitigkeit 
der  Beziehung  entspricht  ganz  den  Involutionsbeziehungen  der  Geometric.  (Vgl. 
die  Anmerkungen  von  F.  Engel  zu  Bd.  Ill  der  Werke  von  S.  Lie,  insbes.  p.  602.) 

330)  Man  kann  der  Konstanten  ohne  Einschrankung  der  Allgemeinheit  den 
Zahlwert  1  beilegen. 

331)  J.  Bertrand,  1.  c.326),  vgl.  J.  L.  Lagrange,  (Euvres  XI,  p.  488. 
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Die  beiden  zu  F^  und  F%  gehorigen  eingliedrigen  Transformationsgruppen 
bilden  hier  zusammen  eine  zweigliedrige  Transformationsgruppe.832) 
Die  oo2  Transformationen  dieser  Gruppe  ordnen  einer  einzelnen  Inte- 
gralkurve  des  kanonischen  Systems  eine  Gesamtheit  von  oo2  Integral 
kurven  zu,  die  eine  charakteristische  M$  erfiillt,  die  ganz  der  -M2n-i 

(367)  Fl  =  cu     F2  =  c, 

angehort,  in  der  die  Ausgangsintegralkurve  liegt.  Da  man  diese  M3 
auch  aus  den  charakteristischen  M2  aufgebaut  denken  kann,  die  zu  den 
beiden  von  F±  bzw.  F%  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  gehoren,  so 
muB,  wenn  eine  Integralkurve  einem  Felde  angehort,  auch  die  ganze 
M3,  soil  heiBen:  alle  in  ihr  zusammengefaBten  Integralkurven,  dem 
Felde  angehoren.  Umgekehrt  miissen,  wenn  man  aus  den  Integral- 
kurven  der  M2n_1  (367)  soil  ein  Feld  herausgreifen  konnen,  die  bei 
den  Integrate  (367)  in  Involution  liegen.  Denn  ist  (Flt  FJ  von  Null 
verschieden,  so  wird  ja  die  _M2,  die  eine  der  Gruppen,  etwa  die  zu 
Fl  =  Const,  gehorige,  aus  einer  Integralkurve  erzeugt,  durch  die  andere 
(aus  Fz  entspringende)  Gruppe  in  eine  M^  iibergefiihrt,  die  nicht  mehr 
der  J/2n_!  (367)  angehort.  Aus  den  oo8n~2  Integralkurven  einer  Min_l 

FI=CI,     F2  =  c, 

lafit  sich  also  dann  und  nur  dann  ein  Feld  herausgreifen,  wenn  die 
aus  F^  und  F^  gebildete  Poissonsche  Klammer 

(^,^,)  =  0 

ist,  also  die  beiden  Integrate  in  Involution  liegen. 

Durch  unmittelbare  Verallgemeinerung  folgt  daraus  der  Satz: 
Hat  man  n  Integrate  des  kanonischen  Systems 

(368)  F,=Cl,    Ft  =  c,,   ...,   Fn  =  cn, 

die  eine  Mn  +  l  mit  oon  Integralkurven  bestimmen,   so   bilden  die  oon 
Integralkurven  einer  solchen  Mn  +  l  (368)  stets  dann  und  nur  dann  ein 
Feld  von  Extremalen  der  Eulerschen  Gleichungen,  wenn  fiir  je  zwei 
dieser  Integrate  die  Poissonsche  Klammer  identisch  verschwindet: 
(368a)  (Flt  FJ  =  0, 

also  die  n  Integrate  paarweise  in  Involution  liegen.  Die  aus  den  ein 
zelnen  Integralen  entspringenden  eingliedrigen  Gruppen  bilden  dann 
in  ihrer  Gesammtheit  eine  w-gliedrige  Gruppe,  und  die  Transforma- 


332)  S.  Lie  spricht  zunilchst  von  vertauschbaren  (permutablen)  Transforma 
tionen;  vgl.  S.  Lie,  Kurzes  Re'sume'  "9)  =  Werke  III,  p.  1. 

Die  Zusammensetzungskonstanten  der  zweigliedrigen  Gruppe  [vgl.  II  A  6 
(L.  Maurer  u.  H.  Burkhardt),  Nr.  5]  sind  hier  gleich  Null. 
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tionen  dieser  Gruppe  erzeugen  aus  einer  beliebigen  Integralkurve  die  oo" 
Integralkurven  des  Feldes  bzw.  eine  charakteristische  Mn  +  l)  die  die 
Extremalen  des  Feldes  enthalt. 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation   dieser  w-gliedrigen 
Grruppe  findet  in 

/        2TT  2  TT  3TT    \ 

da , 


/Q«Q\ 

I  dF,     .  8Fn\  . 

•*-      +  •  •  •  +  AtM  ~    n)  dec 
dqQ  r"  ^g'p/ 

ihre  analytische  Darstellung.    Auch  von  hier  aus  iiberzeugt  man  sich 
leicht,  da8  die  Integralkurven  der  Mn  +  1  (368)  ein  Feld  bilden.  Denn 
fiir  irgend  zwei  Fortschreitungsrichtungen,    die   der   aus  (368)  durch 
Hinzunahme  von  t  =  Const,  entstehenden  Mn  angehoren,  d^q  ,  d^p 
und  3WqQ,  d&pQ,  gilt  nach  (369)  und  (368  a) 

8  a  dp  =  0, 


d.  h.  die  bilineare  Kovariante  von  zwei  beliebigen  Fortschreitungs- 
richtungen  ist  stets  Null.  Bestimmt  man  daher  aus  den  n  Beziehungen 
(368)  die  p1}  ...,pn  als  Funktionen  der  qly  ...,  qn,  t,  so  ist 

Pi  <?&  H  -----  h  Pn  dqn 

ein  exaktes  Differential,  und  zwar  ist  es  das  Differential  der  Funk- 
tion  S  des  Feldes  in  dem  (qlt  ..  .,  qn,  ^)-Raum  fiir  eine  Mannigfaltig- 
keit  t  =  Const.  Demgemafi  hat  man  in 


wo  man  in  H  fur  die  plf  ...,pn  ebenfalls  die  berechneten  Funktionen 
einzusetzen  hat,  das  Differential  der  Feldfunktion  S(ql}  .  .  .,  qn,  t\  Die 
systematische  Integration  des  kanonischen  Systems  kommt  also  dar- 
auf  hinaus;  n  Integrale  zu  finden,  die  paarweise  in  Involution  liegen. 
Hat  man  n  solcher  Integrale,  d.  h.  die  Halfte  der  zu  einer  volligen 
Durchfuhrung  der  Integration  erforderlichen  Integrale  ermittelt,  so 
erhalt  man,  wenn  man  aus  ihnen  die  jpj,...,pn  als  Funktionen  der 
2i?  •  ••>  Q.nj  t  un<^  ^er  Konstanten  clt  .  .  .,  cn  berechnet,  eine  w-parametrige 
Schar  von  Feldern  und  also  nach  Nr.  17  durch  die  Quadratur 

(370)    f(p,dq,  +  ...+pJqn-Hdt)  =  S(q1}  ...,  qn,  t,  c,,...,  cn) 

eine  vollsidndige  Losung  S(ql}  .  .  .,  qn,  t,  q,  .  .  .,  cn)  der  Hamilton-  Jacdbi- 
schen  partiellen  Differentialgleichung.333)  Damit  hat  man  dann  un- 

333)  In  dieser  Fassung  ist  der  Satz  von  C.  J.  G.  Jacobi,  Nova  methodus 
J.  f.  Math.  60   (1862),    p.  1  =  Werke  V,   p.  1,  vgl.  insbes.  p.  22,    ausgesprochen. 
Jacobi  bezeichnet  den  Satz  dort  als  theorema  gravissimum. 
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mittelbar  die  n  weiteren  Integrale.  Denn  nach  Nr.  17  findet  man  sie 
aus  einer  solchen  vollstandigen  Losung  vermoge  der  Beziehungen 

C  S  0  S 


Um  ihnen  die  Gestalt 
(372) 


zu  geben,  hat  man  nur  noch  fur  die  c1}...,cn  die  Funktionen  (369) 
einzufiihren.  Die  Integrale  (369)  sind  andererseits  natiirlich  aquiva- 
lent  mit  den  Beziehungen 

/oat    \  d  S  8  S  SS 

(371  a)  „  -  =  P-a       ~  =  P»>     •••>     a     =Pn> 

dffi  ctit  din 

die  ja  nichts  anderes  sind  als  die  nach  den  p1)...)pn  aufgelosten  Be 
ziehungen  (369). 

Die  zu  den  Integralen  (372)  gehorenden  n  infinitesimalen  Trans- 

formationen 

/i  n  ?\ci 

/ f\1~!  O  \  ^11\  ^'-^^Sv  ^(  }\  ^  *-^  /     £• 

(373)  owq0  =  -„-  xoa,     owjp?= --^— ^o« 

haben  nach  (371)  die  Gestalt 

(373  a) 


0    ,  «* 

°(  '  P>J=  -         Q        +    /  "  Q—       -  "5  -  )  0  OC. 

\dc;     '   ^J  dcKdca   dqfJJ 

Jede  von  ihnen  ist  eine  Ubeiiagerung  der  infinitesimalen  Transforma 

tion834) 

(373b)  dWq0  =  07     d^p,,  =  —  |P?  da 

• 


mit  den  n  aus  den  Integralen  Fa  =  ca  entspringenden  infinitesimalen 
Transformationen. 


334)  Die  infinitesimale  Transformation  (373 b)  bedeutet  offenbar  den  Uber- 
gang  von  einem  zu  bestimmten  Werten  der  Konstanten  c, ,  .  . .,  cn  gehorigen  Felde 
zu  einem  Nachbarfelde  mit  geandertem  Werte  der  Konstanten  c^.  Somit  ist 
auch  (373)  eine  infinitesimale  Transformation,  die  die  Integralkurven  des  ersten 
Feldes  in  die  dieses  Nachbarfeldes  uberfuhrt.  Nur  werden  gegeniiber  der  in 
finitesimalen  Transformation  (373 b)  die  Integralkurven  des  Feldes  noch  unter- 
einander  vertauscht. 
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Danach  1st335) 
(VJA.\  (C      T?\         dF*         1°      K=^T 

(<*i>FJmm-9£mm[l     A  =  T 
und  welter336) 

(375)  (Git  GJ  =  0, 

d.  h.  die  Integrale  des  kanonischen  Systems,  die  aus  einer  vollstandi- 
gen  Lb'sung  der  Hamilton-Jacobischen  Gleichung  entspringen  und  die 
sich  nach  Nr.  19  in  zwei  Abteilungen 

(376)  **i-Ci,  -..,  Fn  =  c/t 
und 

(376a)  0,  — ft,  ..-,  £„  =  ?, 

anordnen,  haben  die  Eigenschaft:  Je  zwei  Integrale  ein  und  derselben 
Abteilung  liegen  in  Involution.  Ein  beliebiges  Integral  einer  Abtei- 
lung  liegt  ferner  auch  zu  alien  Integralen  der  anderen  Abteilung  in 
Involution  mit  Ausnahme  desjenigen  Integrals  der  anderen  Abteilung, 
das  die  gleiche  Nummer  tragt.  Fiir  diese  beiden  ist  die  Poissonsche 
Klammer  gleich  1.  Zwei  solche  zusammengehorige  Integrale  wurden 
bereits  oben  als  konjuyierte  Integrals  des  kanonischen  Systems  be- 
zeichnet.337)  Die  2n  Integrale  (376)  und  (37 6  a)  bilden  eine  kano- 
nische  Basis338)  der  Funktionengruppe  der  2n  Integrale.339) 


335)  Denn  Fr  bleibt  doch  ungeandert  bei  alien  aus  F1  ,  .  .  .  ,  Fn  entspringen- 
den  Transformationen.  Daher  ist  die  Anderung  von  Fr  bei  der  infinitesimalen 
Transformation  (373)  gleich  der  Anderung,  die  die  infinitesimale  Transformation 
(373  b)  erzeugt,  also 


336)  Denn  nach  (373  a)  und  (374)  ist  die  Anderung  von  G>  bei  der  Trans 
formation  (373) 


337)  Bei  einer  infmitesimalen  Transformation,    die    aus   einem  dieser  Inte 
grale  entspringt,  bleiben  also  die  samtlichen  Funktionen  der  gleichen  Abteilung 
invariant,    ebenso    alle  Funktionen    der   anderen  Abteilung   mit  Ausnahme   der 
konjugierten  Funktion.   Es  wird  bei  der  aus  G}    entspringenden  Transformation 
die  Mannigfaltigkeit  F-/=c)  in  die  Mannigfaltigkeit  F-,  ,  =  CA  +  8  a  ubergefiihrt. 
Dem  entspricht,  daB  bei  der  aus  F^  entspringenden  Transformation  die  Mannig 
faltigkeit  G^  =  yi  in  die  Mannigfaltigkeit  GjL  =  yi  —  Sa  iibergefuhrt  wird. 

338)  Vgl.  S.  Lie,    tjber    partielle    Differentialgleichungen    erster    Ordnung, 
Christiania  Forhandlingar  i  Vidensk.  Sels.  (1874),   p.  16  =  Werke  III,  p.  32,  ins- 
besondere  p.  45. 

339)  Man    kann  entsprechend   von  jeder  Basis   der  Funktionengruppe   der 
2n  Integrale  (d.  h.  von  jedem  System  von  2n  unabhangigen  Integralen)  des  kano- 
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Die  Ausnahmefalle  des  Poissonschen  Theorems,  in  denen  die 
Poissomche  Klamraer  aus  zwei  Integralen  kein  neues  Integral  gibt, 
sind  danach  in  ihrer  Bedeutung  erkannt.  Geht  man  von  den  Trans- 
formationsgruppen  aus,  die  mit  den  Integralen  verkniipft  sind,  so 
lassen  sie  sich  noch  folgendermaBen  kennzeichnen:  Die  Integralkurven 
des  kanonischen  Systems,  die  der  M2n_l 

(377)  *!-*,     F2  =  c, 

angehoren,  werden  in  den  drei  Ausnahmefallen  durch  eine  Transfor 
mation  der  beiden  aus  F{  bzw.  F2  entspringenden  eingliedrigen  Gruppen 
in  Integralkurven  ubergefiihrt,  die  samtlich  wieder  ein  und  derselben 

JH.-1 

(378)  Fl  =  Const.,     F,  =  Const. 

angehoren.  Im  allgemeinen  Falle  aber,  wo  die  Poissonsche  Klammer 
(Fi,  FZ)  ein  neues  Integral  zu  F:  und  Fa  hinzuliefert,  ist  das  nicbt 
mehr  der  Fall.  Bei  einer  Transformation  einer  der  beiden  Gruppen 
gehen  nur  diejenigen  Integralkurven  der  MZn_1  (377)  wieder  in  In 
tegralkurven  der  gleichen  M2n_1  (378)  iiber,  fur  die  die  Konstante  in 

(379)  (Fl,F,~)  =  Const. 

einen  festen  Zahlwert  bat,  so  daB  bierdurcb  eine  Weiterzerlegung 
der  oo2"-3  Integralkurven  der  M2a_:  (377)  in  oo1  ,Abteilungen  er- 
reicht  wird. 

Hiermit  ist  die  Wendung,  die  Jacob/  dem  Poissonschen.  Theorem 
gegeben  hat,  ihrem  Wesen  nach  erklart.  Fiir  Jacobi  selbst  und  seine 
unmittelbaren  Nachfolger  hatte  sie  den  Charakter  von  etwas  Wunder- 
barem.  Daher  erscheint  es  erklarlich,  daB  man  vielfach  nach  Verall- 
gemeinerungen  des  Poissonschen  Theorems  gesucht  hat840),  sei  es  durch 
formales  Rechnen,  sei  es  durch  mehr  begriffliche  Uberlegungen. 


nischen  Systems  zu  einer  solchen  kanonischen  Basis  iibergehen.  Man  vgl.  hierzu 
auch  die  tlberlegungen  von  J.  Bertrand  in  der  Note:  Sur  le  theoreme  de  Poisson, 
zu  Lagranges  Mecanique  analytique  (J.  L.  Lagrange,  (Euvres  XI,  p.  484).  Wie 
die  2n-gliedrige  ganze  Funktionengruppe  der  2n  Integrale  kann  man  auch  jede 
darin  enthaltene  A;-gliedrige  Untergruppe  auf  kanonische  Gestalt  bringen  (vgl. 
Nr.  28,  wo  die  Bedeutung  einer  mit  Hilfe  des  Poi'ssonschen  Theorems  gewonnenen 
&-gliedrigen  Funktionengruppe  von  k  Integralen  fiir  die  systematische  Integration 
des  kanonischen  Systems  behandelt  wird). 

340)  E.  Schering,  Verallgemeinerung  der  Poisson -Jacobischen  Storungs- 
formeln,  Gott.  Abh.  19  (1874),  p.  3  =  Werke  I,  p.  249  (vgl.  insbes.  p.  271),  gibt 
z.  B.  folgenden  Satz:  Ist  die  Funktion  H  des  kanonischen  Systems  von  der  un- 
abhangigen  Veranderlichen  t  frei  und  kennt  man  dann  fiir  das  Problem  ein  von 
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Alle  diese  Erweiterungen  des  Poissonschen  Theorems  werden  sofort 
verstandlich,  wenn  man  davon  ausgeht,  daB  das  Poissonsche  Theorem 
nur  die  Verbindung  der  beiden  Tatsachen  vorstellt: 

1.  Zu  jedem  Integral  des  kanonischen  Systems  (336) 

(380)  F(qlf...,  q^Pv-.-tPn,  0  =  Const, 
gehort  eine  Losung  der  Jacobischen  Gleichungen  (348) 

(381)  *a,-i£««.     *ft--if*« 

2.  Irgend   zwei   Losungen   der   Jacobischen    Gleichungen   erteilen 
der  bilinearen  Kovariante 


einen  konstanten  Wert. 

Nun  ist  diese  bilineare  Kovariante  das  Element  der  charakteristi- 
schen  Integral! nvariante  zweiter  Ordnung  des  kanonischen  Systems  (vgl. 
Nr.  21).  Aber  neben  diese  Integralinvariante  zweiter  Ordnung  treten 
die  charakteristischen  Integralinvarianten  vierter,  sechster,  . . .  2wter  Ord 
nung  des  kanonischen  Systems,  deren  Integranden  ebenfalls  beim  Fort- 
schreiten  langs  einer  Integralkurve  konstant  bleiben.  Wenn  man  daher 
in  diese  Integranden  an  Stelle  der  dq^,  dp^  Losungssysteme  der  Jacobi- 
schen  Gleichungen  einsetzt,  die  sich  in  der  Art  von  (381)  aus  Inte- 
gralen  des  kanonischen  Systems  herleiten,  so  erh'alt  man  Ausdriicke, 
die  langs  der  Integralkurven  des  kanonischen  Systems  konstant  bleiben 
und  also  evtl.  neue  Integrate  des  kanonischen  Systems  liefern  konnen. 
Beispielsweise  ergibt  sich  aus  der  Integralinvariante  vierter  Ordnung 
(286),  daB  der  aus  vier  Integralen  des  kauonischen  Systems 

(382)  F,  =  CI,     F,  =  c2,    Fz  =  c3,     F,  =  c, 


t  abhangiges  Integral 

•FCPn  •  --iPn.  2n  •••!  2m  *)  =  Const., 

dF 
so  ist  auch     ^-  =  Const,  wieder  ein  Integral  des  Problems.  Denn  man  erhalt  ja 

ot 

bei  der  angegebenen  Voraussetzung  aus  einer  Integralkurve  durch  Verschiebung 
in  der  i-Richtung  wieder  eine  Integralkurve.  Also  miissen  gleichzeitig  die  beiden 
Gleichungen 

F(pt,  ...,l>n,2i,  ••-,  <Zn>  <)  =  Const. 
und 

....,      ,  •••        .  *       A<  =  Const. 


bestehen,  woraus  unmittelbar  der  Satz  folgt. 
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gebildete  Ausdruck 

o  Fl     c  jPj      d  Fs     d  If 


(382  a) 


3 

8F 


dF, 


dqa 


=  Const. 


ist  langs  jeder  Integralkurve  des  Systems.341)  Analog  laBt  sich  aus  6, 
8;  usw.  Integralen  ein  neues  Integral  ableiten,  und  diese  Reibe  scblieBt 
darnit  ab,  daB  die  aus  alien  2n  Integralen  des  kanoniscben  Systems 

/OQO\  XT .  Jji -pi  _ 

1  1 J  2  2  ?        '  '  *  7  2  n  2  n 

gebildete  Determinante  der  Ordnung  2n 

I  ftp      $  j?  c  F  . 


(383  a) 


'    dpi  '  dpi 

'    dq.t'      '  ''   "dqt 


8F,      8F, 


8F,      8F, 


dqn 


—  Const. 


langs  der  einzelnen  Integralkurve  bleibt.  In  diesem  letzten  Falle 
liegt  auf  der  Hand,  daB  die  rechte  Seite  von  (383  a)  eine  Funktion  der 
2n  Integrate  (383)  sein  muB,  also  der  2w-gliedrigen  Funktionengruppe 
aller  Integrale  angehoren  muB.  Aber  aucb  allgemein  gilt,  daB  man 
durch  Bilden  dieser  Ausdriicke  wie  (382  a)  usw.  nicht  aus  der  Funk 
tionengruppe  herauskommt,  die  die  zu  ibrem  Aufbau  benutzten  Inte- 
grale  bestimmen,  daB  also  diese  Ausdriicke  gegenuber  den  einfachen 
Poissonschen  Klammern  nicbts  wesentlicb  Neues  liefern  konnen.  342) 


341)  Das  findet  sich  ausgesprochen  bei  H.  Laurent,  Sur  un  theoreme  de 
Poisson,  J.  de  math.  (2)  17  (1872),  p.  422,  und  wird  daher  wohl  als  Laurentscher 
Satz  bezeichnet. 

342)  Das  zeigt  S.  Lie,  Begriindung  einer  Invariantentheorie  der  Beriihrungs- 
transformationen,  Math.  Ann.  8  (1875),  p.  215  =  Werke  IV,  p.  1;  vgl.  insbes. 
§  26,  p.  300  bzw.  p.  93. 
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Fiir   die   Ausdriicke   (382  a)   usw.   leitet   man   das   auch   leicht   direkt 
ab.818) 

27.  Vereinfachung  des  kanonischen  Systems  bei  Kenntnis  eines 
Integrals.  Nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer  hat  man  zur 
Durchfiihrung  der  Integration  des  kanonischen  Systems  n  Integrale 
zu  bestimmen,  die  paarweise  in  Involution  liegen.  Fiir  ein  systema- 
tisches  Aufsuchen  dieser  Integrale  kann  man  an  den  Gedanken  an- 
kniipfen,  der  es  beim  Vorliegen  einer  zyklischen  Koordinate  ermog- 
licht,  das  kanonische  System  der  Ordnung  2w  auf  ein  kanonisches 
System  der  Ordnung  (2n  —  2)  zuriickzufiihren,  weil  die  zu  der  zykli 
schen  Koordinate  gehorige  Impulskomponente  konstant  ist.  Da  namlich 
die  Konetanz  der  Impulskomponente  nichts  anderes  bedeutet,  als  daB 
man  ein  erstes  Integral  des  urspriinglichen  kanonischen  Systems 

343)  In  der  Tat  ist  ja  [vgl.  auch  (285)] 


+ 


S3Pa 

8sqa 


8lPa, 


-2 


,    d*P(, 


Die  Summe  der  Determinanten  vierter  Ordnung  setzt  sich  also  in  einfachster 
Weise  aus  den  Summen  der  Determinanten  zweiter  Ordnung  zusammen.  Analoges 
gilt  auch  von  den  Summen  der  Determinanten  sechster ,  achter  usw.  Ordnung 
[vgl.  (287)].  Das  ubertragt  sich  dann  auf  die  Determinanten  der  Gestalt  wie 
(382 a)  usw.  bis  (383 a),  die  sich  in  der  gleichen  Weise  aus  Poissonschen  Klam- 
mern  aufbauen  lassen.  Vgl.  H.  Poincare,  Method,  nouv.  Ill,  p.  23. 

Beispielsweise  ergibt  sich,  wenn   man   die  Determinante  (383  a)  mit  D  be- 
zeichnet, 


..-,   (Fn,Fn) 

. . .,  (Fn,Fn+l) 


n+i  ?  -^sn))      •  •  •  i   (.-^2 
Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  n. 
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kennt  -  -  eben  pn  =  Const.,  wenn  qn  die  zyklische  Koordinate  ist  — 7 
so  ergibt  sich  die  Frage,  ob  eine  entsprechende  Vereinfachung  auch 
aus  der  Kenntnis  eines  beliebigen  ersten  Integrals  des  kanonischen 
Systems 

dq0         cH  dp»  dH 

==>  =      -  (P  «!,...,*) 


entspringe  (vgl.  hierzu  insbes.  Nr.  181)).  Nun  bestimmt  bei  Auftreten 
einer  zyklischen  Koordinate  qn  das  reduzierte  kanonische  System 

/ooc\  do,,        dH  dp,,  dH     f  .,  x 

(385)  7  =  5- - .          ff  =  -  (p  =  1  >  •  •  •>  w  —  1) 

a£          0p,j  »$  0fio 

nach  Nr.  9  im  J2n  +  1  der  (q1}  .  ..,  gn,  f)  die  Projektionen  der  Raumzeit- 
kurven  auf  die  Mn  der  (<?i>  ••-,<?„_!,  0  bzw.,  was  das  gleiche  bedeutet, 
die  ,,zylindrischenu  Jf2,  die  von  den  Raumzeitkurven  und  den  zur  qn- 
Richtung  parallelen  Erzeugenden  gebildet  werden.  Da  diese  parallelen 
Erzeugenden  aber  nichts  anderes  sind  als  die  Uberfiihrungskurven  der 
eingliedrigen  Gruppe  der  Parallelverschiebungen  in  der  qn-  Rich  tun  g7 
deren  infinitesimale  Transformation 

(386) 

zu  dem  Integral 

(387)  Pn=cn 

gehort,  so  kann  man  auch  sagen,  das  reduzierte  System  (385)  be 
stimmt  die  charakteristischen  Mz,  die  aus  dem  z"ii  der  zyklischen 
Koordinate  gehorigen  Integral  (387)  entspringen. 

Das  la-fit  sich  nun  auf  ein  beliebiges  erstes  Integral  des  kancmi- 
schen  Systems  (384) 

(388)  Gfa,  . .  -,pn,  ft,  . . .,  qn,  t)  =  Const.  —  c 
iibertragen.344)    Denn  auch  hier  bestimmen  zu  jeder  Integralkurve  des 
kanonischen  Systems  im  J?2n  +  i  ^er  (Poi  Qo>  fy  die  Uberfiihrungskurven 
der  aus  dem  Integral  (388)  entspringenden  eingliedrigen  Gruppe,  d.  h. 
die  Integralkurven  des  Systems 

(388a)  dq  —  ~     da,         ^Po==~'^ — ^a  (^  =  ®)> 

eine  charakteristische  Jfs,  die  iiberspannt  ist  von  einem  Netze,  ge 
bildet  von  oo1  Integralkurven  des  kanonischen  Systems  (384)  und  oo1 
Uberfiihrungskurven  der  Gruppe  (388  a).  Daher  ist  es  naturgernaB, 
aus  dem  vorgelegten  kanonischen  System  (384)  ein  System  von  Glei- 


344)  Der  Buchstabe  G  werde  als  Funktionssymbol  gewahlt,  damit  die  Be- 
zeichnung  mit  der  in  Nr.  18  b  ubereinatimmt. 
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chungen  zur  Bestimmung  dieser  charakteristischen  M2  zu  entwickeln, 
wenn  man  den  Gedanken  verallgemeinern  will,  der  im  Falle  der  zyk- 
lischen  Koordinate  von  dem  urspriinglichen  kanonischen  System  (384) 
zu  dem  veremfachten  kanonischen  System  (385)  gefiihrt  hat. 

Dazu   lost  man   das  Integral  (388)   nach  einer   der  Impulskom- 
ponenten,  etwa  nach  pn,  auf  und  schreibt  an  Stelle  von  (388): 

Es  liegt  dann  uahe,  auf  der  charakteristischen  M2  neben  t  die  Orts- 
koordinate  qn  als  unabbangige  Veranderliche  einzufuhren,  so  daB  man, 
urn  die  M2  zu  erhalten,  pl}  ...,#„_,,  ft,  . .  •,qn_l  als  Funktionen  von 
qn  und  t: 

(390) 


zu  bestimmen  hat,  wahrend  pn  als  Funktion  von  gw  und  t  dann  durch 
(389)  geliefert  wird. 

Bei  dieser  Koordinatenwahl  auf  der  M2  hat  man  auf  den  Uber- 
fiihrungskurven,  die  ja  die  Kurven  t  =  Const,  auf  der  Mt  sind,  qn  als 
unabhangige  Veranderliche  zu  benutzen.  Ihre  Differentialgleichuno-en 
lauten  dann  entsprechend  der  Gestalt  (389),  die  das  erste  Integral  er 
halten  hat345), 

(389a)  ^=1^,      ^  =  -f,       «  =  0 

Sin          dty'         8zn  dq_^ 

(Q  =  !,...,»—  1). 

Andererseits  erhalt  man  fur  die  Integralkurven  des  vorgelegten  kauo- 
nischen  Systems  (384),  die  auf  einer  M2  liegen,  eine  neue  Darstellung, 
wenn  man  in  H(plf  .  .  .,  pn1  ql}  .  .  .,qn,  t)  die  Impulskomponente  pn  durch 

345)  Schreibt  man  statt  (389) 

8S          /S8  dS  \ 

+  '"''  "   «"--'-       ««'    *'   C     = 


so  erkennt  man,    daB   man  von    der  Hamilton-  Jacobischen  Gleichung   des  Para- 
meterproblems 


zu  der  des  zugehorigen  Funktionenproblems   mit  #n  als  unabhangiger  Verander- 
lichen  iibergegangen  1st,  das  die  Gestalt 


1 


Ln  =  Extrem. 
hat  (vgl.  Nr.  18  b). 
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die  Funktion  (389)  ersetzt  und  so  H  in 
(391)     S(plf...,pn_l;  &,  ...  ,&,_!,  qn,t,  c) 

uberfiihrt.    Das  kanonische  System  (384)  geht  dadurch  iiber  in 

Idq^  _          dH  _  dH    .     dH  dh 

dp          an         /a2     TJT?^        (e  =  1'  '"'n~ 

wozu  noch 


hinzutritt. 

Die  2(n  —  1)  Gleichungen  (392)  stellen  nun,  fiir  sich  betrachtet, 
ein  P/a/fsches  System  vor: 


(393) 


{dH  -,,    ,     a/» 

=  —  \^^  +  ^rt" 


und  es  zeigt  sich  insbesondere,  daB  sie  ein  vollstandig  integrables 
System346)  von  (2w  —  2)  totalen  Differentialgleichungen  bilden.  Jedes 
Integral 

dieses  Systems  muB  namlich  gleichzeitig  den  beiden  Imearen  partiellen 
Differentialgleichungen347) 

(394  a) 

geniigen,  wobei  zur  Abkiirzung 
(395)  { ^, 


346)  Das  isfc  hervorgehoben  von  £.  Morera,   I  sistemi  canonic!  d'equazioni 
ai  differenziali  totali  nella  teoria  di   gruppi   di  trasformazioni,  Turin  Atti  dell' 
ace.  di  BC.  38  (1902—03),  p.  940.    Vgl.  hierzu  auch  die  Darstellung  bei  T.  Levi- 
Civita,   Drei  Vorlesungen  uber  adiabatische  Invarianten,  Hamburg  Abhandl.  aus 
d.  math.  Sem.  6  (1928),  p.  323,  insbes.  p.  352—358. 

347)  Dieses    System    der    zwei    linearen    partiellen    Differentialgleichungen 
liegt  auch  den  Untersuchungen  von  E.  Bour   zugrunde,   dem   es   zuerst  gelang, 
bei  Kenntnis  eines  Integrals  die  Anzahl  der  unbekannten  Funktionen  im   kano- 
nischen  System   um   zwei    zu    erniedrigen.     Vgl.  E.  Bour,   Sur  1'integration  des 
equations  diff.  de  la  mecanique  analytique,  J.  de  math.  20  (1855),  p.  185. 
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gesetzt  ist.  Diese  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
sind  somit  dem  P/or/fschen  System  (393)  Equivalent,  und  es  laBt 
sich  leicht  erkennen,  daB  diese  beiden  Gleichungeu  (394  a)  im  Sinne 
der  Theorie  der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  eiu  voll- 
stdndiges  System**8)  bilden  [vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Nr.  13],  woraus 
unmittelbar  die  vollstandige  Integrabilitat  von  (393)  folgt. 

Die  M2,  die  sich  als  Losungen  des  Systems  (393)  ergeben,  sind 
aber  gerade  die  gesuchten  charakteristischen  M%.  Denn  auf  ihnen  liegen 
einmal  die  Uberfiihrungskurven  der  eingliedrigen  Gruppe,  da  man  ja 
die  Gleichungen  (389  a)  erhalt,  wenn  man  in  (393)  dt  =  0  setzt, 
andererseits  die  Integralkurven  des  kanonischen  Systems,  das  sich  er- 
gibt,  wenn  man  zu  (393)  noch  die  Differentialgleichung  (392  a)  hinzu- 
nimmt.  Die  Integration  des  vollstandig  integrablen  Systems  (393) 
kommt  aber  auf  die  Integration  eines  gewohnlichen  kanonischen 
Systems  mit  (2n  —  2)  unabhangigen  Funktionen  ^ , .  •  -,pn_1,  (7i?  •••><?„_! 
zuriick-  Kennt  man  namlich  auf  einer  M%  in  einem  Punkt  P0(q%\  tQ) 
die  Werte  p<°>,  ...t^_lt  q?,  ...,  q^  [und  aus  (389)  p^],  so  erhalt^man 
die  Werte  p1}  ...,pn_i,  O.D  •••>  1n-\  in  einem  beliebigen  Punkte  P  (qn,  f) 
der  M2,  indem  man  die  beiden  Punkte  durch  eine  Kurve  qn(ty,  t(fy 
verbindet  und  die  Anderung  der  ql} . . .,  qn_l}  p1}  ...fpn_1  langs  dieser 
Kurve  bestimmt.  Denn  wegen  der  vollstandigen  Integrabilitat  von 
(392)  sind  die  erreichten  Endwerte  unabhangig  davon,  langs  welcher 


348)  Und  zwar  insbesondere   ein   Jacobisches  System.     Bezeichnet  man  die 
linken  Seiten  von  (394  a)  mit  Xt  f  bzw.  X,  /",  so  ist  der  Klammerausdruck 

(XiXjf-idW-Jt-iH,  F} 

01  v^n 


Unter  Heranziehung  der  Jacobischen  Identitat  ergibt  sich  also 


Ersetzt  man  andererseits  in  der  Gleichun 


die    angibt,    daB     G    ein    Integral    des    kanonischen    Systems    ist,     die    Impuls- 
komponente  pn  durch  (389),  so  ergibt  sich 


so  daB  der  Klammerausdruck  (X^XJf  in  der  Tat  identisch  Null  ist. 
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Kurve  man  von  P0  nach  P  gelangt   ist.    Setzt  man  nun  noeh  langs 
der  ausgewahlten  Kurve  #n(A), 

(396)     H(plt. ..,Plt_   ,  qlf 


so  lauten  die  Gleichungen  (393)  langs  der  Kurve 

(397)  dlQ  _  dK         dj)(, dJT  =  j  j, 

Umgekehrt  liefert  die  Integration  dieses  kanonischen  Systems  mit 
2(n  —  1)  unbekannten  Funktionen  die  Werte  vonqlf  ..-,qn_1,  Pi,---,Pn-i 
in  einem  beliebigen  Punkte  (qn)  f)  und  damit  die  charakteristische 
3f2.349)  Genau  wie  im  Falle  einer  zyklischen  Koordinate  ist  somit 
das  vorgelegte  kanonische  System  bei  Kenntnis  eines  beliebigen  ersten 
Integrals  auf  ein  kanonisches  System,  das  zwei  unbekannte  Funktionen 
weniger  enthalt,  zurfickgefuhrt. 

349)  S.  Lie  verfahrt  so,  daB  er  die  Mz  mit  dem  Biischel  der  Mzn 

(398)  'In  ~  W  =  P  (t  -  *o)  ,  (P  =   2<f  I  f ' '  ) 

schneidet.  Er  kann  daun  jeden  Punkt  P  der  M^  von  P0  aus  langs  der  Schnitt- 
linie  erreichen,  die  die  Min  mit  dem  richtigen  Werte  von  ft  ausschneidet.  Da  er 
langs  dieser  Schnittkurve  t  als  unabhilngige  Veranderliche  benutzt,  wird  nach  (396) 

(398  a) 


und  das  System  (3(J7)  lautet 

(308  b)  *K 

at        di>n  dt  oq,j 

Symmetrischer  ist  es,  wenn  man 

In  ~  <W  ==  ('/!/>  -  O  1  ,  *-«.- 


setzt,  wo  i  wie  im  Text  die  unabhangige  Veranderliche  ist  (G.  Morera,  1.  c.  S48)), 
so  daB  nach  (396) 


wird.  Aus  einer  Integralkurve  von  (397)  erhlilt  man  dann  die  zugehorige  3/2, 
die  die  Losung  von  (396)  ist,  indem  man  einf'ach  31  =  1  nimmt  und  gleichzeitig 
q^  durch  die  Veranderliche  qn,  tt  durch  t  ersetzt. 

Auf  diesem  Wege  ergibt  sich  auch  aus  einem  Integral  von  (397)  ein  Inte 
gral  des  Systems  (393). 


27.  Vereinfachung  des  kanonischen  Systems  bei  Kenntnis  eines  Integrals.      719 

Dem   kanonischen  System  (397)   gehort  die   Hamilton-Jacobische 
partielle  Differentialgleichung 

(400)    ^r + - 

zu.  Eine  Losung  V(ql}  ...,  qn_i,  fy  dieser  Gleichung  bestimmt  ein  Feld 
des  Systems  (397),  d.  h.  eine  Schar  von  oo*-1  Extremalen  des  zu- 
gehorigen  Variationsproblems,  die  die  Schar  der  oo1  Mannigfaltigkeiten 
V '=  Const,  transversal  schneiden.  Aus  jeder  Extremale  aber  leitet 
man  die  zu  gehorige  Jf2  ab,  die  die  Losung  des  Systems  (393)  ist, 
so  daB  man  eine  Schar  von  oo"-1  M^  erhalt,  und  da  auf  jeder  M2 
gerade  oo1  Integralkurven  des  urspriinglichen  kanonischen  Systems 
(384)  liegen,  hat  man  damit  auch  ein  Feld  des  urspriinglichen  Sy 
stems.  Die  Feldfunktion  S(qlf  . . .,  qn,  t)  dieses  Feldes  erhalt  man  in 
der  gleichen  Weise  aus  V,  in  der  man  von  den  Integralkurven  des 
kanonischen  Systems  (397)  zu  den  Mz  iibergeht.  Die  Feldfunktion 
aber  muB  (vgl.  Nr.  18  b)  den  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

rr/as  as 

t401)        <  a*  ^ss 


oder  auch 

0  S          I          T-r  I  0  S  0  (S  A 

~3~t  +H\W^>' '  '>  aT»  «i»  •••»  «»'  V  =  °» 
(401  a) 


gleichzeitig  geniigen.350)  Also  findet  man  auch  umgekehrt  eine  Funk- 
tion  S(ql}  .  ..,  qn,  t\  die  gleichzeitig  Losung  der  beiden  partiellen  Diffe 
rentialgleichungen  (401)  ist,  in  der  Weise,  daB  man  von  einer  Losung 
der  partiellen  Differentialgleichung  (400)  ausgeht  und  sie  in  der  an- 
gegebenen  Weise  umbildet. 

Sind  durch  die  Integration  von  (393)  die  charakteristischen  Jf2 
bestimmt,  so  erhalt  man  die  auf  einer  einzelnen  M2  liegenden  Inte 
gralkurven  des  kanonischen  Systems  durch  eine  Quadratur.  Demi  da 

350)  Die  Bedingung 


die  ausspricht,  daB  G  =  c  ein  Integral  des  vorgelegten  kanonischen  Systems  ist 
bedeutet  von  diesem  Standpunkt  aus,  daB  die  beiden  partiellen  Differential 
gleichungen  (401  a)  eine  gemeinsame  Losung  besitzen.  Vgl.  E.  Sour,  Sur  Tinte- 
gration  des  equations  differ,  part,  du  premier  et  du  second  ordre,  Paris  J.  EC. 
Polyt.  22,  cah.  39  (1862),  p.  149,  vgl.  insbes.  p.  104. 
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die  Integralkurven   einer  M%   samtlich  zu  einem  Felde  gehoren,  mu6 
auf  der  Jf2  der  Ausdruck 


\  -----  \-pndqn—Hdt 
em    exaktes    Differential    sein.    Es    ist    also,    wenn    fiir   p]?  .  .  .,pn_1  , 
<?i>-  ••><?„_!  die  Funktionen  (390)  eingefiihrt  werden,  die  die  M2  dar- 
stellen,  und  pn  aus  (389), 

(402)  fi*(9.,  t,  c)  =f(Pl  f  «•-  +  •  •  •  +  A_,  '««  +  A)  <*,. 

+  (ft  7,'  +  •  •  •  +  A-I  -af1  -  #*(«..  «)<« 

die  Feldfunktion  fiir  das  von  den  Integralkurven  auf  der  Jf2  gebildete 
Feld.  Danach  werden  auf  der  M%  die  Integralkurven  des  kanonischen 
Systems  durch  die  Gleichung 

(403)  *£  _  r 

bestimmt.  Diese  Beziehung  entspricht  einem  Integral  des  vorgelegten 
kanonischen  Systems,  das  dem  fiir  die  Reduktion  verwendeten  Aus- 
gangsintegral  (388)  (in  der  kanonischen  Basis  der  Funktionengruppe 
aller  2n  Integrale)  kanonisch  konjugiert  ist. 

Das  vereinfachte  kanonische  System  (397)  hat  (2n  —  2)  Inte 
grale,  die  natiirlich  gleichzeitig  Integrale  des  vollstandig  integrablen 
Systems  (393)  sind.  Diese  Integrale  liefern  zugleioh  Integrale  des 
vorgelegten  kanonischen  Systems  (384),  und  zwar  sind  es  Integrale 
des  Systems,  die  zu  dem  Integral  G  =  c,  das  den  Ubergang  zu  dem 
vereinfachten  kanonischen  System  (397)  vermittelte,  in  Involution 
liegen.351)  1st  namlich 

(404)  f(Pi>--,Pn-i>  &>•••»  <?«>  '»  c)  =  Const- 

ein  Integral  des  vollstandig  integrablen  Systems  (393),  so  ist  f  eine 
Losung  der  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  (394a) 


(405) 


+  (s,  n  -  o, 

+  l*  rt-o. 

Geht  man  nun  dadurch,  daB  man  fiir  c   die  Funktion 

--,P«,  2i,  ••-,?»,  0 


351)  E.  Bour,  1.  c. S47).  Die  Integrale  bilden  in  Lies  Ausdrucksweise  eine 
(2  n  —  2)  -  gliedrige  Funktionengruppe,  die  reziprok  ist  zu  der  zweigliedrigen 
Funktionengruppe,  fiir  die  das  Integral  G  =  c  und  das  ihm  kanonisch  kon- 
jugierte  Integral  eine  Basis  vorstellen. 
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einsetzt,  zu  einer  Funktion  F(plf  .  .  .,  pn,  #1,  ••-,<?„,  f)  fiber,  so  ist 
(406)  F(plt  .  .  .,pn,  ql}  .  .  .,  qn,  *)  =  Const. 

einmal  ein  Integral  des  urspriinglichen  kanonischen  Systems,  da  nach 
der  ersten  der  Gleichungen  (405) 


ilt.    Andererseits     ilt  fiir  die  Poissonsche  Klammer 


d.  h.  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (405),  es  ist 

(407)  (G,  F]  =  0. 

Damit  ergibt  sich  schlieBlich  fiir  ein  kanonisches  System  mit 
2n  unbekannten  Funktionen  der  folgende  Weg  zur  Bestimmung  der 
n  paarweise  in  Involution  liegenden  Integrale,  die  zur  vollstandigen 
Durchfiihrung  der  Integration  erforderlich  sind.  Man  bestimmt  zu- 
nachst  ein  Integral  des  vorgelegten  kanonischen  Systems  selbst  und  fiihrt 
mit  dessen  Hilfe  das  System  in  ein  kanonisches  System  mit  (2n  —  2) 
unbekannten  Funktionen  iiber.  Yon  diesem  System  bestimmt  man 
erneut  ein  Integral,  stellt  mit  seiner  Hilfe  ein  neues  kanonisches 
System  mit  (2n  —  4)  unbekannten  Funktionen  her352)  und  geht  so 
fortfahrend  zu  kanonischen  Systemen  mit  (2n  —  6),  .  .  .,  2  unbekannten 
Funktionen  iiber.  Im  ganzen  hat  man  also  in  der  Ausdrucksweise 
S.  Lies  zur  vollstandigen  Integration  des  kanonischen  Systems  mit 
2n  unbekannten  Funktionen  je  eine  Operation  der  Ordnung  2n, 
2n  —  2,  ...,4,2  auszufiihren,  zu  denen  dann  noch  eine  Quadratur 
hinzutritt.  Die  einzelnen  kanomschen  Systeme,  die  man  so  her- 
stellt,  sind  Hilfssysteme  fiir  die  Integration.  Sie  vertreten  die  voll- 
standig  integrablen  Systeme  mit  2,  3,  ...,  n  unabhangigen  Verander- 
lichen,  die  die  charakteristischen  M2,  Mz,  .  .  .,  Mn  bestimmen,  auf 
denen  bzw.  je  oo1,  oo2,  ...,  oo71"1  Integralkurven  eines  Feldes  ange- 
ordnet  sind. 

Wenn  statt  eines  einzigen  Integrals  mehrere,  etwa  r,  Integrale 

(408)  JUfr,  .  .  .,pn,  qt,  .  .  .,  qn,t)  =  c,  ,  .  .  .,Fr(pt,  .  ..,pn,  q17  .  .  .,qn,i)  =  cr 

352)  Die  Integrale  dieses  Systems  liefern  gleichzeitig  Integrale  des  kano 
nischen  Systems  mit  (2w  —  2)  unbekannten  Funktionen,  die  samtlich  zu  dem 
Integral  dieses  Systems,  das  zur  Vereinfachung  gedient  hat,  in  Involution  liegen. 
Also  ergeben  sich  aus  ihnen  Integrale  des  vorgelegten  kanonischen  Systems,  die 
zu  den  beiden  bekannten  Integralen  dieses  Systems  in  Involution  liegen.  Mit 
jedem  weiteren  Schritt  wird  neben  dem  zur  Vereinfachung  benutzten  Integral 
gleichzeitig  das  diesem  konjugierte  Integral  aus  der  Basis  der  Funktionengruppe 
aller  2n  Integrale  ausgeschieden. 
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des  vorgelegten  kanonischen  Systems  gefunden  sind,  die  paarweise 
zueinander  in  Involution  liegen, 

(408a)  (J?,,  iy-0, 

so  kann  man  direkt  ein  vollstandig  integrables  System  mit  r  unab- 
hangigen  Veranderlichen  bzw.  das  zugehorige  kanonische  System  mit 
2(n  —  r]  unbekannten  Funktionen  aufstellen.  Denn  die  Integrale  (408) 
erzeugen  nach  Nr.  26  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Transformationen, 
die  der  einzelnen  Integralkurve  eirie  charakteristische  Mr  +  l  zuordnet. 
Daher  kann  man  zunachst  diese  Mr  +  l  bestimmen  und  erhalt  dazu, 
ganz  entsprechend  wie  in  dem  betrachteten  Sonderfall  eines  einzelnen 
Integrals,  ein  vollstandig  integrables  System  mit  2(n  —  r]  unbekannten 
Funktionen,  dessen  Integration  mit  der  des  kanonischen  Hilfssystems 
init  2(n  —  r)  unbekannten  Funktionen  gleichbedeutend  ist. 

Una  dies  vollstandig  integrable  System   zu  finden,   lost  man  die 
r   Integrale    (408)    nach    r    der    Impulskomponenten  p  .    etwa    nach 


Pn-r 


+1 


(408  b) 


und  denkt  auf  der  charakteristischeu  Mr  +  l  die  zugehorigen  Orts- 
koordinaten  qn_r+l}  .  ••,<?„  neben  t  als  unabhangige  V'eranderliche  ein- 
gefiihrt.358)  Aus  den  Involutionsbeziehuugen  (408  a)  ergeben  sich  fur 
die  Funktionen  (408  b)  die  entsprechenden  Beziehungen  354) 

(408C)  (P._r+a+  fa,  Pn-r  +  r+Q  =  0, 

die  man  auch  in  der  Form 

(409)  ^L-  -  +  {fa,ft}  =  0     (<r,»-l,...,r) 

V{in  —  r  +  a  vtln  —  r  +  t 

schreiben  kann,  wenn  man  die  Abkiirzung 


einfiihrt. 

353)  Vgl.    hierzu    T.  Levi-Civita,    Drei    Vorlesungen    fiber    adiabatische    In- 
varianten,  Hamburg  Abhandl.  aus  d.  math.  Sem.  6  (1928),  insbes.  p.  352. 

354)  Denn  aus  (408  a)  folgt  zunachst 


und  daraus  (408  c). 
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Bildet  man  genau  entsprechend  (391)  die  Funktion 

(410)  Hfa  ,...,  pn_r,   qi}  •  •  .,  qn-r,   Qn-r  +  l,  •  •  •>  <ln>   0 

=  H(P1}  ...,Pn_r,   —flt  -..,  —fr,   ft,  •••,?„»   0; 

so  ergeben  sich  zunachst  aus  den  Beziehungen 

(411)  ^  +  (ff,J^)  =  0,  (A--l,...,r) 

die  zum  Ausdruck  bringen,  daB  die  FA  =  CA  Integrale  des  vorliegen- 
den  kanonischen  Systems  sind,  fiir  die  Funktionen  (408  b)  die  Be 
ziehungen  355) 


wo    die    geschweiften    Klamniern    die    gleichen    Abkurzungen    wie    in 
(409  a)  bedeuten.    Dabei  sind  die  Beziehungen 


beuiitzt.  Fiihrt  man  aDe  diese  Beziehungen  nun  in  das  vorgelegte 
kanonische  System  ein,  so  ergeben  sich  an  Stelle  der  ersten  (n  —  r) 
Gleichungspaare  die  Beziehungen 


(414) 


zu   denen   dann   neben    den  r  Gleichungen   (408  b)   noch   die  r  Diffe- 

rentialgleichungen 

(415)  dqn_r  +  a  =  g-^—  c?^  (tf  =  1,  .  .  .,  r) 

°Xn  -r  +  o 

hinzutreten.  Auf  der  rechten  Seite  sind  darin  ebenfalls  fiir  pn_r+l,  ---^Pn 
die  Ausdriicke  (408  b)  einzusetzen. 

Die    Gleichungen  (414)    stellen    auch   hier   ein   vollst'andig    inte- 
grables  System  totaler  Differentialgleichungen  vor;  da  die  zugehorigen 


355)  Derm  (411)  schreibt  sich  in 


1 
um,  woraus 

~Ct 
und  weiter  (412)  folgt. 
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(r  -f-  1)  partiellen  Differentialgleichungen 


ein  vollstandiges  (and  zwar  Jacobisches)  System  bilden.356)  Die  Pfaff- 
schen  Gleichungen  (416)  besitzen  also  oo2"~2r  Mr  +  1  als  Losungen, 
und  diese  Mr  +  l  sind  gerade  die  charakteristischen  Mr  +  l.  Derm  auf 
ihnen  verlaufen  einmal  die  Integralkurven  des  kanonischen  Systems, 
da  man  sie  erhalt,  wenn  man  zu  (414)  die  Gleichungen  (415)  hinzu- 
nimmt.  Andererseits  liegen  auf  ihnen  aber  auch  die  Uberfiihrungs- 
kurven  jeder  der  r  eingliedrigen  Gruppen.  Denn  diese  sind,  wenn 
man  von  den  Integralen  in  der  Form  (408  b)  ausgeht,  je  die  Integral 
kurven  eines  der  r  Systeme 


sie  verlaufen  in  der  -3^2n  +  i-2/-?   die   man    erhalt,   indem   man  zu  den 
Beziehungen  (408  b)  noch  die  Gleichungen 

t  =  Const.,     qn_r  +  1  =  Const.,  .  .  .,  qn_r^l}^  =  Const., 
qn-r  +  a  +  i  =  Const.,  .  .  .,  qn  =  Const. 

(tf-l,."..,r) 

hinzufiigt. 

Genau  in  der  gleichen  Weise  wie  das  System  (393)  lafit  sich 
auch  das  System  (414)  in  ein  kanonisches  System  mit  2(n  —  r)  un- 
bekannten  Funktionen  umsetzen.  Denn  wegen  der  vollstandigen  Inte- 
grabilitat  von  (414)  kann  man  die  Werte  von  p1}  .  .  .,pn_r,  q1}  .  •  •,  qn_r 
in  einem  beliebigen  Punkt  P  der  Mr  +  1  aus  ihren  Werten  in  einem  vor- 


356)  Denn  einmal  ist  —  das  folgt  in  gleicher  Weise  wie  in  848)  —  nach  (414) 


Andererseits  gilt 


'"          F 

•   •* 


=  o, 

da  nach  (409)  die  erste  GrofJe  in  dieser  Poissonschen  Klammer  Null  ist. 
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gegebenen  Punkte  P0  dadurch  finden,  dafi  man  P0  und  P  durch  eine 
beliebige  Kurve 


verbindet  und  die  Anderung  der^»1;  ...,pn_r,  g17  •  ••,  2M_r  langs  dieser 
Kurve  berecbnet.  Langs  dieser  Kurve  geht  aber  das  voilstandig  inte- 
grable  System  (414)  in  das  gewohnliche  kanonische  System 

dqo         dK       dp,,  dK          , 

(418)  -jf  =  x-  -  .     -ff  —  -  (p  =  1  .  .  .  n  —  r) 

dl          dpy'       dl  dqo 

iiber,  wobei  entsprechend  (396) 

(419)  K(plf...,pn_r,  ql}...,qn_r,ty 


gesetzt  ist.357) 

Die  (2n  —  2r)  Integrale  von  (418)  liefern  unmittelbar  Integrale 
des  voilstandig  integrablen  Systems  (414)  und  weiter  solche  Integrale  des 
urspriinglich  vorgelegten  kanonischen  Systems,  die  in  Involution  liegen 
zu  den  Integralen  (408),  mit  deren  Hilfe  das  System  in  (418)  iibergefiihrt 
ist.358)  Denn  ein  Integral  des  kanonischen  Systems  (418)  bzw.  des 
voilstandig  integrablen  Systems  (414)  genugt  gleichzeitig  den  (r  -j-  1) 
partiellen  Differentialgleichungen  (416),  von  denen  die  erste  aussagt, 
daB  es  nach  der  Umbildung  auch  ein  Integral  des  urspriinglichen 

357)  Es  ist  dies  das  sog.  Fundamentaltheorem  von  S.  Lie.  Die  zu  (418)  ge- 
horige  HamiUon-Jacobische  Gleichung 

V  8V 


ist  ilquivalent  dem  System  der  (r  -f-  1)  partiellen  Differentialgleichungen 

?  88 


Aus  V  geht  S  hervor,  wenn  man  von  den  Integralkurven  des  Systems  (418)  zu 
den  charakteristischen  Mr  + 1  ubergeht.  Vgl.  S.  Lie,  Allgemeine  Theorie  der  par 
tiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  Math.  Ann.  9  (1876),  p.  245 
=  Werke  IV,  p.  97,  insbes.  §  10,  Werke  IV,  p.  136. 

358)  Sie  bilden  also  innerhalb  der  Funktionengruppe  der  2n  Integrale  des 
urspriinglichen  kanonischen  Systems  eine  Untergruppe,  die  neben  den  r  in  In 
volution  liegenden  Integralen  (408)  auch  die  r  zu  ihnen  kanonisch  konjugierten 
Integrale  nicht  mehr  enthalt. 
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kanonischen  Systems  1st,  wiihrend  die  r  folgenden  zum  Ausdruck 
bringen,  daB  es  nach  der  Umbildung  mit  den  r  Integralen  (408)  in 
Involution  liegt.359) 

28.  Vereinfachung  der  Integration  bei  Kenntnis  einer  Funk- 
tionengruppe  von  Integralen.  Der  am  SchluB  der  vorigen  Nummer 
behandelte  Sonderfall,  daB  man  eine  Anzahl  von  Integralen  des  kano 
nischen  Systems  kennt,  die  alle  zueinander  in  Involution  liegen,  liegt  im 
allgemeinen  nicht  vor.  Allgemein  ist  vielmehr  nach  den  Uberlegungen 
von  Nr.  26  zu  erwarten,  daB  man  aus  zwei  (oder  mehreren)  Inte 
gralen  durch  wiederholtes  Bilden  der  Po/ssowschen  Klammer  ein 
System  von  Integralen  aufbaut,  das  eine  Funktionengruppe  bildet. 
Esseien  (  F,(Pl,  .  .  .,pn,  q,,  .  .  .,  qn,  t}  =  C1} 

(421) 


die  Integrate  einer  solchen  Funktionengruppe,  so  daB  fiir  irgend  zwei 

von  ihnen 

(421a)  (Fif  FJ  =  ^(F!,  .  .  .,  Fk}  (g>lfl  =  -  9^) 

o-ilt.   wobei   statt   der   rechtsstehenden   Funktion  auch   die  Null   oder 

O         / 

eine  Konstante  auftreten  kann.  Da  die  It  Funktionen  (421)  unabhlingig 
voneinander  sind,  bilden  sie  eine  Basis  der  Funktionengruppe. 

359)  Hiitte   man    das   kanonische  System  (418)    gelost,    d.  h.  die    charakte- 
ristischen  Mr+l 

\    Pi=Pi(t,  2n-r+n  •••»  2n),  •  •  •,  Pn-r***  Pn-r(t,  Qn-r+n  •••»  9n) 
1    3i  =9fi(*i  q.n-r+i,  ••  ••>  In],  •  •  -i  <ln-r=  2n-r(*i  <Jn-r+n  ••  •>  In) 
bestimmt,  die  die  Losungen  des  vollstandig  integrablen  Systems  (414)  sind,  so  kommt 
natiirlich    auch    hier   die  Losung   des  vorgelegten  kanonischen  Systems  auf  eine 
Quadratur    zuriick.    Denn   da   die  Integralkurven    einer  charakteristischen  Mr+1 
alle  dem  gleichen  Felde  angehoren,  so  ist  auf  der  Mr+1  der  Ausdruck 


\dt 

/*"*0<7«   '  ""/     ""   '    \sU*v  M  I 

l 

das  totale  Differential  einer  Funktion  S  der  (r-f  1)  Veriinderlichen  £,  tfn_r+1, ...,  2ni 
in  der  auch  noch  die  Konstanten  ct,  ...,cr  der  r  Integrale  (408)  auftreten.  Die 
einzelnen  Integralkurven  auf  der  Mr+l  werden  dann  durch  die  Beziehungen 


festgelegt.  Diese  r  Beziehungen  sind  den  Integralen  des  urspriinglichen  kanonischen 
Systems  Equivalent,  die  den  r  Ausgangsintegralen  (408)  kanonisch  konjugiert  sind. 


28.  Vereinfach.  d.  Integr.  bei  Kenutnis  einer  Funktionengruppe  v.  Integralen.     727 

Um  zu  entscheiden,  welche  Integrationsvereinfachungen  aus  der 
Kenntnis  einer  solchen  Funktionengruppe  entspringen,  geht  S.  Lie  so 
vor,  daB  er  eine  sog.  kanonische  Basis™0)  der  Funktionengruppe  auf- 
sucht.  Er  stellt  dazu  zunachst  fest;  ob  die  Funktionengruppe  sog.  aus- 
gezeichnetc  Furiktionen  besitzt,  d.  h.  ob  es  in  der  Funktionengruppe 
solche  Funktionen  gibt,  die  zu  alien  Funktionen  der  Basis  (421)  (und 
damit  zu  alien  Funktionen  der  Funktionengruppe)  in  Involution  sind.361) 
Da  eine  solche  ausezeichnete  Funktion 


offenbar  den  7c  Gleichungen 

(422a)        (FlfU)-0,     (F2,  U)  =  0,  .  .  ,  (Ft,  U)  =  0, 

d.  h.  den  7c  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 


(423) 


1  v        2  V  -P  if 

geniigen    muB362),   und   umgekehrt  jede   Lb'sung   dieses    Systems   eine 

360)  S.  Lie,   Uber   partielle  Differentialgleichungen    erster   Ordnung,    Chri- 
stiania  Forhandlingar  i  Vidensk.- Selsk.  1873,   p.  16  =  Werke  III,   p.  32,  insbes. 
§  3,  p.  42. 

361)  Die  Funktionen,  die  zu  alien  Funktionen  der  vorgelegten  Funktionen 
gruppe   in    Involution    sind,   bilden   ebenfalls    eine    Funktionengruppe,    die    sog. 
Polar gruppe  der  gegebenen  Funktionengruppe  [vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Nr.  40]. 
Die   ausgezeichneten  Funktionen    einer   Funktionengruppe   gehoren   also    gleich- 
zeitig  der  Funktionengruppe  selbst  und  ihrer  Polargruppe  an.  Vgl.  S.  Lie,  1.  c.S6°). 

362)  Fiir    die    Poissonschen.   Klammern    sind    in   (423)   natiirlich   die  Funk 
tionen  (421  a)   eingesetzt   zu    denken.    Offenbar   hat   man    danach    statt  mit  den 
2rc  unabhangigen  Veranderlichen  pp,  q^  nur  mit  k  unabhangigen  Veranderlichen 
Flt  .  .  .,  Fk  zu  tun. 

Der  Gedanke,  von  den  2w  unabhangigen  Veranderlichen  p^,  qt,  zu  den 
Fl,  ...,Fk  als  unabhangigen  Veranderlichen  uberzugehen,  bildet  im  Kern  den 
Ausgangspunkt  S.  Lies  fur  seine  Theorie  der  Funktionengruppen.  In  diesem  Sinne 
definieren  die  Beziehungen  (421  a)  die  Poissowschen  Klammern  fiir  die  unabhan 
gigen  Veranderlichen  und  stellen  so  die  Verallgemeinerung  der  Beziehungen 


vor,  die  fiir  die  ursprunglichen  Veranderlichen  gelten,  wobei  man  das  schief- 
symmetrische  System  der  tpift  vorgegeben  denken  mu6.  Freilich  sind  diese  Funk 
tionen  qp^(  nicht  vollig  willkurlich  wiihlbar,  sie  mussen  vielmehr  einem  System 
partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  geniigen,  weil  man  auch  fiir 
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ausgezeichnete  Funktion  ist,  so  hangt  die  Existenz  ausgezeichneter 
Funktionen  der  Funktionengruppe  davon  ab,  ob  die  schiefsymmetrische 
Determinante 


(423  a)  D  = 


(Fk,F1),...,(Fk,Ft) 

gleich  Null  ist  oder  von  Null  verschieden.  Ist  sie  von  Null  verschie 
den,  so  besitzt  die  Funktionengruppe  keine  ausgezeichnete  Funktion. 
Ist  dagegen  D  =  0,  so  ist  mindestens  eine  ausgezeichnete  Funktion 
vorhanden.363)  Da  nun  die  schiefsymmetrische  Determinante  sicher 
verschwindet,  wenn  Ik  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  gibt  es  mindestens 
eine  ausgezeichnete  Funktion  in  der  &-gliedrigen  Funktionengruppe,  so- 
bald  A;  eine  ungerade  Zahl  ist.  Weil  ferner  in  einer  schiefsymmetrischen 
Determinante,  sobald  ein  Minor  von  Null  verschieden  ist,  auch  stets 
mindestens  ein  Hauptminor  gleicher  Ordnung  von  Null  verschieden 
ist364),  andererseits  die  Hauptminoren  einer  schiefsymmetrischen  De 
terminante  wieder  schiefsymmetrische  Determinanten  sind,  so  folgt 
weiter365):  1st  Jc  eine  ungerade  Zahl,  so  hat  die  Funktionengruppe 
mit  der  Basis  (421)  entweder  1  oder  3  oder  5  usw.  ausgezeichnete 
Funktionen.  Ist  Ic  eine  gerade  Zahl,  so  betragt  die  Anzahl  der  aus- 
ffezeichneten  Funktionen  entweder  0  oder  2  oder  4  usw.  Zur  Fest- 

O 

stellung  der  Zahl  der  ausgezeichneten  Funktionen  der  Funktionen 
gruppe  braucht  man  also  nur  die  Determinante  (423 a)  bzw.  ihre 
Hauptminoren  gerader  Ordnung  zu  untersuchen.  Hat  die  Determinante 


diese  verallgemeinerten  Poissonschen  Klammern  die  allgemeine  Giiltigkeit  der 
Jacobischen  Identitat  fordern  muB,  wenn  man  die  Theorie  der  Funktionengruppen 
aufbauen  will.  Dieser  ursprungliche  Liesche  Gedanke  (vgl.  S.  Lie,  Zur  Theorie 
der  Transformationsgruppen,  Christiania  Forhandlingar  1888,  Nr.  13  =  Werke  V, 
p.  553,  insbes.  §  II,  p.  554)  ist  in  den  spateren  Darstellungen  der  Theorie  der 
Funktionengruppen  nicht  festgehalten.  Erst  bei  C.  Caratheodory,  Variationsrech- 
nung,  Leipzig  und  Berlin  1935,  Kap.  9  ist  er  wieder  in  den  Mittelpunkt  der  Be- 
trachtung  geriickt. 

363)  S.  Lie,  1.  c.  S6°),  Werke  III,  p.  41. 

Tritt  die  Zeit  nicht  explizit  auf,  so  hat  man  in  dem  Energieintegral 

H  =  Const. 

ein  erstes  Integral,  das  in  jeder  Gruppe,  der  es  angehort,  ausgezeichnete  Funk 
tion  ist. 

364)  Vgl.  z.  B.  G.  KowalewsJci,   Einfuhrung   in    die    Determinantentheorie, 
Leipzig  1909,  p.  145. 

365)  S.  Lie,  Begriindung   einer   Invariantentheorie   der  Beriihrungstransfor- 
mationen,   Math.  Ann.  8  (1875),  p.  215  =  Werke  IV,  p.  1,  vgl.  insbes.  Werke  IV, 
p.  44. 
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(423  a)  den  Rang  r,  wobei  r  eine  gerade  Zdkl  sein  mufi,  so  gibt  es 
(Jc  —  r*j  ausgezeichnete  Funktionen  in  der  Funktionengruppe.  Diese 
ausgezeichneten  Funktionen  liegen  naturlich  auch  miteinander  in  In 
volution. 

Um  die  (k  —  r)  ausgezeichneten  Funktionen  der  Funktionengruppe 
zu  finden,  hat  man  aus  den  k  Gleichungen  des  Systems  (423)  r  linear 
unabhangige  Gleichungeu  auszuwahlen,  also  etwa  (bei  geeigneter  Nume- 
rierung)  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 


(424) 

(Fr,Fi)i£  +  (*«*•.)$;  +  •••  +  (*„*•.)  lJr-0. 

Sie  bilden  ein  vollstandiges  System366)  (vgl.II  A5  (E.v.  Weber),  Nr.  13), 
und  die  Bestimmung  der  (k  —  r)  unbekannten  Funktionen  erfordert 
also  die  Bestimmung  je  eines  Integrals  eines  Systems  von  (k  —  r) 
bzw.  (k  —  r  —  1)  bzw.  (k  —  r  —  2),  .  .  .,  bzw.  2  bzw.  1  gewohnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  also  in  der  iiblichen  Sprech- 
weise  je  eine  Operation  der  (k  —  r)ten,  der  (k  —  r  —  l)ten,  .  .  .,  der 
zweiten  bzw.  ersten  Ordnung.367) 

366)  Denn  bezeichnet  man  die  linken  Seiten  mit  X1U,  .  .  ..  Xr  U,  so  ist  ja 

X,  U=(Flt  U),...,XrU=(Frj  U} 
und  also  nach  der  Jacobischen  Identitiit  der  Klammerausdruck 


und  daraus  folgt 

(XiXft)U=AlXlU-\ h  ArXr  U. 

367)  Das  allgemeine  Verfahren  benutzt  den  folgenden  Gedanken  [vgl.  II  A  5 
(E.  v.  Weber),   Nr.  13  u.  15].      Man    gibt    zun'achst    dem   vollstandigen    System 

O    TT  Q    JJ 

(424),    indem  man  es  nach  r  der  Ableitungen,    etwa  >>--,-,-,  '''•>  oTv  i  auflost,  die 
Gestalt  eines  Jaco&z'schen  Systems 

r^  +  an  o~^         r  •  •  •  +  ai,  fc-r  O^F™  =  °  > 


(424  a) 


8U 


•+a»,*-r  ;rp-  =  °. 


J_          J_  ^         0 

H h«r,fc-rx-7^  =  °- 


Darin  fiihrt  man  dann  [vgl.  II  A  5  (E.  v.  Weber),  Nr.  17]  an  Stelle  von  Ft,  . . .,  Fr 

Encyklop.  d.  math.  "Wissensch.  IV  1,  n.  48 
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Die  so  bestimmten  (Jc  —  r)  ausgezeichneten  Funktionen  konnen 
dann  in  die  Basis  der  Funktionengruppe  (421)  aufgenommen  werden, 
die  damit,  wenn  man  noch  die  gerade  Zahl  r  =  2s  setzt,  die  Gestalt 

*  * 


erhalt.    Dabei  gilt  jetzt 

, 


(F  ,  F*)  =  ^.(ff,,...,  Z7t_,.,  F*,...,F*}. 
Mit  Hilfe  der  aus  den  (Jc  —  2s)  ausgezeichneten  Funktionen  entsprin- 
genden   Integrale    Ul  =  cl,...,  Uk_23  =  ck_$s   kann   man    nun   nach 
Nr.  27  das  vorgelegte  kanonisclie  System  (384)  auf  ein  kanonisches 
System  mit  2(w  —  Jc  -\-  2s)  unbekannten  Funktionen,  etwa 
dq^  _  d  K         dp,,  _       _2K 
dfdpu'        dl  '  d^' 

(p  =  l,2,...,n--fc  +  2s) 

zuruckfiihren.    Dabei  gehen   die  Integrale  F*  =  y1?  .  ..,  F*s  =  y%s,   da 

sie   zu   den  fur  die  Zuriickfiihrung  benutzten  Integralen   V1  =  c1)..., 

Uk_3s  =  ck-2s  in  Involution  liegen,  in  2s  Integrale 

(427)         GfffA,.-  .,!»..»+•.,  ffi,.»  ,ff.-»+i.i  *)  —  r.    (tf  =  l,...,2s) 

des    kanonischen   Systems  (426)    iiber.    Sie    stellen    eine   Funktionen 

gruppe  vor 

(42b'a)  (Ga,  G3  =  1>at(Glr...,Gt3,        , 

in  der  Jceine  ausgezeichnete  Funktion  mehr  vorhanden  ist.368) 


neue  unabhangige  Veranderliche  T2,  . .  .,  rr  ein,  indem  man 


setzt.  (Deutet  man  Fl,  . . . ,  Fr  als  gewohnliche  rechtwinklige  Koordinaten  eines 
R.,  so  stellen  r2,  ...,rr  die  Koordinaten  des  Geradenbiindels  durch  den  Punkt 
F^\...,F(r0)  vor.)  Setzt  man  noch  Fl  —  F{0]  =  t^ ,  so  geht  das  System  (424  a) 
in  eiii  entsprechendes  Jaco&isches  System 

w 


F>^7  I|fc~r 

^a      du   +_    +b      fW^Q 

(4'24b) 

a?7 


+  br,*-r, 


=  0 


viber,  das  die  Eigenschaft  hat:  Jede  Losung  der  ersten  Gleichung  des  Systems  ist 
zugleich  eine  Losung  der  anderen  (r  —  1)  partiellen  Differentialgleichungen. 

Diese  eine  partielle  Differentialgleichung  ist  aber  einem  System  von  (k  —  r) 
gewohnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  aquivalent. 

368)  Man  kann  das  leicht  durch  direktes  Ausrechnen  verifizieren. 
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Die  Basis  einer  Funktionengruppe  ohne  ausgezeiclmete  Fuuktion 
laBt  sich  aber  nach  S.  Lie  auf  lianonisclie  Gestalt  bringen,  d.  h.  man 
kann  eine  solche  Basis 

\         ' 

der  Funktionengruppe  (427)  eiufiihren,  daB  die  Funktionen  d>()  und  *P^, 
gleich  Konstanten  gesetzt,  kanonisch  konjugierte  Integrals  von  (426)  vor- 
steUen,  so  daB  /  (,  #o)  =  0,  (V0,  !Fff)  =  0,  (p,  *  —  1,  .  .  .,  s) 


1       = 


(9 

ist.    Um  das  zu  erreichen,  hat  man  von  einer  der  Funktionen  G  ,  etwa 
Grlf  auszugehen  und  zuniichst  die  Funktion  K(Gl}...,  6r2s)   so  zu   be- 
stimmen,  daB 
(Glt  K}  =  (G,,  Gjl%-  +  (£„  G2^  +  •  •  •  +  (£„  G2s}-^-  ==  1 

wird.    Die  beiden  Funktionen 


bilden  offenbar  fiir  sich  eine  zweigliedrige  Funktionengruppe,  die  als 
Dntergruppe  in  der  2s-gliedrigen  Funktionengruppe  (427)  enthalten 
ist.  Nimmt  man  nun  diese  beiden  Funktionen  ^t  und  Wl  in  die 
Basis  der  Funktionengruppe  (427)  auf,  so  lassen  sich  die  iibrigen 
(2s  —  2)  Funktionen  der  Basis  so  wahlen,  daB  sie  mit  3>j  und  ^ 
in  Involution  liegen  und  fur  sich  ebenfalls  eine  Untergruppe  der  2s- 
gliedrigen  Funktionengruppe  (427)  bilden.869)  Diese  (2s  —  2)-gliedrige 

369)  S.  Lie,  Begriindung  einer  Invariantentheorie  der  Beriihrungstr.,  Math. 
Ann.  8  (1875),  p.  89  =  WerkelV,  p.  1  (s.  inebes.  p.  46),  zei^t  das  folgendermaBen: 
Zu  der  2s-gliedrigen  Funktionengruppe  Gl^  ...,  G2S  denkt  er  die  Polargruppe 
JEfj  ,  .  .  .  ,  Hin  _  2s  bestimmt,  fiir  deren  Funktionen  nach  der  Definition  der  Polargruppe 

(^'^)  =  ° 

gilt.  Adjungiert  man  jetzt  der  Funktionengruppe  der  H^  die  beiden  Funktionen 
^  und  ^  ,  so  entsteht  wieder  eine  Funktionengruppe,  und  zwar  eine  solche 
mit  der  Gliederzahl  (2w  —  2s-)~2)»  fiir  die  die  Funktionen 

*lt  ^,  H,,...,H,n_,s 

eine  Basis  vorstellen.  Deren  Polargruppe  ist  dann  eine  (2s  —  2)-gliedrige  Funk 
tionengruppe,  und  jede  Basis  6r*  ,  .  .  .,  G^s_%  dieser  Funktionengruppe  erfullt  die 
Bedingungen  (^^^  (^,^  =  0,  (<*;,  Hj-Q. 

Die  Funktionen  G*  ,  .  .  .,  ^s_2  mussen  offenbar  in  der  Gruppe  GV  .  .  .,  G2s  ent 
halten  sein,  da  diese  ja  die  Gesamtheit  der  Funktionen  umfafit,  fiir  die  (Ga,  H  \  =  0 
ist.  Sie  konnen  daher  neben  $t  ,  Wl  in  die  Basis  der  vorgelegten  Funktionen 
gruppe  aufgenommen  werden  und  bilden  fiir  sich  eine  Untergruppe  der  verlangten 
Eigenschaft. 

48* 
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Untergruppe  laBt  sich  ebenso  behandeln  wie  die  (2s)-gliedrige  Gruppe 
(426)  selbst,  so  daB  man  in  s  Schritten  zu  der  kanonischen  Basis  (428) 
der  Gruppe  (427)  kommt. 

In  der  Funktionengruppe  ohne  ausgezeichnete  Funktionen  6^,  ...,  G$s 
gibt  es  also  Involutionssysteme  von  gerade  s  Funktionen.  Ein  solcbes 
bilden  z.  B.  die  Funktionen  <&l}  .  ..,  3>t  der  kanonischen  Basis  (428). 
Andererseits  kann  ein  in  der  Funktionengruppe  (427)  enthaltenes 
Involutionssystem  aus  nicht  mehr  als  s  Funktionen  bestehen.  Die 
urspriingliche  7c-gliedrige  Funktionengruppe  (421),  die  gegeben  war, 
enthalt  hiernach  Involutionssysteme  von  (r  -\-  s)  Gliedern  (k  —  r-\-  2s), 
dagegen  kein  Involutionssystem  von  mehr  als  (r  -f-  s)  Gliedern. 

Ein  in  der  fc-gliedrigen  Funktionengruppe  enthaltenes  (r  -f-  s)- 
gliedriges  Involutionssystem  ermoglicht  nach  Nr.  27  eine  Umsetzung 
des  vorgelegten  kanonischen  Systems  in  ein  solches,  das  2(r-f-s) 
unbekannte  Funktionen  weniger  enthalt.  Die  iibrigen  s  in  der  Funk 
tionengruppe  enthaltenen  Integrale  sind  irn  gewissen  Sinne  fur  den 
IntegrationsprozeB  wertlos.369a)  Sie  gehoren  zu  den  (r  -f-  s)  Integralen, 
die  auf  den  einzelnen  charakteristischen  Mr  +  t  +  1)  die  die  Losungen 
des  vereinfachten  kanonischen  Systems  bzw.  des  entsprechenden  voll- 
standig  integrablen  Systems  mit  (r  -J-  s  -f-  1)  unabhangigen  Verander- 
lichen  sind,  die  <xr  +  >  Integralkurven  bestimmen.  Sie  miissen  also, 
wenn  man  die  Gleichungen  der  Mr+s  +  l  beriicksichtigt,  unter  den 
oor+-s  Integralen  der  Gestalt  (420a)  in359)  enthalten  sein. 

Jst  somit  fiir  das  vorgelegte  kanonische  System  eine  fc-gliedrige 
Funktionengruppe  von  Integralen  bekannt,  so  hat  man  allgemein  fiir 
die  Integration  des  Systems  eines  der  (k  —  s)  -  gliedrigen  Involutions- 
systeme  groBten  Umfangs  aufzusuchen,  die  in  der  Gruppe  enthalten 
sind,  und  kann  mit  diesen  (k  —  s)  Integralen  das  vorgelegte  kanonische 
System  auf  ein  kanonisches  System  zuriickfuhren,  das  2(k  —  s)  un 
bekannte  Funktionen  weniger  enthalt.  Man  vollendet  dann  die  Inte 
gration  in  der  am  SchluB  von  Nr.  27  angegebenen  Weise,  wobei  man 
schlieBlich  auch  die  s  nicht  benutzten  Integrale  der  kanonischen  Basis 
der  Funktionengruppe  wiederfinden  muB.  Urn  das  Involutionssystem 
groBten  Umfangs  zu  finden,  hat  man  eine  Reihe  von  vollstandigen 
Systemen  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  den  un 
abhangigen  Veranderlichen  Flt...,Fk  der  urspriinglichen  Basis  (421) 
der  Funktionengruppe  zu  losen.  Sind  namlich  p  Funktionen 


369  a)  Man  vgl.  hierzu  die  Auffassung  bei  G.  D.  Mattioli,  Sulla  riduzione 
di  rango  dei  sistemi  canonici  mediante  integrali  generici,  Rom  Line.  Rend.  (6)  15 
(1932),  p.  437. 
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gefunden,  die  zu  je  zweien  in  Involution  liegen,  so  erhalt  man  eine 
weitere  Funktion  V(F1}  ...,  Fk\  die  zu  ihnen  alien  in  Involution  liegt, 
als  Losung  des  vollstandigen  Systems 

(Ft,F)  =  0,  ...,  (Fp,F)=0, 

dessen  Gleichungen  aber  im  allgemeinen  nicht  unabhangig  voneinander 
sein  werden369b),  so  daB  man  eiuzelne  von  ihnen  auszuscheiden  hat. 

Will  man  im  Sinne  von  Lie  systematisierend  die  fur  die  Inte 
gration  erforderlichen  Operationen  abzahlen,  so  wird  man  zweckmaBig 
die  Integration  in  folgender  Weise  durchgefiihrt  denken.  Man  bestimmt 
zunachst  die  in  der  Gruppe  enthaltenen  (k  —  2s)  ausgezeichneten  Funk- 
tionen,  was  die  Losung  je  eines  Systems  von  (k  —  2s),  (k  —  2s  —  1),  .  .  ., 
3,  2,  1  gewohnlichen  Differentialgleiehungen,  also  in  der  Z^'eschen  Bezeich- 
nungsweise  je  eine  Operation  der  Ordnung  (k  —  2s),  (k  —  2s  —  1),  .  .  ., 
3,  2,  1  erfordert.  Alsdann  geht  man  an  die  Herstellung  der  kanonischen 
Basis  der  Gruppe,  was  auf  je  eine  Operation  der  Ordnung  (2s  —  -  2), 
(2s  —  4),  .  .  .,  4,  2  hinauskommt.370; 

Dieser  allgemeine  Gedankengang  bestimmt  die  Anzahl  der  im 
ungiinstigsten  Falle  notigen  Operationen.  Im  besonderen  konnen  aber 
bedeutende  Vereinfach  ungen  eintreten,  nainlich  dann,  wenn  man  von 
der  Funktionengruppe  (421)  Untergruppen  kennt.371)  Man  kann  dann 

369  b)  1st  beispielsweise  VQ  eine  ausgezeichnete  Funktion  der  Funktionen 
gruppe,  so  ist  die  Gleichung  (F(),  F)  =  0  fur  jede  Funktion  V(F1J  .  .  .,  Fk)  iden- 
tisch  erfiillt. 

370)  Denn  man  hat  ausgehend  von  Gl  eine  Funktion 

KI  (Gt,  .  .  .,  Gz  J 
zu  suchen,  die  die  Bedingnng 


erfiillt,  d.  h.  wegen  (Gl  ,  (?1)  =  0  eine  Funktion,  die  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  mit  (2s  —  1)  unabhilngigen  Veranderlichen  geniigt,  BO  da8 
die  Bestimmung  dieser  Funktion  auf  die  Ermittlung  eines  Integrals  eines  Systems 
von  (2s  —  2)  gewohnlichen  Differential  gleichun  gen  erster  Ordnung  zuruckkommt. 
Dann  bestimmt  man  eine  Funktion  Ki(Gl,...,Gi  ,),  die  den  beiden  Bedingungen 

(<?>,  JTS)  =  0,     (K,,  JT2)  =  0 

geniigt.  Diese  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleiehungen  mit  2s  unab- 
han^igen  Veranderlichen,  die  ein  vollstandiges  System  bilden,  besitzen  die  beiden 
bekannten  Losungen  Kt  =  Gl  und  Kt^=Kv.  Man  hat  also  ein  System  von 
(2s  —  2)  gewohnlichen  Differentialgleiehungen  erster  Ordnung,  von  denen  man 
bereits  zwei  Integrale  kennt,  aufzulosen,  was  auf  die  Losung  eines  Systems  von 
(2s  —  4)  gewohnlichen  Differentialgleiehungen  erster  Ordnung  hinauskornmt  [vgl. 
II  A  5  (E  v.  Weber),  Nr.  13  u.  Nr.  11]. 

371)  Vgl.  hierzu  S.  Lie,  1.  c.369),  insbes.  Werke  IV,  p.  51  ff. 
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zunachst  bestimmen,  ob  eine  solche  Untergruppe  ausgezeicbnete  Funk- 
tionen  besitzt  und  wie   viele   dieser   ausgezeichneten   Funktionen    zu- 
gleich  ausgezeichnete  Funktionen  der  ganzen  fc-gliedrigen  Funktionen- 
gruppe  sind.    1st 
(429)  £„£„...,£,,     Gi+l,...,Gk 

eine  Basis  der  &-gliedrigen  Funktionengruppe  (421)  und 
(429  a)  Glt  £„,...,£, 

eine  Basis  der  i-gliedrigen  Funktionenuntergruppe,  so  miissen  die  ge- 
meinsamen  ausgezeicbneten  Funktionen  Losungen  der  (2k  —  i)  par- 
tiellen  Differentialgleichungen 

(£„  Z7)-0,     (G,,  £7)  =  0,    ...,    (04,  Z7)-0, 

du 


sein.  Man  kann  ohne  weiteres  entscheiden,  wie  groB  die  Zahl  w  ibrer 
gemeinsamen  Losungen  ist,  und  findet  die  ausgezeicbneten  Funktionen 
demnacb  durch  Operationen  der  Ordnung  w,  w  —  1,  w  —  2,  ...,  2,  1. 
Danach  kennt  man  dann  bereits  w  der  ausgezeichneten  Funktionen 
der  Funktionengruppe  (429),  so  daB  das  Problem,  ibre  ausgezeicbne 
ten  Funktionen  zu  ermitteln,  auf  Operationen  niedrigerer  Ordnung 
zuruckkommt.  Aber  aucb  fur  die  weiteren  Operationen  zur  Bestim- 
mung  des  groBtmoglicben  Involutionssystems  in  der  Funktionengruppe 
(429)  wird  es  unter  Umstanden  vorteilbaft  sein,  zunetchst  alle  aus 
gezeicbneten  Funktionen  der  Funktionenuntergruppe  (429  a)  zu  er 
mitteln  bzw.  in  dieser  Untergruppe  das  groBtmoglicbe  Involutions- 
system  zu  bestimmen.  Dies  ist  dann  natiirlicb  aucb  ein  Involutions- 
system  fur  die  fc-gliedrige  Funktionengruppe  (429),  so  daB  man  bei 
der  Bestimmung  des  groBtmoglichen  Involutionssystems  dieser  Funk 
tionengruppe  bereits  eine  Anzahl  von  Losungen  kennt.  Natiirlicb  kann 
man  fiir  die  Ermittlung  dieses  in  (429)  enthaltenen  groBtmoglicben 
Involutionssystems  zunachst  mit  der  Ermittlung  der  nocb  unbekannten 
ausgezeichneten  Funktionen  der  Gruppe  (429)  beginnen. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  wie  sich  die  Ordnung  der  Operationen 
weiter  vermindert,  wenn  in  der  Untergruppe  ihrerseits  wieder  eine 
Funktionenuntergruppe  enthalten  ist.372) 


872)  Die  ausgezeichneten  Funktionen  bringen  offenbar  in  gewissem  Sinn 
eine  Erschwerung  des  Integrationsproblems  mit  sich,  wenn  ihre  Zahl  groB  isfc, 
und  vermindern  dadurch  die  bei  Kenntnis  der  Funktionengruppe  auftretenden 
Integrationsvorteile.  Da  es  in  der  2n-gliedrigen  Funktionengruppe  oiler  Inte 
gral  e  nur  Involutionsaysteme  von  n  Glieilern  gibt,  muB  uaturlich  die  Anzahl  der 
aufgezeichneten  Funktionen  einer  Funktionengruppe  stets  unter  n  bleiben. 
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29.  Integrale  besonderer  Gestalt,  insbesondere  rational  in  den 
Impulsen.  Die  allgemeinen  Uberlegungen  fiber  die  Bedeutung  der 
Kenntnis  von  Integralen  fiir  ein  vorgelegtes  mechanisches  Problem 
werden  vervollstandigt  darch  Untersuchungen,  die  Integrale  bestimmter 
Gestalt  in  Betracht  zieben.  Man  richtet  dabei  die  Aufmerksamkeit  auf 
die  Abhangigkeit  der  Integrale  von  den  Impulskomponenten.  Das  lag 
nahe,  da  ja  von  den  zehn  allgemeinen  Integralen  der  Galilei  -Gruppe, 
die  samtlich  oder  z.  T.  bei  vielen  mechanischen  Problemen  auftreten, 
neun,  namlich  die  Scbwerpunktsintegrale  und  die  Flachenintegrale, 
linear  in  der  Impulsen  sind,  wahrend  sich  das  Energieintegral  als 
quadratisch  in  den  Impulskomponenten  erweist. 

Macbt  man  sich  diesen  Standpunkt  zu  eigen,  so  erscbemen  die 
Integrale,  die  linear  und  homogen  in  den  Impulskomponenten  sind,  also 
allgemein  die  Gestalt373) 

(430)  a\q,,  .  .  .,  qn)Pl  -\  -----  \-  an(qly  .  .  .,  qn)pn  —  Const. 

besitzen,  als  die  einfachste  Klasse  von  Integralen.  Die  zu  einem  sol- 
chen  Integral  (430)  nach  Nr.  25  gehorige  eingliedrige  Gruppe  von 
Transformationen  der  pQ,  q^,  die  die  Gesamtheit  der  Raumzeitlinien 
in  sich  iiberfiihrt,  hat  die  infinitesimale  Transformation 

(431)  dq,  =  al(qlt  ...,  qjda,  ...,  dqn  =  a»(q1}  ...,  qn}8a,      (M  =  0) 


dpn  = 

Hierin  bilden  aber  die  Gleichungen  (431)  fiir  sich  allein  ein  System 
von  n  Differentialgleichungen  erster  Ordntmcr  zwischen  den  Orts- 
koordinaten  gl7  .  .  .,  qn,  in  das  die  Impulskomponenten  ply  •••}pn  iiber- 
haupt  nicht  eingehen.  Somit  stellen  sie  fiir  sich  allein  ebenfalls 
bereits  die  infinitesimale  Transformation  einer  eingliedrigen  Transfor- 
mationsgruppe  vor,  und  zwar  einer  Trans  formationsgruppe  fiir  die  Orts- 
Jcoordinaten  ql}-..,qn  allein.  Da  auch  diese  eingliedrige  Gruppe  jede 

373)  Im  gewohnlichen  Falle,  daB  die  kinetische  Energie  eine  quadratische 
n 

Form  T  =  —  -  /*./«  ^;  «?;?»»  also  die  Mn  der  qr  ,  .  .  .,  qn  ein  Biemannschei  Raum 

1  n 

mit  dem  Bogenelement  ds9  =  /*,/«  ^j    dq^dq     ist,    gilt    folgendes  :    Die    linke 

i 
Seite   in  (430)   muB    ein  Skalar  sein.    Daher  sind,    weil   die  Impulskotnponenten 

pl>.-.tPn  die  Komponenten  eines  kovarianten  Vektors  vorstellen,  die  a1,...,  a" 
die  Komponenten  eines  kontravarianten  Vektors. 
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Raumzeitlinie  der  Bewegung  im  Rn  +  l  der  (ft,  ...,  qn,  f)  wieder  in  eine 
solche  Raumzeitlinie  iiberfiihrt,  so  folgt  aus  der  Existenz  eines  Inte 
grals,  das  linear  in  den  Impulskomponenten  ist,  die  Existenz  einer 
eingliedrigen  Gruppe  von  Transformationen  der  Ortskoordinaten  allein, 
die  die  Gesamtheit  der  Raumzeitlinien  der  Bewegung  im  R  +l  der 
(ftj  •••>  <?«?  0  *n  sich  uberfiihren.  Die  Gleichungen  (431  a)  stellen  die 
hieraus  entspringende  intinitesimale  Transformation  der  Impulskom 
ponenten  vor.874) 

Auch    wenn  man  anstatt  (430)  das  allgemeinere  lineare  Integral 

ftl(ft  j  •  •  •>#« )  f)Pi  ~\~  ' ' '  ~f~  ftW(ftj  •  •  •>  Q.UJ  fypn  -f-  Q>  (ft , . . .,  ft,,  f)  =  0 
hat,  stellen  die  (431)  entsprechenden  Beziehungen 

eine  infinitesimale  Punkttransformation  im  RH  +  1  der  ft,...,  qn,  t  vor, 
die  das  System  der  Raumzeitlinien  der  Bewegung  in  sich  transformiert. 
An  Stelle  der  Ortskoordinaten  ft, -..,<?„  lassen  sich  dann  neue 
Koordinaten  </f,  •••,<?*  so  einfiihren,  daB  die  Transform ationsgruppe 
der  Ortskoordinaten  zu  der  Gruppe  der  ,,Parallelverschiebungen"  in 
der  Richtung  einer  der  neuen  Koordinaten,  etwa  q*}  wird.375)  D.  h. 

374)  Man  konnte  sie   so   gewinnen,   daB  man   aus    der  Transformation  der 
ql ,  . .  .,  qn  zunachst  die  erweiterte  Punkttransformation  ableitet,  die  die  infinitesi 
male  Transformation  der  Geschwindigkeitskomponenten  g^,  . . . ,  qn  liefert  und  dann 
durch  die  Beziehungen   zwischen  Geschwindigkeits-   und  Impnlskomponenten  zu 
der  infinitesirualen  Transformation  der  Impulskomponenten  ubergeht. 

Ist  die  Lagrangeache  Funktion  L  insbesondere  quadratisch  in  den  Ge 
schwindigkeitskomponenten,  so  hangen  die  Impulskomponenten  linear  mit  den 
Geschwindigkeitskomponenten  zusammen,  so  daB  ein  Integral  linear  in  den 
Impulskomponenten  gleichzeitig  ein  Integral  linear  in  den  Geschwindigkeits- 
kompouenten  vorstellt. 

375)  Dazu  muB   man  die  (n  —  1)  von  a.  unabhangigen   ersten  Integrale  der 
DifFerentialgleichungen  (431  b)   bilden  und  diese  Integrale  als  die  ersten  (n — 1) 
der  neuen  Koordinaten 

einfiihren,  zu  denen  dann  ,,  *, 

,v*  /  *ra 

q"~J  a»(qi,.::~q^t) 


-  in   an  sind    2t>---i2n-i    durch   qf,...,g%-i    zu  ersetzen   —   hinzntritt.    Es 
gilt  dann  in  der  Tat     • 

Sq*=Q,     ...,     ^2*_1=0,     dq*  =  1.3cc. 

Fur  die  besonclere  Aufgabe,  die  geodatischen  Linien  eines  Bogenelementes  zu 
bestimmen,  hat  dieses  Ergebnis  M.  Levy,  Sur  les  conditions  que  doit  remplir  un 
espace,  pour  qu'on  y  puisse  de'placer  un  systeme  invariable  .  .  .,  Paris  C.  R.  86 
(1878),  p.  875  ausgesprochen. 
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aber:  bei  den  neuen  Koordinaten  wird  q*  eine  zyklische  Koordinate 
des  Systems.  Wenn  also  ein  mechanisches  Problem  ein  Integral  besitzt, 
das  in  den  Impulskomponenten  linear  ist,  so  geht  es  durch  Einfiihrung 
passender  neuer  Ortskoordinaten  in  ein  Problem  mit  einer  zyklischen 
Koordinate  iiber  (vgl.  demgegeniiber  die  allgemeinere  Auft'assung  in  9.). 

Liegen  mehrere  Jntegrale  vor,  die  linear  in  den  Impulskompo 
nenten  sind,  so  kann  man  zwar  ein  beliebiges  von  ihnen  zur  Ein 
fiihrung  einer  zyklischen  Koordinate  benutzen.  Indessen  sind  fiir  das 
mit  Hilfe  der  zyklischen  Koordinate  um  zwei  Einheiten  herabgedriickte 
kanonische  System  nur  diejenigen  dieser  Integrale  wieder  Integrate, 
die  zu  dem  ersten  in  Involution  liegen.  Sind  r  lineare  Integrale,  die 
in  Involution  liegen,  vorhanden,  so  bestimmen  sie  eine  r-gliedrige 
Gruppe  von  Transformationen  der  Ortskoordinaten  <?1;  •••,<?„•  Bringt 
man  diese  auf  die  Normalform  der  Parallelverschiebungen  in  r  Rich- 
tungen,  so  enthalt  das  System  der  Bewegungsgleichungen  nach  Ein 
fiihrung  der  neuen  Koordinaten  r  zyklische  Koordinaten.375*) 

Will  man  lineare  Integrale  unmittelbar  zur  Vereinfachung  der 
Bewegungsgleichungen  verwenden,  so  liegt  es  nahe,  an  den  Begriff 
der  Quasikoordinaten  (Nr.  2)  anzukniipfen.  Fiihrt  man  diese  so  ein, 
daB  das  einzelne  lineare  Integral  gleichbedeutend  ist  mit  der  Kon- 
stanz  einer  Quasikomponente  des  Impulses,  so  hat  man  eine  direkte 
Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  zyklischen  Koordinate.375b)  Man 
kann  aber  auch  unmittelbar  die  linken  Seiten  der  in  den  q  linearen 
Integrale  zur  Definition  von  Quasikomponenten  der  Geschwindigkeit 
verwenden.  Liegen  z.  B.  Jc  in  den  q  lineare  Integrale 

h  alnqn  +  alfn+1  =  ci> 


•         I  I  •          I  _ 

vor,  so  kann  man  entsprechend  (39)  und  (39  a)  Quasikomponenten  der 
Geschwindigkeit  o    einfiihren,  von  denen 

^n-k  +  l  ==  CD   •  •  •)   G^n  ===  Ck 

konstant  sind,  und  den  Bewegungsgleichungen  eine  Gestalt  wie  (40  a) 
geben. 

375  a)  Vgl.  hierzu  auch  E.  Delassus,  Sur  les  integrates  lineaires  des  equ. 
de  Lagrange,  Paris  C.  E.  153  (1911),  p.  40. 

375  b)  Vgl.  hierzu  G.  Hamel,  Uber  die  virtuellen  Verschiebungen  in  der 
Mechanik,  Math.  Ann.  59  (1904),  p.  416,  insbes.  p.  430,  wo  der  Zusammenhang 
der  Konstanz  eines  Quasiimpulses  mit  einer  infmitesimalen  Punkttran.sformation 
behandelt  wird  Fiir  die  Beriicksichtigung  linearer  Integrale  sind  die  Hamehchen 
Betrachtungen  umzukehren. 
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Auch  P.  Woronets  hat  das  Verfahren,  das  er  fiir  den  Ansatz  der 
Bewegungsgleichungen  bei  nichtholonomen  Bindungen  entwickelt  hat 
(vgl.  Nr.  4),  zur  Vereinfachung  der  Bewegungsgleichungen  beini  Vor- 
liegen  linearer  Integrale  herangezogen.375c) 

Man  kann  allgemein  die  Aufgabe  stellen,  die  mechanischen  Pro- 
bleme  zu  kennzeichnen,  deren  Bewegungsgleichungen  lineare  Integrale 
oder  allgemeiner  Integrale  vorgeschriebener  Gestalt  besitzen.  Da  das 
einzelne  mechanische  Problem  bedingt  ist  einmal  durch  die  Gestalt  der 
kinetischen  Energie  T  (bzw.  wenn  ein  Riemannscher  Raum  vorliegt, 
durch  das  zugehorige  Bogenelement  ds=Y2Tdt),  andererseits  durch 
die  Kraftkomponenten  Ql}  .  ..,  Qn,  die  evtl.  aus  einem  Potential  0  ent- 
springen,  zerfallen  die  Bedingungen,  die  fur  die  Bewegungsgleichungen 


//<oo\ 

2*  (0 

das  Auftreten  von  Integralen  besonderer  Gestalt  keunzeichnen,  in  zwei 
Klassen,  von  denen  sich  die  eine  auf  die  kinetische  Energie,  die  andere  auf 
die  Kraftkomponenten  bezieht.  Die  Bedingungen  der  ersten  Klasse  fallen 
damit  zusammen,  daB  dieDifferentialgleichungen  der  geodatischen  Linien 
des  Bogenelemeiites  ein  Integral  der  vorgeschriebenen  Gestalt  besitzen.376) 


375  c)  P.  Woronetz,  Transformation  der  dynam.  Gleich.  vermittels  linearer 
Integrale  der  Bewegung,  Kiew  1906  (russ )  =  Fortschr.  d.  Math.  37  (1906),  p.  728, 
vgl  auch  A.  Bilimowitsch,  Die  Bewegungsgleichungen  konservativer  Syst.  mit 
linearen  Bewegungsintegralen,  Math.  Ann.  69  (1910),  p.  586.  <•' 

376)  Dieser  Zusammenhang  wird  fiir  die  linearen  Integrale  systematise!} 
von  M.  Levy  behandelt.  Vgl.  M.  Levy,  Sur  les  conditions  pour  qu'une  forme  qua- 
dratique  de  n  differentielles  puisse  etre  transformed  de  ia^on  que  ses  coefficients 
perdent  une  partie  de  la  totalite  des  variables  qu'ils  renferment,  Paris  C.  R.  86 
(1878),  p.  463,  wo  er  den  Satz  des  Textes  liber  den  Zusammenhang  von  linearen 
Integralen  und  zyklischen  Koordinaten  fiir  die  geodatischen  Linien  des  It"  aus- 
spricht.  Schon  friiher  findet  sich  iibrigens  in  der  These  von  F.  Massieu,  Sur 
les  integrales  alg^briques  des  problemes  de  mecanique,  Paris  1861  (vgl.  auch 
Paris  C.  R  49  (1859),  p.  352)  der  Satz,  daB  eine  zweidimensionale  Flache  dann 
und  nur  dann  in  eine  Drehflache  (Drehwinkel  =  zyklische  Koordinate)  verbogen 
werden  konne,  wenn  die  Gleichungen  der  geodatischen  Linien  ein  Integral  linear 
in  den  Impulsen  (bzw.  Geschwindigkeitskoraponenten)  besitzen.  Den  gleichen 
Satz  behandelt  M.Levy,  Paris  C.  R.  86  (1878),  p.  947.  Auch  E.Bour,  The'orie 
de  la  deformation  des  surfaces,  J.  EC.  Polyt.  22,  cah.  39  (1862),  p.  1  (insbes. 
p.  79)  weist  darauf  hin. 

In  moderner  Schreibweise  behandelt  das  Problem  V.  Cerruti,  Sopra  una  pro- 
prieta  degli  integral:  di  un  problema  di  meccanica  che  sono  lineari  rispetto  alle 
component!  della  velocita,  Rom.  Line.  Rend.  (6)  41  (1895),  p.  283,  der  neben  den 
Bedingungen  fiir  das  Bogenelement  angibt,  daB  die  kontravarianten  Kraftkom 
ponenten  Q'-\  wenn  ein  Integral,  linear  in  den  Geschwindigkeitskomponenten, 

«i («, ,   •  -,  «») «i  H h  «.(?i ,  •  •  •,  O §n  =  Const- 
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tiber  die  linearen  Integrale  hinausgehend  hatte  man  zunachst 
weiter  nach  Integralen  der  Bewegungsgleichungen  zu  fragen,  die  in  den 
Impulskomponenten  quadratisch  sind.  Das  einfachste  dieser  Integrale 
ist  das  Energieintegral 

(434)  H  =  T+$  =  i^^PiPp  +  ®  =  k 

(bzw.  dessen  Verallgemeinerung  bei  rheonomen  Bedingungen).  Seine 
Existenz  hangt  daran,  daB  die  unabhangige  Veriinderliche,  die  Zeit  t, 
die  Rolle  einer  zyklischen  Koordinate  spielt  (vgl.  Nr.  10).  Weitere 
quadratische  Integrale  sind  in  dem  Palle  bekannt,  da8  die  Hamilton* 
Joco&ische  Differentialgleichung  durch  Trennung  der  Veranderlichen 
(vgl.  Nr.  19)  integriert  werden  kann,  und  zwar  hat  man  dann  ein  System 
von  n  quadratischen  Integralen,  unter  denen  das  Energieintegral  ent- 
halten  ist.  Denn  die  Gleichungen  (232)  sind  identisch  mit 

(435)  p*  =  fctfe(gp)  +  { <Vf§\qJ  H h  cn-i  <4"~n(^) )  —  X'M  > 

(p  =  l, ...,») 

und  wenn  man  hier  nach  den  Konstanten  k,  cl}  . . .,  cn_l  auflost,  so  er- 
halt  man  n  in  den  p^  quadratische  Ausdrucke.  Zu  jedem  dieser  qua 
dratischen  Integrale  gehort  eine  eingliedrige  Transformationsgruppe, 
doch  scheinen  fiber  deren  Bedeutung  bisher  keine  Untersuchungen 
angestellt  zu  sein. 

Man  hat  die  Frage  aufgeworfen,  ob  sich  dieser  Satz  umkehren 
lasse,  d.  h.  ob  aus  der  Existenz  von  n  quadratischen  Integralen  folge, 
daB  die  Bewegungsgleichungen  durch  Trennung  der  Veranderlichen 
losbar  seien.  Bei  zwei  Freiheitsgraden  ist  sie  leicht  zu  beantworten. 
Hier  ist  in  der  Tat  immer,  wenn  neben  dem  Energieintegral  noch 
ein  zweites  quadratisches  Integral  existiert,  die  zum  Problem  gehorige 
Hamilton-Jacobische  Gleichung  durch  Trennung  der  Veranderlichen  zu 
integrieren  und  die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  mit  Hilfe 


existieren  soil,  der  Bedingung 


genugen  miissen. 

Fiir  die  wichtigsten  der  linearen  Integrale,  die  ersten  Schwerpunktsintegrale 
und  die  Flachenintegrale,  hat  G.  Bisconcini,  Di  una  classificazione  dei  problemi 
dinamici,  II  nuovo  Cimento  (5)  1  (1901),  p.  253,  in  Vert'olg  von  Ideen  T.  Levi- 
Civitas,  Normalf'ormen  fiir  die  Bogeneleniente  angegeben,  zu  denen  solche  Schwer- 
punkts-  und  Flachenintegrale  gehoren,  deren  zugehorige  infinitesimale  Trans 
formation  die  sechsgliedrige  Bewegungsgruppe  des  Euklidischen  J?s  bzw.  eine 
ihrer  Untergruppen  bilden. 
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von  Quadraturen  allein  moglich.377)  Indessen  ist  das  Ergebnis  ohne 
besondere  Bedeutung,  da  man  ja  in  diesem  Falle  stets,  sobald  neben 
dem  Energieintegral  noch  ein  beliebiges  weiteres  Integral  bekannt  ist, 
auf  Quadraturen  zuriickkommt.  [Vgl. 282).] 

Allgemein  fiir  ein  System  von  n  Freiheitsgraden  behandelt  G.  di 
Pirro*™)  die  Bedingung  dafiir,  daB  neben  dera  Energieintegral  weitere 
in  den  Impulskomponenten  quadratische  Integrale  auftreten,  allerdings 
nur  unter  der  Voraussetzung,  da8  die  kinetische  Energie  T  orthogonale 
Gesbalt  besitzt.  Allgemeiner  zeigt  P.  Stackel™}:  Es  treten  m  qua 
dratische  Integrale  auf,  wenn  sich  die  n  Veranderlichen  gu  .  .  .,  qn  so 
in  m  Abteilungen  ordnen  lassen,  daB  sich  die  Hamilton-Jacobische  Glei- 
chung  in  m  Gleichnngen  aufspalten  laBt,  in  deren  jeder  nur  die  Ver 
anderlichen  einer  Abteilung  vorkommen.  Eine  ahnlicbe  Behandlung  der 
Frage  gibt  auch  P.  Painleve.™)  Im  iibrigen  kommt  man  auf  die 
Existenz  quadratischer  Integrale  von  einer  anderen  Fragestellung  aus, 
namlich  wenn  man  untersucht,  wann  zwei  mechanische  Problem e  (deren 
kinetische  Energie  eine  quadratische  Form  der  Geschwindigkeitskompo- 
nenten  ist  und  deren  Krafte  nur  von  den  Ortskoordinaten  abhangen) 
die  gleichen  Bahnkurven  besitzen381)  (vgl.  unten  Nr.  36). 

Systematisch  weitergehend  konnte  man  die  Frage  nach  den  Inte- 
gralen  der  Bewegungsgleichungen  aufwerfen,  die  ganze  rationale  Funk- 
tionen  oder  noch  allgemeiner  gebrochene  rationale  Funktionen  der 
Impuls-  bzw.  Geschwindigkeitskomponenten  sind.  Eine  Untersuchung 

377)  Vgl.  z   B.  die  Darstellung  bei  G.  D.  Birkhoff,  Dynamical  systems,  p.  48. 
Fiir  den  Sonderfall  der  Differentialgleichungen  der  geodatischen  Linien  gewohn- 
licher  Flachen   ist   dieser  Satz   zuerst   angegeben   bei   M.  Massieu,  1.  c. 376)   [vgl. 
dazu  auch  III  B  3  (E.  v.  Lilienihal),  Nr.  18]. 

378)  Vgl.  G.  di  Ptrro,  Sugli  integrali  primi  quadratic!  delle  equazioni  della 
meccanica,  Ann.  di  mat.  (2)  24  (1896),  p.  315.  In  Sonderfallen  haben  bereits  G  Pen- 
nacchietti,  Mailand  Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  18  (1885),  p.  242  und  p.  269,  sowie  G.  Vi- 
vanti,  Mailand  Lomb.  1st.  Rend.  (2)  25  (18'J2),  p  689  die  Frage  nach  quadratischen 
Integralen  aufgeworfen. 

379)  P.  Stdckel,  Uber  quadratische  Integrale  der  Differentialgleichungen  der 
Dynamik,  Ann.  di  mat.  (2)  25  (1897),  p.  55. 

380)  P.  Painleve,  Sur  les  integrales  quadratiques  des  equations  de  la  dyna- 
mique,   Paris  C.  R.  124  (1897),  p.  221.    Vgl.  hierzu   auch   die  Note  von  T.  Levi- 
Civita,  ibid.  p.  392. 

381)  Diese    Frage    ergibt   sich    als    Verallgemeinerung    der   Aufgabe,    zwei 
Flachen   so   aufeinander   abzubilden,    daB   die  geodatischen  Linien   der  einen  in 
die  geodatischen  Linien   der  anderen  iibergehen     Vgl.  G.  Darboux,  Theorie  des 
surfaces,  III,  chap.  3.    Das  ist  im  Grunde   auch   der  Standpunkt,   von   dem    aus 
E.  Liouville  mit  eigentu'mlichen  Methoden  die  Frage  der  quadratischen  Integrale 
zu   behandeln  versucht,  vgl.  R.  Liouville,   Sur   les    equations    de    la   dynamique, 
Acta  math.  19  (1895),  p.  251. 
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dieser  Frage  ist  aber  fiber  die  Anfange  nicht  recht  hinausgekommen. 
T.  Levi-CivitaZ82)  zeigt  z.  B.,  daB  fiir  die  kraftefreie  Bewegung,  d.  h. 
fiir  die  Differentialgleichungen  der  geodatischen  Linien  einer  Mn  mit 
dem  Bogenelement 


eine  homogene  ganze  rationale  Funktion  der  q0  dann  und  nur  dann  ein 
Integral  ^Ar  r  qr  ...qr  =  Const. 

rl       rm*rl  rm 

vorstellt,  wenn  die  kovarianten  Ableitungen  [vgl.  Ill  D  10  (E.  Weitzen- 
frocfc),  2.  Teil,  Nr.  19]  der  Ari...rm  ein  halbsymmetrisches  System 
bilden.388) 

Haben  andererseits  die  Bewegungsgleichungen  die  Gestalt  (432) 
mit  T  ==^gifl^ Q./U  un(^  existiert  ein  Integral,  das  eine  gebrocbene 
rationale  Funktion  der  Geschwindigkeitskomponenten  ist,  so  muB  der 
Quotient  aus  den  Gliedern  hochster  Ordnung  in  Zahler  und  Nenner 
ein  Integral  der  zugehorigen  Differentialgleichung  der  geodatischen 
Linien  sein.384)  Allgemein  sind  die  Beziehungen  der  Integrale  der  Be 
wegungsgleichungen  (432)  zu  den  Integralen  des  zugehorigen  Problems 
der  geodatischen  Linien  in  Verallgemeinerung  von  Gedanken  G.  Dar- 
&0w#s385)  von  P.  Painleve386*)  untersucht.  SchlieBlich  hat  man  noch  die 
Integrale  in  Betracht  gezogen,  die  algebraisch  von  den  Geschwindigkeits- 
bzw.  Impulskomponenten  abhangen.  G.  Koenigs 3S7)  und  dann  T.  Levi- 
Civita™1*}  konnten  zeigen,  daB  die  Existenz  eines  algebraischen  Inte 
grals  notwendig  die  eines  rationalen  Integrals  nach  sich  zieht.388) 

382)  T.  Levi-Civita,    Sugli   integrali    algebrici    delle    equazioni    dinamiche, 
Turin  Atti  31  (1895/96),  p.  816. 

383)  Das    soil    heiBen:    Ist    Ar}  ...rmrm  +  i    die    kovariante    Ableitung    von 
Ar       r     nach  qr          und  addiert  man  diejenigen  dieaer  Ableitungen,  deren  In- 
dizes   aus  r1...rmrm+1  durch  zyklische  Vertauschungen  hervorgehen ,   so  miissen 
alle  diese  Summon  verschwinden. 

384)  Fiir  die  Gleichungen  der  geodatischen  Linien  selbst  folgt  daraus,  daB 
bei  einem  Integral,  das  gebrochen  rational  in  den  Richtungskoeffizienten  ist,  der 
Quotient  der  Glieder  hochster  Ordnung  in  Zahler  und  Nenner  ebenfalls  bereits 
ein  Integral  sein  muB. 

385)  G.  Darboux,  Paris  C.  R.  108  (1889),  p.  449. 

386)  P.  Painleve,  Sur  les  integrales  de  la  dynamique,  Paris  C.  R.  114  (1892), 
p.  1168. 

387)  G.  Koenigs,  Sur  les  integrales  algebriques  des  problemes  de  la  dyna 
mique,  Paris  C.  R.  103  (1886),  p.  460. 

387 a)  T.  Levi-Civita,  1.  c.S82). 

388)  Bei  den  beiden  Hauptproblemen  der  analytischen  Mechanik,  bei  dem 
n-K6rperproblem  sowohl  wie  beim  Kreisel,  hat  die  Frage  nach  dem  Auftreten 
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Bisher  ist   vorausgesetzt   worden,    daB   die  Kraftkomponenten  Q 
nur  von  den  Ortskoordinaten  qlf  .  ..,  qn  (und  evtl.  der  Zeit  f)  abhangen. 
Diirfen  dagegen  die  Kraftkomponenteu  Q0  auch  von  den  Geschwindig- 
keitskomponenten  ql}.--,qn  abhangen,  so  verallgemeinern  sich  die  Er- 
gebnisse.    Soil   dann    das   System   der   Bewegungsgleichungen,   das   in 
der  Form 
(436)  ^ 


geschrieben  werden  moge,  ein  Integral 

(437)  F(ql,...,qn,ql,...,qn,t)  =  C 

besitzen,   wo  F  eine  vorgeschriebene  Funktion  ist,    so  muB  identisch 
in  den  qQ,  g?,  t 


gelten.  Denkt  man  jetzt  mit  J.  Bertrand^}  die  kinetische  Energie  T 
gegebeu,  so  kann  man  versuchen,  die  Kraftkomponenten  Q  bzw. 
Q?  so  zu  bestimmen,  daB  die  Gleichung  (438)  eine  Identitat  wird. 
Das  ist  natiirlich  im  allgemeinen  nicht  moglich.  In  speziellen  Fallen 
aber  konnen  sich  die  Q-  aus  dieser  Forderung  eindeutig  ergeben390) 
oder  es  konnen  auch  mehrere  Losungen  moglich  sein.  In  letzterem  Falle 
wiirde  das  vorgelegte  Integral  mehreren  mechanischen  Problemen  ge- 
meinsam  sein,  wie  das  z.  B.  von  den  Schwerpunkts.-  und  Flachen- 
integralen  gilt.  Weiterhin  untersucht  J.  Bcrtrand,  welchen  Bedin- 
gungen  eine  Funktion  geniigen  muB,  damit  sich  zu  ihr  Krafte  Qv  in 
der  angegebenen  Weise  ermitteln  lassen.  Hierbei  geht  er  auf  die 
Integrale,  die  rational  in  den  Geschwindigkeitskomponenten  sind,  ge- 
891 


nauer  en. 


algebraischer  Integrale  eine  groBe  Rolle  gespielt.  H.  Bruns  hat  fur  das  Drei- 
korperproblem  nachgewiesen,  daB  es  auBer  den  zehn  aus  der  Crafa'Zeigruppe  ent- 
springenden  Integralen  kein  Integral  geben  kann,  das  eine  algebraische  Funk 
tion  der  pp,  qfjt  ist  [vgl.  VI  2  12  (E.  T.  Whittaker],  Nr.  4].  In  der  Theorie  des 
Kreisels  standen  insbesondere  die  bekannten  Untersuchungen  6'.  KowalewskiB 
unter  dem  Leitmotiv,  ein  neues  algebraisches  Integral  zu  gewinnen  [vgl.  IV  6 
(P.  Stacked),  Nr  36]. 

389)  J.  Bertrand,    Sur  les  integrales   communes   a  plusieurs  problemes  de 
mecanique,  J.  de  math.  17  (1852),  p.  121. 

390)  Man  kann  in  diesem  Falle  die  Identitat  (438)  nach  den  gt ,  .  . .,  qn  diffe- 
renzieren,  wodurch  man  n  lineare  Gleichungen  fiir  die  Unbekannten  Qlt  ...,  Qn 
erbalt,  aus  denen  man  diese  evtl.  berechnen  kann. 

391)  J.  Bertrand,  Memoire  sur  quelqu'unes  des  formes  les  plus  simples  que 
puissent  prendre  les  integrales  des  equations  differentielles  du  mouvement  d'un 
point  materiel,  J.  de  math.  (2)  2  (1857),  p.  113,  wo  er  allerdings  voraussetzt,   die 
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30.  Stationare  Bewegungen  bei  zyklischen  Koordinaten  und  ilire 
Verallgemeinerung.  Nicht  selten  liegt  die  Aufgabe  vor,  nicht  die  all- 
gemeine  Integration  der  Bewegungsgleichungen  auszufuhren,  sondern 
eiae  bestimmte,  naher  gekennzeichnete  Klasse  von  Losungen  zu  er- 
mitteln.  Ein  wichtiges  solches  Beispiel  behandelt  E.  J.  Routh  392j,  nam- 
lich  die  Stationare  Bewegung  (steady  motion)  eines  mechanischen  Sy 
stems  von  n  Freiheitsgraden  ,  von  dessen  allgemeinen  Koordinaten 
qlt...,qn  die  r  letzten  (qn_r  +  l,  .  ..,  £„)  zyklische  (verborgene)  Koordi 
naten  seien.  Einen  ausgezeichneten  Bewegungsfall  eines  solchen  Sy 
stems  erh'alt  man,  wenn  die  nichtzyklischen  (sichtbaren)  Koordiuaten 
konstant  bleiben,  so  daB  auBerlich  betrachtet  das  System  dann  in 
Ruhe  zu  sein  scheint,  in  Wirklichkeit  aber  der  scheinbare  Gleich- 
gewicbtszustand  durch  die  (unsichtbare)  Bewegung  in  den  zyklischen 
Koordinaten  aufrecht  erhalten  wird.393)  Die  Lagrangcsche  Funktion 

(439)  £&,—,&,  Si,  •»,&-,.)  —  **  —  * 

des  Systems  soil,  wie  in  Ubereinstimmung  mit  Routh  vorausgesetzt 
werden  moge,  die  Zeit  t  nicbt  explizit  enthalten,  so  da8  fiir  die  Be 
wegung  das  Energieintegral 

(440)  T+$  =  H=k 

gilt.  Da  die  zyklischen  Impulskomponenten  konstant  sind: 
/  1  1  1  \  dT  dT 

A-r+i--*,    •••,    A--*. 


erbalt  man  durch  die  Routlische  Transformation  (vgl.  Nr.  9)  an  Stelle 
der  urspriinglicheu  Lagrangeschen  Funktion  L  die  modifizierte  Funktion 


(442)     L*fa,  . . .,  qn_r,  q1}  . . .,  qn_r,  C1;  . . .,  cr)  =  L  - 

i 

die  die  Lagrangeschs  Funktion  der  sichtbaren  Bewegung  des  Systems 
vorstellt.  Soil  also  in  den  sichtbaren  Koordinaten  Ruhe  herrschen,  so 
miissen  die  zugehorigen  Eulerschen  Gleichungen 


kinetische  Energie  habe  die  Gestalt  T=  ^(x*  -f-  ^2).  Fur  diese  Gestalt  von  T 
behandelt  er  die  Fiille,  daB  das  Integral  eine  ganze  rationale  Funktion  erster, 
zweiter  oder  dritter  Ordnung,  sowie  daB  es  eine  gebrochene  rationale  Funktion 
erster  Ordnung  in  den  Geschwindigkeitskomponenten  ist.  Eine  Ausdehnung  auf 
den  Euklidischen  E3  gibt  G.  Vivanti,  Palermo  Rend.  circ.  mat.  6  (1892),  p.  127. 

392)  E.  J.  Eouth,  A  treatise  on  the  stability  of  a  given   state   of  motion, 
London  1877,  bezeichnet  als  steady  motion  eine  Bahnkurve,  deren  lineare  ,,Jacobi- 
sche  Gleichungen"  (vgl.  Nr.  20)  von  der  Zeit  unabhangige  Koeffizienten  erhalten. 

393)  Die  Bedeutung  einer  solchen  Bewegung  beruht  darin,  daB  ihre  Stabi- 
litat  sich  mit  Hilt'e  des  Energiekriteriums  entscheiden  laBt. 
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durch 

(444)  ft  —  ?!,     ••-,     qn-r  =  rn-r 
und  somit 

(444a)  gt  =  0,     ...,     <?n_r  =  0 

befriedigt  werden.  Das  bedeutet  aber,  da  L*  von  der  Zeit  nicht  ex- 
plizit  abhangt,  daB  man  die  Werte  (444)  aus  den  Gleichungen 

(445)  I^-O,  /—  =  0 

2«l  ^2«-r 

zu  berechnen  hat,  in  denen  die  Geschwindigkeitskomponenten  gleich 
Null  gesetzt  sind.394)  Zur  Bestimmung  der  Bewegung  in  den  zykli- 
schen  Koordinaten  bat  man  dann  aus  (441)  die  Werte  der  Ableitungen 
qn-r  +  i,  ••-,<?„  zu  berechnen,  die  sich  als  konstant  ergeben,  so  daB  die 
zyklischen  Koordinaten  selbst  lineare  Funktionen  der  Zeit 

(446)  &-r  +  l—  «1*+«1>        "-I       <7»  =  M  +  «r 

werden.395) 

Die  Gleichungen  (445)  bzw.  (444)  bestimmen  bei  festen  Zahl- 
werten  der  zyklischen  Impulse  (441)  in  dem  Rn  der  (ft ,-..,<?„  eine 
bestimmte  Mr,  auf  der  die  <?n_r+1,  •  • .,  #„  beliebig  veranderlich  sind. 
Sie  stellt  eine  charakteristische  Mr  vor,  die  zu  den  r  Integral  en  (441) 
gehort.  Denn  sie  entsteht  aus  einer  Bahnkurve  (444),  (446)  durch  die 
r-gliedrige  Gruppe  von  Parallelverschiebungen  in  den  qn_r  +  l-,  . . .,  qn- 
Richtungen,  die  aus  den  r  Integralen  (441)  entspringt.  Auf  dieser  Mr 
liegen  oor  Bahnkurven  [entsprechend  den  r  willkiirlichen  Konstanten 
«!,...,  ur  in  (446)],  die  aus  einer  von  ihnen  durch  die  oor  Parallel 
verschiebungen  der  r-gliedrigen  Gruppe  hervorgehen.  tFbrigens  hat 
man,  da  man  die  Zahlwerte  der  zyklischen  Impulse  beliebig  vor- 
schreiben  kann,  nicht  eine  einzelne  Mr,  sondern  eine  Schar  von  oor 
solcher  Mr,  auf  deren  jeder  oor  Bahnkurven  liegen.  Insgesamt  hat 
man  also  oo2r  besondere  Bahnkurven  des  Systems  gefunden. 


^  T  *  ^7" 

394)  Da  nach  (442)  (Q  =  1 ,  .  .  .,  n  —  r) 

dq.9       dq_Q 

1st,  kann  man  die  Werte  (444)  auch  aus  den  (n  —  r)  Gleichungen 

(445a)  |I'  =  0  (e  =  l,  ...,«-r) 

0  gQ 

bestimmen,  worin  man  fur  die  Geschwindigkeitskomponenten  jt,  .  . .,  qn-r  die 
Werte  Null,  fiir  die  Geschwindigkeitskomponenten  qn_r  +  l,  .  .  .,  qn  die  dann  aus 
(441)  folgenden  r  Werte  eingesetzt  hat.  Vgl.  E.  J.  South,  Advanced  rigid  dyna 
mics.  Deutsche  Ubersetzung  p.  77. 

395)  Ein  einfaches  Beispiel  einer  solchen  Bewegung  bietet  etwa  der  Watt- 
sche  Fliehkraftregler  bei  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  der  Kraftmaschine. 
E.  J.  South,  Advanced  rigid  dynamics.    Deutsche  Ubersetznng  p.  81. 
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Benutzt  man  als  Bewegungsgleichungen  statt  der  Eulerschen  Glei- 
chungen  das  zugehorige  kanonische  System,  so  entspricht  den  Euler 
schen  Gleichungen  (443)  das  kanonische  System 


wobei  in  H  fur  die  zyklischen  Impulse  die  konstanten  Werte  (441) 
eingesetzt  zu  denken  sind.  Man  erhalt  dann  die  stationare  Beweo-ung 
(444),  (446)  aus  den  Gleichungen 


die  gleichzeitig  die  Koordinaten  (444)  und  auch  die  zu  (444  a)  ge- 
horenden  konstanten  Werte  der  Impulse  pl}...,p  _r  liefern896).  Zu 
ihnen  treten  dann  wieder  die  Werte  (446)  der  qn_r  +  l,  .  .  .,  qn  hinzu.  Die 
r  Integrate  (441)  bestimmen  in  dem  (pQ,  £?)-Raum  eine  J/8>,_r,  auf  der 
002»-/-  Bahnkurven  liegen.  Unter  ihnen  sind  die  <x>r  durch  (448)  und 
(446)  gegebenen  Bahnkurven  dadurch  ausgezeichnet,  daB  fur  sie  alle  die 
Energie  H  den  gleichen  Wert,  und  zwar  einen  Extremwert,  annimmt. 
Diese  Eouthsche  stationare  Bewegung  bei  zyklischen  Koordinaten 
hat  T.  Levi-Civita3*1)  dahin  verallgemeinert,  daB  er  die  speziellen 
r  Integrale  (441)  durch  r  allgemeine  Integrale 
(449)  F1(p1,...,pn,q1,...,qn)  =  c1,  ...,  Fr(Pl,  .  ..,pn,  qlf  .  ..,q 

des  kanonischen  Systems 

dqQ_cH      dpo  cH 


ersetzt,  Ton  denen  vorausgesetzt  wird,  daB  sie  in  Involution  liegen,  daB 

also  fiir  sie 

(449a)  (Fa,  Fr]  =  0 

396)  Die  zu  den  sichtbaren  Koordinaten  gehorigen   Impulse   sind  konstant, 
aber  im  allgemeinen  nicht  Null.    Im  einfachsten  Falle  hat  man  z.  B. 


\vorin  fiir  die  gn_r  +  1,  •-•,  qn  die  aus 

Ca~Pn-r  +  a  ~  9n  —  r  +  a,n  -r  +  l<Ln  —  r  +  l  ~\          '  +  9n  -r  +  a,n  %n 

zu  berechnenden  Werte  einzusetzen  sind. 

397)  T.  Levi-Civita,  Sulla  determinazione  di  soluzioni  particolari  di  un 
sisteina  canonico,  quando  se  ne  conosce  qualche  integrale  o  relazione  invariante, 
Rom.  Line.  Rend.  (5)  10  l  (1901),  p.  3  und  p.  35.  Eine  erweiterte  und  verall- 
gemeinerte  DarsteUung  in  T.  Levi-Civita,  Sur  la  recherche  des  solutions  parti- 
culieres,  Warschau  Prace  matematyczno-fisyczne  17  (1906),  p.  1,  vgl.  auch  T.  Levi- 
Civita  und  U.Amaldi,  Lezioni  II,  2,  p.  339  ff. 

Encyklop  d.  math.  Wiasensch.  IV  1,  n.  49 
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gilt.  Lost  man  hier,  wie  in  Nr.  27,  die  Beziehungen  (449)  nach  r  der 
Impulskomponenten,  etwa  nach  pn_r  +  1,  ...,  pn,  aut': 

(451)  Pn_r  +  a  -f  fa(plt  •  •  ;Pn-r,   2l >  •  •  •»  ?«>  Cl >  •  •  •>  Cr)  =  °> 

(*-!,. ..,r) 

so  kann  man  (vgl.  Nr.  26)  zunachst  die  zu  den  Integralen  (449)  ge- 
horigen  charakteristischen  Mr  bestimmen.  Dazu  dient  (vgl.  Nr.  27) 
das  voilstandig  integrable  P/a/fsche  System 


dH  j     .    ^  Sfa 

-  dt  4-          - 
' 


i 


(452) 


worin  H  aus  H  dadurch   entstanden  ist,   daB  fiir  pn_r  +  i,  •  •  -,pn  die 
Funktionen  (451)  eingesetzt  sind. 

In    Verallgemeinerung    von   (448)    setzt   hier  T.  Levi-Civita   die 
2  (n  —  r)  Gleichungen 

(453)  af  =  0>     a^=°  (f  — !,...,»  — 0 

an,  aus  denen  man   die  Pi,---,pn_r,  2i>  •  •  •>  #n-r  a]s  Funktionen  der 
a  .,Q    berechnen  kaun.  Diese  Funktionen  bestimmen  aber  eine 

-in  — r  +  l'          /  •** 

charakteristische  Mr.  Denn  die  Beziehungen  (453)  sind  2(n  —  r)  Inte 
grate  des  ebenfalls  voilstandig  integrablen  Systems398) 


(454) 


398)  Diese  Beweismethode  bei  P.  Burgatti,  Sopra  un  teorema  di  Levi-Civita 
riguardante  la  determinazione  di  soluzioni  particolari  di  un  sistema  Hamiltoniano, 
Rom.  Line.  Rend.  (5)  II1  (1902),  p.  309. 

Es  ist  zu  beachten,  daB  in  (452)  auf  der  rechten  Seite  die  Koeffizienten  der 
Differentiale  unabhiingig  von  t  sind.  Die  ganze  tlberlegung  lieBe  sich  in  ahn- 
licher  Weise  durchfiihren,  wenn  H  und  die  f\,  ...,Fr  auch  von  t  abbangig  waren, 
aber  dafur  die  Koeffizienten  auf  der  rechten  Seite  von  (452)  eine  der  Koordi- 
naten  gn_r  +  1,  .  .  .,  qn  nicht  enthielten.  Man  mfiBte  dann,  falls  die  Koordinate 
q_n-r  +  a  ni' ht  auftriite,  statt  zu  (454)  zu  einem  System  iibergehen,  das  aus  (452) 
durcb  Nullsetzen  der  Koeffizienten  von  dqn_r  +  a  =  0  entsteht,  und  aus  ihm 

Pli  •••'Pn-r'     2l""i«»-r     als     FunktioneQ     von     *»     ««-/•  + 1'  ••'•  «n-r  +  a-\  ' 

a    berechnen.  Das  wiirde  ebenfalls  eiue  charakteristische  M    be- 

2«  —  r  +  o  +  1 '  '       '  "n 

stimmen. 
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da  ja  nach  diesen  Gleichungen 


also  nach  (453) 


"-^  - 

gilt  und  sich  analog 


ergibt. 

Denkt  man  die  Konstanten  Cj,  ..-,cr  in  (449)  willkiirlich  wahlbar, 
so  bestimmen  die  Gleichungen  (453)  eine  Schar  von  oor  charakteri- 
stischen  Mr.  Auf  jeder  dieser  charakteristischen  Mr  liegen  oor  Inte- 
gralkurven  des  kanonischen  Systems,  die  man  durch  eine  Quadratur 
erhalt  (vgl.  Nr.  27). 

Nun  ist  es  aber  nach  T.  Levi-Civita  nicht  notwendig,  dafi  die  Be- 
ziehungen  (449),  die  zur  Reduktion  dienten,  Integrate  sind.  Vielmehr 
lafit  sich   die   gleiche   Uberlegung  durchfuhren,    falls   man  nur  r  in 
variants  Beziehungen  8") 
(455)      Fl(Pl,...,pn,qi,...,qn)  =  0,  ...,  Fr(Pl,  .  .  .,pH,qlt.  .  .,qn)  =  0 

kennt,  die  in  Involution  sind.  Man  kann  dann  in  der  gleichen  Weise  zu  den 
Gleichungen  (453)  gelangen,  erhalt  jetzt  aber  nur  eine  einzelne  Mr  mit 
oor  Integralkurven.  Diese  Integralkurven  hnt  man  vermoge  des  Systems 

^•L-r  +  l  =  dH  dq^  =  dH 

dt  d~Pn-r  +  l'  '  ''         dt    ~~~OPn 

zu  bestimmen,  dereu  rechte  Seiteri  Funktionen  von  qn_r  ,  15  .  .  .,  q/t  sind, 
was  also  hochstens  eine  Operation  (r  —  1)  (in  der  Lieschen  Bezeich- 
nungsweise)  erfordert.400) 

Ebenso  wie  in  dem  .Row^schen  Sonderfalle  sind  diese  oo^Bahnkurven 
unter  den  oo2n~r  Bahnkurven  der  MZn_r  (455)  dadurch  ausgezeic-hnet, 
daB  die  Energie  H  fur  alle  den  gleichen  Extremwert  annimmt.401) 

399^0.  h.  -*^-  =  (H,FQ) 

ctt 

ist  nicht  identiech  Null,  sondern  mit  Riicksicht  auf  (455).  P.  Pairileve,  L'inte^r. 
des  equations  diff.  de  la  mec.,  p.  286,  bezeichnet  eine  solche  Beziehung  als  inte 
grals  premiere  particularise'e. 

400)  Vgl.  T.  Levi-Civita,  Rom  Line.  Rend.  (5)  101  (1901),  p.  3. 

401)  Die  Sonderstellung   der   kanonischen  Systeme  tritt   hervor,  wenn  man 
versucht,    diese  Uberlegungen    auf  allgemeine   DifiFerentialgleichungssysteme  mit 
(2n  -f-  1)  Veranderlichen 

(a)  dx^ida^:--".  &xtn  =  X0(x0,  xlt  .  .  .,«,„)  :  X1  :  •  •  •  :  X2n 

49* 
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G.  Die  kanonische  Transformation. 

31.  Das  kanonisclie  System  als  charakteristisch.es  Pfaffsches 
System  einer  linearen  Differentialform.  Die  bilineare  Kovariante. 

zu  ubertragen,  vgl.  T.  Levi-Civita,  Warschau  Prace  mat.  fis.  17  (1906),  p.  1.  Wie 
man  bei  dem  kanonischen  System 

dq^_cH      dpQ_       8H  _ 

dt-Wi    dt~     3*  ' '" 

das  Integral 

(ft  H=k 

hat,  das  in  dem  Phasen-I?Jn  +  1   der  (g(J,p?,<)  eine  (in  der  i-Richtung)  zylindrische 

M2n  bestimmt,  so  muB  man  auch  voraussetzen,  da8  man  fiir  das  System  (a)  ein 

erstes  Integral 

(b)  f(x0,xlt  ...,  a?,w)  =  c 

kennt,  das  in  dem  E2n  +  l  der  (x0 ,  xl ,  ...,«sn)   eine  Msn  (bzw.  eine   Schar  von 

Min]  bestimmt. 

Sieht  man  bei  dem  kanonischen  System  (a)  nun  zunilchst  von  dem  Auftreten 
zyklischer  Koordinaten  ab,  80  wiirde  man  entsprechend  (448)  die  Beziehungen 

(y)  ?-  =  0,      ^=0  fe-1 n) 

cq9  cpq 

anzusetzen  haben,  zu  denen  noch  die  identische  Beziehung 

cH 

^  Jf^Q 

hinzuzudenken  ware.  Sie  bestimmen  einen  Punkt  p^,^  in  der  Min  der  (p^^q^) 
bzw.  eine  Kurve,  namlich  eine  Parallele  zur  i-Richtung,  in  dem  -R2w  +  i  ^er 
(p(),qu,t).  Das  ist  die  eine  stationare  Losung  des  kanonischen 'Systems,  die  man 
in  diesem  Falle  erhalt.  Fiir  das  allgemeine  System  der  Differentialgleichungen 
(a)  mit  dem  ersten  Integral  (b)  ergibt  sich,  wenn  man  entsprechend  (y) 

1^  =  0        ^=0  1^  =  0 

dx0  dxi  dxtn 

ansetzt,  ein  System  von  2n  unabhangigen  Gleichungen,  die  im  allgemeinen  eine 
M\ ,  also  eine  stationare  Integralkurve  bestimmen.  T.  Levi-Cirita  (vgl.  1.  c  ,  p.  37) 
ftihrt  aus,  welche  Bedeutung  dieser  stationaren  Losung  gegeniiber  anderen  L6- 
sungen  zukommt. 

Hat  nun  das  kanonische  System  (a)  r  zyklische  Koordinaten,  so  sind  r  der 
Gleichungen  (y)  identisch  erfullt.  Daher  bestimmen  die  Gleichungen  (y)  in  diesem 
Falle  nicht  eine  M i ,  sondern  eine  Mr  +  l  von  der  Eigenschaft,  daB  jede  Integral 
kurve,  die  einen  Punkt  mit  der  Mr  +  1  gemein  hat,  dieser  ganz  angehort  Ent 
sprechend  konnen  auch  die  Gleichungen  (c)  statt  einer  Ml  eine  Mt  +  1  (T=f=°) 
mit  der  gleichen  Eigenschaft  festlegen. 

Bei  einem  kanonischen  System  ist  nun  das  Auftreten  von  r  zyklischen  Ko 
ordinaten  stets  verkniipft  mit  der  Existenz  von  r  ersten  Integralen,  namlich  den 
r  Beziehungen  (441).  Man  konnte  entsprechend  von  ihnen.  bzw.  den  von  T.  Levi- 
Civita  eingef'iihrten  allgemeineren  Beziehungen,  ausgehen.  Setzt  man  in  gleicher 
Weise  voraus,  es  seien  fur  das  allgemeine  System  (a)  neben  dem  Integral  (b) 
noch  r  weitere  Integrate  oder  allgemeiner  invariante  Beziehungen 
(d)  fi(x0,xlt...,xsn)  =  0,  .  .  .,  fr(x0,xlt...,x,J  =  0 


31.  Das  kanonische  System  als  charakteristisches  Pfaffsches  System  usw.      749 

Historischer  Zusammenhang  mit  der  Storungsrechnung.401*)  Nach 
den  Ausfiihrungen  des  vorigen  Abschnitts  sind  die  Integrationsverein- 
fachungen  der  Bewegungsgleichungen  wesentlich  bedingt  durch  ihre 

kanonische  Gestalt: 

fA~a\  dqn         cH        dp,,  dH  ,  1  >. 

dt-=W^    ^t-     ~W,'          (Q=  1'-"'w) 

1st  man  aus  irgendeinem  Grande  gezwungen,  an  SteDe  der  p0,  q0  neue 
Koordinaten  einzufiihren,  wie  z.  B.  in  der  Storungsrechnung,  so  bleibt 
die  kanonische  Gestalt  im  allgemeinen  nicht  erhalten,  und  man  wiirde 
fiir  die  transformierten  Gleichungen  der  Integrationsvorteile  verlustig 
gehen.  Daher  ist  es  das  Bestreben,  die  neuen  Koordinaten  so  zu 
wahlen,  daB  auch  das  transformierte  System  wieder  kanonische  Ge 
stalt  besitzt.  Eine  Koordinatentransformation  mit  dieser  Eigenschaft 
wird  als  eine  kanonisclte  Transformation  bezeichnet. 

Zur  Bestimmung  dieser  kanonischen  Transformationen  nimmt  man 
zweckmaBig  AnschluB  an  das  Pfaffsche  Problem  [vgl.  II A  5  (E.  v.  Weber), 


bekannt,  die  zusammen  mit  (b)  eine  Mzn_r  bestimmen,  so  kann  man 

(e)  ^MAfi +•••  +  *„/» 

ansetzen  und  die  Beziehungen 

3F  8F  3F 

dx0  dx^  d%zn 

vorschreiben.  Dadurch  ist  dann  auf  der  Mzn_r  gerade  wieder  eine  stationare 
Integralkurve  bestimint,  wahrend  man  nur  in  Ausnahmefallen  eine  Mt  +  1  erhillt. 
Im  Gegensatz  dazu  ergibt  sich  bei  dem  kanonischen  System  nach  den  Ausfiih 
rungen  des  Textes  stets  eine  Mr  + 1 ,  falls  die  invarianten  Beziehungen  den  an- 
gegebenen  Voraussetzungen  geniigen. 

Den  kanonischen  Systemen  genau  analog  verhalten  sich  die  P/ia/fschen 
Systeme,  die  aus  einem  Pfaffschen  Ausdruck  (d.  h.  einer  linearen  Differential- 
form)  in  der  in  Nr.  21  angegebenen  Weise  entspringen.  Sie  behandelt  T.  Levi- 
Civita,  Sulle  soluzioni  stazionarie  dei  sisterni  pfaffiani,  Rom  Line  Rend.  (6)  19 l 
(1934),  Nota  I,  p.  261  und  Nota  II,  p.  369.  Gestiitzt  auf  den  von  E.  Cartan  ein- 
gefiihrten  Begriff  der  derivee  exterieure  hoherer  Ordnung  einer  P/a/fschen  Form 
(vgl.  Nr.  20)  kann  er  fur  ein  Pfaffsches  System  Beziehuugen  einfuhren,  die  die 
naturgemaBe  Verallgemeinerung  der  Involutionsbeziehungen  beim  kanonischen 
System  sind  und  diese  als  Sonderfall  umfassen.  Hat  man  dann  fiir  ein  Pfaff- 
sches  System  neben  einem  ersten  Integral 

(g)  f(*o,Xi,  ...,  a-2M)  =  0 

noch  r  invariante  Beziehungen 

(h)  f(x0,xlt  ...,xsn)  =  0,    .  .  .,    fr(xa,  xlt  ...,  a;2n)  =  0, 

die  zu  (g)  und  untereinander  in  Involution  (im  verallgemeinerten  Sinne)  sind,  so 
erhalt  man   durch  den  Ansatz   von   (e)   und   (f),   gerade   wie   beim    kanonischen 
System,  stets  eine  Mr  +  1,  auf  der  ocf  stationare  Integralkurven  liegen. 
401  a)  Fur  die  historische  Entwicklung  vgl.  auch  Abschnitt  C. 
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Nr.  18  ff.],  wobei  die  Ergebnisse  von  Nr.  21  neue  Bedeutung  gewinnen. 
Zu  einer  linearen  Differentialform  (dem  sog.  Pfaffschen  Ausdruck) 

(457)  ®d  =  X,(xi7  .  .  .,  xj  dx,  H  -----  h  Xm(*i,  •  •  •,  xj  dxm 
gehort    das    sog.    charakteristische   Pfaffsche   System.4'02)    Man    gelangt 
zu    ihm    (vgl.  Nr.  21)    am    einfachsten,    wenn   man    die   bilineare   Ko 
variante*0*) 

(458)  dVt 

bildet  und  darin  die  Faktoren  von  dx^  gleich  Null  setzt: 


(459)  -      *  **,  +  ».+        m  -      "  dxm  -  0 

\dxp        dxj  \dXfjL        8xmJ      m 

(f»  —  1,  .  .  .,  m). 

Fiihrt   man  nun  in   die   lineare  Differentialform   (457)   neue  Koordi- 

naten  ein,  so  daB  sie  etwa  in 

(457a)      ®d  =  Y,(y,,  .  .  ,  yj  dy,  +  .  .  -  +  Ym(ylt  .  ..,  t/J  dym 

iibergeht,  so  rnuB  sich  bei  der  Koordinaten  transformation  das  System 
der  Differentialgleichungen  (459)  in  das  charakteristische  Pfaffsche 
System  dieser  linearen  Differentialform  (457  a)  umsetzen.  Man  braucht 
also  nur  die  bilineare  Kovariante  des  P/a/fschen  Ausdrucks  (457  a) 

(458a) 

zu  bilden  und  darin  die  Faktoren  der  dy^  gleich  Null  zu  setzen,  um  in 
(459a)  (I  r>  -  7")  **  +  ...  +  (d/m-  -  1YA  dym  =  0 


das  System  der  Differentialgleichungen  zu  erhalten,  in  das  das  System 

(459)  durch  die  Koordinatentransformation  iibergeht. 

Nun  ist  [vgl.  Nr.  21,  Gl.  (296)]  das  kanonische  System  (456)  das 
charakteristische  P/a/fsche  System  der  linearen  Differentialform404) 

(460)  ^d  =  p^dqi  H  -----  \-pndqn  —  H(pl}  .  .  .,pn,  qt,  .  .  .,  qn,  t)  dt, 


402)  Es  wird  auch  als  nerstes  Pfa/fsches  System"  der  DifFerentialform  be- 
zeichnet. 

403)  Vgl.  Nr.  21,  p.  67  Iff. 

404)  Systematisch  studiert  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  von  dieser 
Auffassung  aus  G.  Morera,  Sulle  equazioni   dinamiche   di  Hamilton,   Turin  Atti 
39  (1904),  p.  262.    Er  untersucht  hier  insbes.,  wie  man  nicht-holonome  Bindungen 
des  mechanischen  Systems  bei   der  Ableitung  des  kanonischen  Systems  aus  der 
bilinearen  Kovariante  zu  berucksichtigen  bat  [vgl.  auch  das  Zitat  in78)]. 
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so  daB  man  bei  der  Einfuhrung  neuer  Koordinaten  in  das  kanonische 
System  (456)  an  sie  ankniipfen  wird.  Auf  diesem  Wege  erhalt  man 
z.  B.  leicht  die  Form  der  Storungsgleichungen,  wie  sie  Lagrange 
(vgl.  Nr.  12)  angegeben  hat.  Es  sei  namlich  etwa  (460)  die  lineare 
Differentialform  der  ungestorten  Bewegung.  Fiir  die  gestorte  Be- 
wegung  sei  die  entsprechende  Form 

(461)  V*  =  Pl  dq,  H  -----  \-pndqn—(H+S£)dt, 

wo  jetzt  die  Storungsfunktion  &  allgemeiner  als  in  Nr.  12  auBer  von 
den  Ortskoordinaten  q  anch  von  den  Impulskomponenten  p^  abhangig 
gedacht  werden  kann.  Fiihrt  man  dann  durch  die  Transformations- 
formeln 

(462)  ^==9?G;ci»---;«8«),     ^=^(^q,---.O 

in  das  gestorte  Problem  an  Stelle  der  qQ,po  die  Konstanten  clf  .  ..,  C2n 
des  ungestorten  Problems  als  neue  Veranderliche  ein,  so  geht  die 
lineare  Differentialforrn  (461)  in  die  Differentialform 

(463)  */  = 


iiber,   deren   bilineare   Kovariante  bei  Einfiihrung  der  Lagrangeschen 
Klammern  [vgl.  die  Gl.  (96)]  die  Gestalt 

(464)     **/ 


annimmt.405)  Die  Bewegungsgleichungen  (456)  gehen  dementsprechend 
bei  der  Transformation  (462)  in 

(465)  h,  » 


405)  Hierbei  1st  zu  beachten,   daB  (462)   die   Losung  des  ungestorten  Pro 
blems  ist,  daB  also 


gilt. 
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fiber406),  und  das  sind  gerade  die  Storungsgleichungen  (95)  von  La- 
grange.  Damit  dieses  System  wieder  kanonische  Gestalt  erhalt,  ist  not- 
wendig  und  hinreichend,  da6  von  den  Lagrangeschen  Klammern  alle 
verschwinden  bis  auf  diejenigen  2n,  bei  denen  sich  der  eine  Index 
von  dem  anderen  gerade  um  n  unterscheidet,  und  daB  von  diesen  die 
eine  Hiilfte  gleich  (-f  1),  die  andere  Halfte  gleich  (—  1)  ist.  Lagrange 
bemerkte  nun,  daB  das  eintritt,  wenn  man  die  2n  Konstanten  c1;  .  .  .,  c2n 
geeignet  auswahlt  (vgl.  Nr.  12  am  SchluB),  z.  B.  wenn  man  die  An- 
fangswerte  qf,  pW  der  qof  p^  zu  der  Zeit  t=  t0  als  zu  variierende  Kon- 
stante  wahlt.407) 

Wahrend  so  Lagrange  mehr  zufallig  auf  eine  kanonische  Trans 
formation  stieB,  fand  W.  E.  Hamilton408)  (vgl.  auch  Nr.  14)  den  syste- 
matischen  Weg,  der  zur  kanonischen  Form  der  Storungsgleichungen 
fiihrte.  Er  ging  namlich  aus  von  der  Prinzipalfunktion 


des  ungestorten  Problems  (vgl.  Nr.  14)  und  benutzte  die  Gleichungen 


um  die  Konstanten  q(f\  pW  des  ungestorten  Problems  als  neue  Ver- 
anderliche  in  das  gestorte  Problem  einzufuhren.  Da  namlich  dann, 
wenn  man  t0  als  einen  festen  Parameter  ansieht  [vgl.  Gl.  (153)], 


(467)  dS  =       fP<!  d%  ~  Hdt  ~  ' 

i  i 

ist,    geht   die   lineare  Differentialform  (461)    des    gestorten  Problems 
bei  der  Transformation  (466)  in  die  Form 

(468)  $/  =  (pWdqW  -j  -----  ^  ^Wrfgjp)  —  &dt}  +  dS 


406)  Zu  denen  noch  die  Beziehung 

2n 


hinzutritt,  die  zum  Ausdruck  bringt,  daB  die  q,J:  p,j  fiir  das  gestorte  und  das 
ihm  jeweils  zugeordnete  ungestorte  Problem  die  gleichen  Werte  haben  sollen 
[vgl.  die  Gl.  (92)]. 

407)  Denn   dann  haben   die  Lagrangeschen  Klammern   fur  t  =  tn  die  rich- 
tigen  Werte,  und   diese  Werte  bleiben,   da   sie   von   der  Zeit  t  unabhangig  sind 
(vgl.  Nr.  12  und  Nr.  21),  fur  alle  t  erhalten. 

408)  W.  R.  Hamilton,    Second    essay    on    a    general    method   in    dynamics, 
London  Phil.  Transact.  2  (1835),  p.  95. 
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iiber,   deren  bilineare   Kovariante,   da   das   exakte  Differential  keinen 
Beitrag  liefert, 


(468a)  d®*  —  d&t*  = 

ist.    Das  charakteristische  Pfaffsche  System  lautet  also 


. 
dt    '      8p$>>       dt    '  ~dq$» 

d.  h.  die  Storungsgleichungen  haben  kanonische  Gestalt. 

C.  G.  J.  Jacobi409)  hat  diesen  Gedanken  Hamiltom  aufgenommen  und 
zugleich  dahin  verallgemeinert,  daB  er  die  Hamiltonsche  Prinzipalfunk- 
tion  S  durch  eine  beliebige  vollstandige  Losung  S(q1)...,qn,  t,  c1,...)cn) 
der  Hamilton-  Jacobischen  partiellen  Differentialgleichung 


fAnr\\  i     TT 

(470)  -+H(Jj-,..;^,q1,...,<Ln,t)  = 

ersetzte  und  die  Transformation  durch  die  Gleichungen 


Q  C 

definierte,   worin   die  Beziehungen  -,  -  y     die    Gleichungen    der 

Raumzeitlinien  des  ungestorten  Problems  vorstellen.410)    Da  jetzt 


9 

i  i 

ist,  so  geht  die  Differentialform  (461  a)  durch  die  Transformation  (471)  in 

n 

(472)  Q*  =]>}  7q  dcQ  -ttdt  +  dS 

i 

iiber,   aus  der  die  Storungsgleichungen  als  Pfaffsches  System  wieder 
in  kanonischer  Gestalt 

(479  a")  ^  =  —       ^  =      -d— 

df         gy^7       dt   ~  dC(> 

hervorgehen. 

Zugleich  kommt  bei  Jacobi  der  Gedanke   zum  Durchbruch,   daB 
diese   Uberlegung    im   Grunde    ganz    unabhangig    von    der   Storungs- 


409)  C.  G.  J.  Jacobi,  Note  sur  I'integration  des  equat.  diff.  de  la  dynamique, 
Paris    C.  R.  5    (1837),    p.  61  =  Werke  IV,    p.  131,    sowie    Probleme    der    Me- 
chanik   bei  Existenz   einer  Kraftefunktion  und  iiber   die  Theorie  der  Storungen, 
Werke  V,  insbes.  Theorem  IX,  p.  355. 

410)  Vgl.  die  Gl.  (186)  ,   in   denen  nur  fur  die  Konstanten  y0   ein   anderes 
Vorzeichen  gewahlt  ist. 
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rechnung    1st.411)    Fiihrt    man    mit    Hilfe    einer    beliebigen    Funktion 
qn,  Qi,  ••  -,<?„)  durch.  die  Formeln 


>.-, 


/Arrn\  -*)  ,  x 

(47a)  P^ST,'     ~f«=W,  (0  =  !.  •••-») 

neue  Koordinaten  P  ,  Q  an  Stelle  von  p  ,  q  in  das  kanonische  Sy 
stem  ein,  so  ist  das  transform  ierte  System  wieder  kanonisch.  Denn 
die  zu  (456)  gehorige  lineare  Differentialform  (460)  geht  durch  die 
Transformation  (473)  in 


(473a)  0d 

fiber,  und  deren  charakteristisches  Pfaffsch.es  System   hat  die  Gestalt 


(473  b) 


dt   '~~dP'      dt 


Damit  ist  ausgesprochen,  daB  man  eine  kanonische  Transformation  ent- 
sprechend  den  Formeln  (473)  aus  einer  willkiirlich  wahlbaren  Sub- 
stitutionsfunktion*12}  wie  U(ql;...,qn,  Qi,---)Qn}  erhalt.  Jacobi  gibt 
auch  bereits  eine  Verallgemeinerung  des  Ansatzes  (473)  der  kanonischen 
Transformation.418)  Es  wird  namlich  gelegentlich  von  vornherein  eine 
Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  den  alten  und  neuen  Ortskoordi- 
naten  des  Systems  durch  die  Aufgabe  selbst  an  die  Hand  gegeben. 
Schreibt  man  in  diesem  Sinne  r  Beziehungen  zwischen  den  alten  Orts- 
koordinaten  q17---,qn  und  den  neuen  Ql}...}  Qn  vor/'etwa 

(474)  yff(a,...,fc,ft,...,W-0>  (*-!,.. .,r) 

so  braucht  man  nur  unter  Einfiihrung  von  r  Lagrangeechen  Faktoren 
die  willkurliche  Funktion  U  durch  den  Ausdruck 


411)  C.  G.  J.  Jacobi,  Werke  IV,  p.  136  sowie  Probleme  der  Mech.,  Werke  V, 
Theorem  X,  p.  371. 

Cbrigens  ist  es  bezeichnend  fiir  die  unmittelbare  Verbindung  mit  der  Sto- 
rungsrechnung,  daB  die  allgemeine  kanonische  Transformation  bei  Jacobi  nur  als 
ein  Ubergang  von  einem  System  kanonischer  Storungsgleichungen  zu  einem 
anderen  kanonischen  System  von  Storungsgleichungen  erscheint. 

412)  Der  Name  zuerst  bei   E.  Schering,   Hamilton -Jacobische  Theorie   fiir 
Kr'afte,  deren  MaB  von  der  Bewegung  der  Korper  abhiingt,  Gb'tt  Abh.  18  (1873), 
p.  3  =  Werke  I,  p.  193.    Schering   zieht   hier    auch  zuerst   zur   Behandlung   der 
kanonischen  Transformation  die  bilineare  Kovariante  heran  [vgl.  01.  (8)  der  Ab- 
handlung  (Werke  I,  p.  212)],  aus  der  er  dann  die  kanonischen  Gleichungen  [vgl. 
Gl.  (8*)]  als  charakteristisches  P/a/fschea  System  ableitet.  In  der  ublichen  Form 
benutzt  er  die  bilineare  Kovariante  dann  von  Gl.  (13)  ab  (Werke  I,  p.  230). 

413)  C.  G.  J.  Jacobi,  Probleme  der  Mech.,  Werke  V,  insbes.  §  38,  p.  373  ff. 
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zu  ersetzen  und  erhalt  dann  in 

du 
(475)  'p_     /££. 

*  a  ~       ~  \z~n    ~ 


eine  kanonische  Transformation,  wenn  man  aus  (474)  und  (475)  unter 
Elimination  der  A1?  ...,kr  die  alten  Koordinaten  q  ,  _p  als  Funktionen 
der  neuen  QQ,  PQ  berechnet.  Dabei  kann  r  die  Werte  0,  1,  ...,n  an- 
nehmen.414)  In  der  Tat  geht  die  Differentialform  (460)  durch  die 
Transformation  (475)  in 


(476)     <Z>,  = 

i 

fiber,  so  dafi  das  charakteristische  Pfaffsche  System  wieder  die  kano 
nische  Gestalt  (473  b)  annimmt. 

SchlieBlich  kann  man  noch  die  Transformation  dahin  verallge- 
meinern,  dafi  man  auch  die  unabhangige  Veranderliche  t  durch  eine 
neue  Veranderliche  T  ersetzt.  Die  Aufgabe  ist  dann,  an  Stelle  der 
ursprunglichen  Veranderlichen  p  ,  q  ,  t  durch  eine  Transformation 


solche  neue  Veranderliche  P  ,  Q  ,  T  einzufuhren,  daB  aus  jedem  kano- 
nischen  System  wieder  ein  kanonisches  System  entsteht. 

Die  so  defimerten  Transformationen  fiihren  jedes  kanonische  Sy 
stem  wieder  in  ein  kanonisches  System  fiber,  welches  auch  die  Funk- 
tion  H  sein  mag.  Sie  sind  die  kanonischen  Transformationen  im  eigent- 
lichen  Sinne.  Demgegenuber  erschien  fiir  ein  einzelnes  kanonisches 
System  (456)  mit  fest  vorgeschriebener  Funktion  H  auch  die  Frage 
nach  solchen  Transformationen  mogltch,  die  nur  dieses  eine  System 
wieder  in  ein  kanonisches  System  fiberffihren415)  (vgl.  Nr.  34),  wobei 

414)  Im  Falle  r  =  n  hat  man  eine  Transformation,  bei  der  die  neuen  Orts- 
koordinaten  $!,-..,$„  als  Funktionen  der  alten  Ortskoordinaten  qt  ,  .  .  .  ,  qn  dar- 
gestellt  sind. 

415)  S.  Lie,  Die  Storungstheorie  und  die  Beruhrungstransformationen,  Arch. 
for  Math,  og  Naturvidensk.  2  (1877),  p.  129  =  Werke  III,  p.  '295.  Diese  Aufgabe  ist 
dort  als   Problem  111  behandelt  und  die  letzte  der  Formeln  (477)  in  der  Gestalt 
t=T  vorausgesetzt.  —  Wahrend  bei   der  eigentlichen  kanonischen  Transforma 
tion  die  bilineare  Kovariante 

(a)  ^(8p^dq,j~dq(jdp^-(SHdt-dHSt} 
des  ursprunglichen  Systems  durch  die  Transformation  in 

(b)  (SPo  dQQ  —  S  Q.jdP    —  (SKdt  —  dKSt) 
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man  insbesondere  noch  verlangen  muBte  --  wie  es  auf  Grund  der  An- 
weudungen  in  der  Storungstheorie  naturgemafi  erschien  —  ,  die  Gestalt 
der  Funktion  K  (P1?  .  .  .,  Pn,  Q1}  .  .  .,  Qnf  i)  fur  das  neu  entstehende 
kanonische  System 

f4»ffi  dQt,  __dK^       dP<>  _      _  dlf 

dt      ~  dPQ>      dt  =  3Qo 

von  vornherein  vorschreiben  zu  konnen.  Im  Gegensatz  zu  der  Meinung 
S.  Lies  ist  indessen  diese  Fragestellung,  worauf  C.  Caratheodory  auf- 

iibergehen  muiJ,  braucht  —  so  uberlegte  S.  Lie  —  bei  der  gesuchten  Trans 
formation  die  Differentialfonn  (b)  nur  zu  existieren.  Sie  braucht  aber  durch 
die  Transformation  nicht  aus  (a)  entspruugen  zu  sein,  sonderh  konnte  aus  einer 
anderen  dem  System  zugehorigen  DiiFerentialform  zweiter  Ordnung  durch  die 
Transformation  entstanden  sein. 

Zu  der  Transformation  einer  bilinearen  Differentialform  vgl.  S.  Kantor, 
tiber  einen  neuen  Gesichtspunkt  in  der  Theorie  des  PfafFschen  Problems,  der 
Funktionengruppen  und  der  Beriihrungstransformationen,  Wien  Sitzungsber.  110 
(1901)  IIs,  p.  1147.  Er  stellt  dort  die  Normalform  einer  (schiefsymmetrischen) 
bilinearen  Differentialform  von  2r  Veranderlichen 

(478) 

der  allgemeinen  (schiefsymmetrischen)  bilinearen  Differentialform  in  2  r  Verander 
lichen  2r 


(478  a) 

i 

gerade  so   gegenuber,   wie  in   der  Theorie   der  quadratischen  Dift'erentialformen 
(d.  h.  des  Bogenelements  einer  Mr)  die  allgemeine  Form 


(479) 

i 
der  Euklidischen  Normalform 

(479  a) 

gegeniibersteht.  Ebensowenig,  wie  sich  eine  beliebige  quadratische  Differential- 
form  (479)  durch  eine  Koordinatentransformation  auf  die  Euklidische  Gestalt 
(479  a)  bringen  laBt,  liiBt  sich  eine  Bilinearform  (478  a)  in  die  Normalform  (478) 
iiberfiihren.  Fur  die  quadratische  Differentialform  (479)  ist  fur  die  Moglicbkeit 
der  Transformation  in  (479  al  das  Verschwinden  des  Krummungstensors  erforder- 
lich.  Bei  der  Differentialform  (478  a)  muB  man  entsprechend  2r  Funktionen 
^(tfj,  .  .  .,  uir),  .  .  .,  Uir(ul,  .  ..,  utr)  angeben  konnen,  mit  deren  Hilfe  sich  die 

2j-(2r  _  1) 
—  -  —       Koeffizienten  c00  in  die  Gestalt 

_  d  U<>      2Ua 

C/ifj  -   x  ~~*    7^ 

c        dua       du0 
setzen  lassen. 
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merksam  macht,  ohne  inneren  Zusammenhang  mit  der  kanonischen  Ge- 
stalt.  Denn  denkt  man  einmal  das  kanonische  System  (456)  integriert: 

(481)  pQ=PQ(t,Ci,  »-,%„),    2?  =  ?<>(*,  Cj,..-,  c2n), 
andererseits  ebenso  das  kanonische  System  (480): 

(481  a)       P,=P^,01,...,C8n),     Q,==QQ(t,Cl}...,C2n}, 
so  braucht  man  nur 

(482)  e.-^,...,^.)  (*-!,...  ,2*) 
anzusetzen,  wo   die   q>a   ganz   willkiirliche  Funktionen  sind,   um   eine 
Transformation  der   gewiinschten  Art  zu  erhalten.    Durch  (482)  wird 
namlich  jeder  Integralkurve  des  einen  Systems  eine  Integralkurve  des 
anderen  Systems  zugeordnet.   Daher  muB  man,  wenn  man  ca,  Ca  aus 
den  Gleichungen  (481),  (481  a)  und  (482)  eliminiert,  die  Transforma 
tion   erhalten,    die   das   kanonische   System  (456)   in   das    kanonische 
System  (480)  uberfuhrt.  Da  sich  aber  in  der  gleichen  Weise  auch  ein 
beliebiges  System  von  Differentialgleichungen  in  ein  ihm  zugewiesenes 
entsprechendes  System  iiberfiihren  lafit,  liegt  hier  kein  Problem  vor, 
das  mit  der  kanonischen  Gestalt  der  Differentialgleichungen  eigentum- 
lich  verkniipft  ist. 

32.  Die    Substitutionsfunktion.    Soil    die   Transformation   (477) 
jedes  kanonische  System 

(«»)  ??-f£.  &—  -If         to-',-,-) 

wieder  in  ein  kanonisches  System 

dQ'        3K       dP  dK 


\ 

)  ,  9 

uberfiihren,  so  muB  bei  der  Tranformation  aus  der  Beziehung 

(484) 

die  Beziehung 

n 

(484a)    ^(SP^Q^-dQ^P^  -  (dKdT-dKdT)  =  0 
hervorgehen,  d.  h.  es  muB 

n 

(484b)  ^(9p9dq^  -  dqgdp     -  (dHdt  - 
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sein.416)   Aus   dieser  Beziehung  (484  b)  folgt   dann,  daB   die  zu  (483) 
gehorige  lineare  Different!  alform 


(485) 

sich  von  der  zu  (483  a)  gehorigen  linearen  Differentialform 

(485a) 


in  die  (485)  durch  die  Transformation  (477)  iibergeht,  nur  um  ein 
totales  Differential  einer  Funktion  der  P  ,  Q  ,  T  unterscheiden  darf.416a) 
Es  muB  also  die  Beziehun 


(485b) 

i 
worin 

(485  c)  W=W(P1,...,Pn,Ql,...,Qn,T) 

eine  beliebige  Funktion  der  angegebenen  Veranderlichen  ist,  vermoge 
der  Transformation  (477)  zu  eiuer  Identitat  werden.416b) 

Um  die  so  gekennzeichnete  Transformation  (477)  in  ihrern  Wesen 
genauer  zu  erfassen,  kann  man  nach  C.  Caratheodory*11^  die  Losungen 
der  kanonischen  Systeme  (483)  und  (483  a)  als  Funktionen  der  un- 
abhangigen  Veranderlichen  t  bzw.  T  und  der  zu  t0  bzw.  T0  gehorigen 
Anfangswerte  p(°\  qW  bzw.  P^\  QW  bestimmt  denkeri: 

=  f  (t    4)(0)  WO)    0(0)  0(0)\ 

9  I  Q^y-fl    >  •  •  V  fn  }  ^1    '  '•  •)  lln   n 

_  a   (I    WO)  v(0)    0(0)  0(0)\ 

.      ^i  i/p  V^  /*!   7  •  •  •  1  Pn   >  1  1   )  •  •  •  J  ^n   ) 

bzw. 

(  P   =  F  (T  P(0)          P(°)   0(0'          0(°)") 
(486a)  /     ?       ^^'^  »»vn.  Vi,..-,V.;, 

\^  =  G(,(T,P(o),...,Pf;^),...,CT. 
Bildet  man  fiir  die  Variationsprobleme,  die  zu  den  kanonischen  Systemen 

41(5)  Die  Proportionalitat  der  beiden  Ausdrucke  kann  leicht  in  Gleichheit 
verwandelt  werden  (vgl.  Nr.  34). 

416  a)  Denn  die  bilineare  Kovariante  eines  totalen  Differentials  ist  iden- 
tisch  Null. 

416  b)  Aus  der  Definition  folgt  unmittelbar,  daB  die  Zusammensetzung  zweier 
kanonischer  Transformationen  wieder  eine  kanonische  Transformation  ist.  Die 
kanonischen  Transformationen  haben  also  die  (?nfp^»eweigenschaft,  und  zwar 
bildet  die  Gesamtheit  der  kanonischen  Transformationen  wegen  des  Auftretens 
der  willkiirlichen  Funktionen  eine  unendliche  Gruppe.  Vgl.  II  A  6  (L.  Maurer  und 
H.  Burkhardt  ,  Nr.  22. 

417)  C.  Caratlieodory,  Les  transformations  canoniques  de  glissement  et  leur 
application  a  i'optique  geometrique,  Rom  Line.  Rend.  (6)  12  (1930),  p.  353. 
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(483)  bzw.  (483  a)  gehoren,  die  Prinzipalfunktionen 


SO    gilt 

dS, 


und  entsprechend417*) 


Aus  (485  b)  folgt  somit 

(487)     ^Pfdqf  —2Pf}dQf  =  dW  —  dS,  +  dS,  =  d  V, 

wobei  V,  wie  C.  Carathe'odory  zeigt,  nur  von  den  P@\  Q^}  abhangen 
kann,  dagegen  von  T  unabhangig  wird417b): 

(487  a)  V  ==  F(PW,  .  .  .,  Pf,  Qf\  .  .  .,  Q[^, 

sofern  man  W,  Sl  und  S2  mit  Hilfe  von  (477),  (486)  und  (486  a)  als 
Funktionen  von  PW,  QW,  T  dargesteUt  denkt.417  c) 

417  a)  Hiernach  vermitteln  die  Formeln  (486),  wenn  man  t  fest  vorgeschrieben 
denkt,  selbst  eine  kanonische  Transformation  zwischen  den  ^0),  qW  und  den 
p0,  q0.  FaBt  man  t  als  einen  veranderlichen  Parameter  auf,  so  bat  man  eine 
einparametrige  Schar  kanoniscber  Transformationen.  Ebenso  stellen  die  Formeln 
(486  a)  eine  Scbar  kanoniscber  Transform  ationen  zwischen  den  PA0),  <%0)  und  den 
P?,  Qy  mit  dem  Scbarparameter  T  vor.  C.  Caratheodory  bezeichnet  diese  beson- 
deren  kanoniscben  Transformationen  als  Gleittransformationen,  weil  bei  verander- 
lichem  t  bzw.  T  der  einzelne  Punkt  mit  seinem  Impulsvektor  an  der  Ranmzeit- 
linie  entlang  gleitet  (vgl.  Nr.  34). 

417  b)  Das  besagt:  Die  Funktion  V  vermittelt  eine  Transformation,  die  jeder 
Integralkurve  des  einen  kanoniscben  Systems  eine  Integralkurve  des  anderen 
kanonischen  Systems  zuordnet. 

417  c)  Die  Funktionaldeterminante  einer  kanoniscben  Transformation  ist 
stets  von  Null  verschieden,  vgl.  424a). 

Da  ferner  wegen 

P(j  dq,,  =  —  q^  dpy  -(-  d(p(}  qj 
die  Transformation 

P*  =  —  2(M     <$=P<>, 

d.  h.  die  Vertauschung  eines  Paares  gleicbnumerierter  Veranderlicher  pe,  q0, 
aucb  eine  kanonische  Transformation,  in  der  Bezeichnungsweise  C.  Caratheodorys 
eine  sog.  elementare  kanonische  Transformation  vorstellt  (vgl.  C.  Caratheodory, 
Variationsrechmmg,  Leipzig  u.  Berlin  1935,  Kap.  6),  so  kann  man,  nachdem  man 
evtl.  eine  Anzabl  elementarer  kanonischer  Transformationen  ausgefuhrt  hat, 
voraussetzen,  es  seien  die  Funktionaldeterminanten 


von  Null  verschieden,   so  daB  alle  Umformungen,   die  man  im  Text  ausgefi'ihrt 
denkt,  wirklicb  moglicb  sind. 
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Die  Transformation  (477),  die  das  kanonische  System  (483)  mit 
der  gegebenen  Funktion  H  in  das  kanonische  System  (483  a)  mit  der 
gegebenen  Funktion  K  uberfuhrt,  ist  hiernach  bestimint,  wenn  man 
einmal  die  Funktion  Fbzw.  die  zugehorige  Funktion  V*  vorschreibt417d), 
die  init  den  Beziehungen 

«(0)  ==    °V*         _p(0)  =  __  1Z!. 

**    '      dffl'        «  dQf 

den  Zusammenhang  der  Integralkurven  beider  Systeme  herstellt,  anderer- 
seits  die  letzte  der  Transformationsformeln  (477) 


(488a)  t 

willkiirlich  vorgibt.  Dabei  ist  dann  nach  (487)  die  Funktion  W  in  der 
Formel  (485  b)  durch 

(489)  W=Sl~S2+V 

gegeben,  wo  man  auf  der  rechten  Seite  die  GroBen  qQ,  q(V,  QW  und  t  ver- 
moge  (4*6),  (480  a),  (488)  und  (488a)  durch  PQ,  Q^,  T  auszudrucken  hat. 
TJmgekehrt  ist  die  Transformation  (477)  bei  vorgegebenen  Funktionen 
jffund  K  auch  bestimmt,  wenn  die  Funktion  W(Plt  .  .  .,  Pn,  Qlt  .  .  .,  Qn,  T} 
willkiirlich  vorgeschrieben  wird. 

Fiir  die  Anwendungen  in  der  Mechanik  kommt  so  gut  wie  allein 
der  Sonderfall  in  Betracht,  daB  die  unabhangige  Veranderliche  un- 
geandert  bleibt,  also  die  Beziehung  (4<s8a)  die  Gestajt 

(490)  t  =  T 

hat.   Dann  vereinfacht  sich  die  Beziehung  (485  b)  zu 


(491) 

_  '_  =dW(P1,...,Pn,Ql,...,Qn,t}, 

417  d)  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daB  man  die  Transformationsformeln 


q_P  =  3(0)  (pw,  .  . 

nach  den  P™,  .  .  .,  P^0)  auflosen  und  dadurch  Fin  eine  Funktion  V*  der  q(°\  .  .  .,  g^, 
Q(°\  .    .,0(0)  nberfiihren  kann. 

x-  1    '  •    v  n 

V  und  V*  eind  durch  die  Beziehung 

/       3  V*  ?)V*  \ 

V*  —  Vl  -    Q(0>  O(0)  I 

V   a^i0)''  '  ''     £%0)1     '  ' 

verknupft,  die  man  bei  vorgegebener  Funktion  F(P<°>,  .  .  .,  P»\  Q{°\  .  .  .,  ^0))  als 
eine    partielle    Differentialgleichung    zur    Bestimmung    von    V*   auffassen    kann. 
V*  ware  als  vollstiindige  Losung  dieser  DiiFerentialgleichung  mit  den  Konstanten 
°     •  •  -       0)  zu  bestimmen. 
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die  vermoge  der  Transformation 

(PQ=*99(*V'~,*n,  &>•'•>   &,0, 

(492)  |  q—*(Pl9...,Pu,Qi,. •;£,*) 

eine  Identitat  werden  muB.  Ist  es  moglich,  die  zweite  Gruppe  dieser 
Gleichungen  nach  den  P1?  ...,  Pn  aufzulosen  und  den  Transformations- 
formeln  (492)  die  Gestalt 

'0  =  &,(2i»  •  ••»«»!  Qi>--->  Qn>t}> 


(492a)  |p_w-  ,     n    ...,^0 


zu  geben,  so  geht  die  Beziehung  (491)  in 
(493) 


iiber.   Soil  sie  nun  identisch  in  den  q  ,  Q  ,  t  bestehen,  so  muB 
(494)  ,f-»^     ,,__•£,     ^  =  H  +  r 

werden,  so  daB  man  mit  Notwendigkeit  auf  eine  Verallgemeinerung 
des  Ansatzes  gefiihrt  wird,  durch  den  C.  G.  J.  Jacobi  (vgl.  Nr.  31) 
von  der  HamiUonschen  Storungstheorie  ausgehend  zuerst  eine  kano- 
nische  Transformation  gewonnen  hatte.  Die  kanonische  Transforma 
tion  in  der  Gestalt  (492)  entspringt  also  aus  einer  einzigen  Funktion 
W*(ql  ,---,qn,Qi,---,Qn,t),di.e  wieder  nach  E.  Scliering  als  Sulistitutions- 
funldion^*}  zu  bezeichnen  ist.419)  Von  der  allgemeinen  Transformation 


418)  E.  Schering,  1.  c.411),  Werke  I,  p.  214. 

419)  Man  sieht  an  diesen  Formeln  (494),  daB  sich  die  Integration  des  kano- 
nischen   Systems  (483)   auch   als   eine  Aufgabe   der  kanonischen  Transformation 
auffassen  laBt.  Denn  die  Integration  des  Systems  (483)  ist  vollzogen,  wenn  man 
es  durch   eine  kanonische  Transformation  (492)  in  ein  System  der  Gestalt 

$-•  $- 

viberfuhrt.   Da  dazu  offenbar  K  die  Pp,  Q0   nicht  enthalten  darf,  kann  man  am 
einfachsten  JT=0  nehmen.   Dann  hat  man  nach  (494)  die  Substitutionsfunktion 
W*  aus  der  partiellen  Differentialgleichung 
ZW*  dW* 


d.  h.  aus  der  Hamilton-  Jacobiachen  Gleichung  des  vorgelegten  kanonischen  Sy 
stems,  zu  bestimmen,  und  zwar  als  eine  vollstandige  Losung  dieser  Gleichung.  Be- 
zeichnet  man  die  n  wesentlichen  Konstanten  einer  solchen  Lb'sung  mit  Ql  ,  .  .  .  ,  Qn  , 
so  stellen  die  Gleichungen 

f)  W*  f)  W* 

(496, 


Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  n.  50 
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(477),  bei  der  auch  die  Zeit  mittransformiert  wurde,  unterscheidet 
sich  die  Transformation  (492)  dadurch,  daB  jetzt  bei  willkurlich  vor- 
geschriebener  Substitutionsfunktion  W  die  Funktion  K  des  transfor- 
mierten  kanonischen  Systems  nicht  mehr  vorgeschrieben  werden  kann, 
sondern  entsprechend  (494)  durch  die  Substitutionsfunktion  W  be- 
stimmt  ist.  Soil  umgekehrt  K  eine  vorgeschriebene  Funktion  sein  (wie 
z.  B.  in  der  Storungsrechnung),  so  kann  die  Substitutionsfunktion  W 
nicht  willkurlich  vorgegeben  werden.419*) 

zusammen  mit 

'£-'  ......  £-* 

die  kanonische  Substitution  dar.  Die  Gleichungen  (496)  aber  sind  nach  den  Er- 
gebnissen  von  Nr.  17  gerade  die  Gleichungen  der  Integralkurven  des  vorgelegten 
kanonischen  Systems  (483).  Auch  diese  Bemerkung  findet  sich  bereits  bei  E.  Sclie- 
ring,  1.  c.  4"),  Werke  I,  p.  218. 

Liegt   der   Sonderfall   vor,    daB  H  von  t   unabhangig   ist   und    daher   das 
Energieintegral  H—k 

existiert,  so  ist  W*  ==  —  kt  -f  V, 

•wo  V  eine  vollstandige  Loaung  der  partiellen  DifiFerentialgleichung 


ist.  Nimmt  man  entsprechend  V(qlt  .  .  .,  qn,  k,  c,  ,  .  .  .,  cn_J  als  eine  solche  voll 
standige  Losung  und  setzt 

*=&,     ci  =  <?2,     -  •  -,     cn_,  =  Qn, 
80  treten  an  die  Stelle  von  (496)  und  (496  a)  die  Beziehungen  >-' 

-*+!!-  -P       il.  _P 
^  lr'  •>" 


Die  Transformation  =  —  P*,  .  .  .,          =  —  P,f, 

(7  Vi  <?  Vw 


formt  also  das  kanonische  System  (483)  gemaB  (495)  um  in 


_.      _. 

419  a)  Nach  (499)  muB  TF"*  der  partiellen  Difierentialgleichung 


genugen.  Vgl.  fiir  die  Bestimmung  der  Transformation  die  Nr.  34. 
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Der  Sonderfall,  den  Jacobi  zuerst  behandelt  hat,  ergibt  sich,  wenn 
man  welter  voraussetzt,  daB  die  Transformation  (492)  die  Zeit  t  nicht 
explizit  enthalt,  also  die  Gestalt 


besitzt.  Dabei  muB  man  die  Funktion  W  als  von  t  unabhangig  voraus- 
setzen,    womit  natiirlich   auch    W*   von   t  unabhangig  wird.    Es  gilt 
dann  offenbar  nach  (494) 
(497  a)  K  =  H, 

d.  h.  die  Funktion  K  entsteht  einfach   aus  H  durch  Einfiihruiig  der 
neuen  Veranderlichen  vermoge  (497). 

Die  Transformation  (492),  in  der  t  explizit  auftritt,  laBt  sich,  wie 
bereits  E.  Schering*1**)  gezeigt  hat,  auf  den  Jacobischeu  Sonderfall, 
daB  t  nicht  explizit  auftritt,  zuriickfiihren.  Dazu  bildet  man  von  der 
in  (493)  auftretenden  Funktion  W*  die  zeitliche  Ableitung 

(494a)  ?£-,, 

so  daB  nach  (494) 

(494b)  E  =  K  —  H 

ist,  und  denkt  E  als  Funktion  der  Pp,  $?,  t  ausgedriickt.    Setzt  man 

dann  das  kanonische  System 

(AQQ\  Wo        dE       dP.  BE 

-sf-dp,'  ~df'    --fQ9         (?-!,...,») 

an,  so  liefern  seine  Losungen 

,,  =  Pe(t,P*,...,P?,Q*,..  .,Qf), 


in  denen  die  P*,  Q*  die  Anfangswerte  der  P?,  QQ  fur  irgendeinen 
Wert  t*  von  t  sein  mogen,  eine  kanonische  Transformation  der  P?,  QQ 
in  die  P*,  Q*.  Denn  ist  V(Qlt...,  Qn,  t,  Q*,...,  Q*)  die  Prinzipal- 
funktion  des  Variationsproblems,  das  dem  kanonischen  System  (498) 
zugehort,  so  gilt 


(498b) 

Addiert  man  diese  Beziehung  zu  (491),  so  folgt 

(499) 


419b)  E.  Schering,   Verallgemeinerung  der  Poisson-Jacobischen   Storungs- 
formeln,  GStt.  Abh.  19  (1874),  p.  3  =  Werke  I,  p.  247,  vgl.  insbes.  p.  259. 

50* 
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wo  in  der  Funktion 

(499a)  Z7(P*,...,P*,  Qf, ...,  Q*)  =  W  +  V 

die  Zeit  t  nicht  mehr  auftreteu  kann.  Die  Beziehungen  zwischen  den 
Py,  g^  und  den  P*,  Q*,  die  man  erhalt,  wenn  man  (498 a)  in  (492) 
einsetzt,  miissen  also  von  t  frei  werden  und  eine  kanonische  Trans 
formation  von  der  Form  des  Jacofo'schen  Sonderfalles  darstellen. 

Man  kann  versuchen,  unter  den  Jacobischen  Sonderfall  auch  die 
allgemeine  kanonische  Transformation  (477),  bei  der  die  unabhangige 
Veranderliche  t  mittransformiert  wird,  einzuordnen.  Denn  man  kann 
entsprechend  der  Beziehung  (485)  einfach 


(500) 


T  =  0  ,        —K  =  P^ 


setzen  und  entsprecbend  an  Stelle  von  (485  b)  eine  Beziehung  der 
Gestalt 

n  +  l  n-(-l 

(500a)      ^}p9dqQ-  ^fP,dQQ  =  dW(Pl9...,  Pn  +  l,  ft, ...,  ft+1) 
i  i 

einfuhren420),  wobei  zu  beachten  ist,  da6  hier  die  Funktion  W  von 
einer  unabhangigen  Veranderlichen  mehr  abhangt  als  die  ebenso  be- 
zeichnete  Funktion  (485  c).  Ist  dann 

(501) 

die  allgemeinste  Transformation,  die  diese  Bedingung  erfiillt,  so  ge- 
langt  man  von  ihr  aus  zu  den  gesuchten  Transformationen  der  Ge 
stalt  (477)  in  folgender  Weise.  Die  pif  ...,pn,  PH+l,  2i,  •  • -,  2»»  «»  +  i 
sind  nicht  unabhangig,  sonderu  durch  die  Beziehung 

(502)  pn  +  ,  +  Hfa, . .  .,pn,  g», . . .,  qn,  gn+1)  =  0 

verkniipft,  die  zu  (501)  hinzuzunehmen  ist.  Geht  diese  Beziehung  (502) 
durch  die  Transformation  in  die  Gleichung 

(503)  F(Plt...,  P.,  Pn+l,  ft,  ...,  ft,  ft  +  1)  =  0 
uber  und  lost  man  diese  nach  Pn  +  1  auf421),  so  erhalt  man 
(503a)          Pn+l  +  K(Plt...,  P.,  ft,  ...,  ft,  ft  +  1)  =  0. 

Es  ist  also  hier  die  Funktion  K  nicht  wie  oben  willkiirlich  wahlbar, 


420)  Vgl.  G.  Morera,  Sulla  trasformazione  delle  equazioni  differenziali  di 
Hamilton,  Nota  I,  Rom  Ace.  Line.  Rend.  (5)  12 1  (1903),  p.  113  (vgl.  insbes.  Nr.  5, 
p.  119). 

421)  Man  kann   die  Rechnung  immer  so   einrichten,   daB   diese  Auflosung 
moglich  ist.  Vgl.  G.  Morera,  1.  c.  **°). 
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sondern  durch  die  Transformation  bestimmt.  Das  war  zu  erwarten, 
da  ja  die  Funktion  W  in  (500  a)  eine  unabhangige  Veranderliche 
mehr  enthalt,  also  allgemeinerer  Natur  ist  als  die  ebenso  bezeichnete 
Funktion  (485  c).  Ist  nun  die  Funktion  K  in  dieser  Weise  festgelegt, 
so  erhalt  man  die  gesuchte  Transformation  der  Gestalt  (477),  wenn 
man  in  die  Transform  ationsformeln  (501)  fur  PB  +  1  diese  Funktion 
einsetzt.  Dabei  kann  man  in  (501)  jetzt  die  Formel 

pn  +  i  -=(fn  +  l(Plf...tPHf  —K,  &,...,  Qn  +  l] 

fortlassen,  da  sie  mit  (502)  identisch  werden  muB,  sobald  man  in  der 
Funktion  H  fur  die  p1}  .  ..,pn,  qlf  .  .  .,  q,l  +  l  die  neu  gewonnenen  Aus- 
driicke  einfiihrt.  Schreibt  man  schliefilich  wjeder  t  statt  qn  +  l  und  T 
statt  Qn  +  l,  so  hat  man  die  gesuchte  allgemeine  Transformation  der 
Gestalt  (477). 

Fur  den  Zusammenhang  der  durch  (491)  definierten  kanonischen 
Transformation  mit  ihrer  Substitutionsfunktion  ist  noch  folgendes  zu 
beachten.  LaBt  sich  die  zweite  Gruppe  der  Transformationsformeln  (492) 
bzw.  (497)  nicht  nach  den  Plf  .  .  .,  Pn  auflosen,  so  erhalt  man,  wenn  man 
die  PJ,  ...,  Pn  aus  ihnen  eliminiert,  eine  Anzahl,  etwa  k,  Beziehungen 

i  (&,•••,«.,  ft,  •••,*,,  O  —  o, 

2(^1;  •  •  ;  <ln,  Qv  •  •  ;  Qn,  0  =  °; 


zwischen  den  q  ,  Q  und  t.  Dann  kann  man  die  Transformations 
formeln  (492)  nach  n  —  k  der  P,  etwa  nach  Pl}...,Pn_k  auflosen, 
und  es  werden  die^,  .  .  .,pn,  die  Plf.  .  .,  Pn_k,  und  schlieBlich  W*  Funk- 
tionen,  in  denen  auBer  den  q  ,  Q  ,  t  noch  die  Pn  _  k  +  ^,  •  •  ••,  Pn  auftreten 
konnen.  An  der  Formel  (493)  sieht  man  aber  sofort,  daB 
dW*  ,  cW*  Q 

dPn_Jc+l  •  •>        8Pn 

werden  muB,  so  daB  also  in  W*  die  PB_i  +  1,  •  •  •,  Pn  nicht  auftreten 
durfen,  W*  vielmehr  auch  jetzt  eine  Funktion  allein  der  ql}..-,qn, 
Qi>~")  Qn>  t  is*-  Beriicksichtigt  man  die  Nebenbedingungen  (504)  nach 
der  Methode  der  Layrangesclnen.  Faktoren,  so  erhalt  man  allgemein 
eine  kanonische  Transformation,  wenn  man  die  Funktion  W*,  sowie 
die  Funktionen  Q1}  •••,&k  beliebig  als  Funktionen  der  q1}  .  .  .,  qn,  Ql}  .  .  ., 
Qrt,  t  vorgibt  und  die  Gleichungen 

dw*         d^  ,  aa* 


p    ___.     A          L     I 

~  +    l^ 
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ansetzt,  die  zusammen  mit  den  Gleichungen  (504)  die  Transformation 
festlegen.    Dabei  wird  die  Funktion  H  durch  die  neue  Funktion 


(505a) 
ersetzt.422) 

Von  besonderer  Einfachheit  ist  die  Transformation  (492),  wenn 
man  in  dem  Ausdruck  (493)  die  Function  W*  identiscli  Null  nimmt 
(vgl.  Nr.  34),  also  die  Transformation  so  zu  bestimmen  sucht,  daB 
sie  die  Beziehung 

(506) 

zu   einer  Identitat  niacht.    Die   Transformationsformeln  (505)   verein- 
fachen  sich  danu  zu 


"  A 


die  das  kanonische  System  (483)  in  ein  kanonisches  System  mit  der 
Funktion 

(507a)  K  =  H+^£  +  .    -  +  ^ 

iiberfiihren. 

Soil  insbesondere   die  Transformation  von  t  ganz   frei  sein,  also 
die  Gestalt  (497)  besitzen,  so  hat  man  die  Funktionen  <&f  frei  von  t 


422)  E.  Schering,  Verallgemeinerung  der  Poisson-Jacobischen  Storungs- 
formeln,  Gott.  Abhandl.  19  (1874),  p.  3  ==  Werke  I,  p.  249,  geht  in  diesem  Falle 
so  vor  [vgl.  *17c)],  da8  er  die  Gleichung  (493)  durch  eine  elementare  kanonische 
Transformation  umformt  in 


n—  k+1  n—k+l 

wobei    dann    S  =  W*  +       tPfQt  als  Funktion  der  g15  .  .  .,  qn,    Ql,  .  .  .,  Qn-k, 

n  —  k+l 

Pn-k  +  l,  .  .  .,Pn  ausgedruckt  wird.  Die  Transformationsformeln  fiir  die  kanonische 
Transformation  sind  danach 

8S  3S  8S  dS 


P  -  P          _ 

l~    ~'     ""         n-k~~ 
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anzunehmen  : 

(508) 

•••,&,  ft,.  ..,&)  =  o, 

so  daB 

(508  a)  #  =  # 

wird.   Die  aus  (506)  hervor'gehende  Formel 
(509) 

f'iihrt  wieder  zu  den  Formeln  (507)  fiir  die  Transformation,  wo  jetzt 
aber  in  den  Ausdriicken  der  rechten  Seiten  die  unabhangige  Verander- 
liche  t  nicht  explizit  auftritt.423)  Die  Formeln  (509)  und  (507)  zeigen, 
daB  eine  Multiplikation  der  p  mit  einem  Faktor  eine  Multiplikation 
der  P?  mit  dem  gleichen  Faktor  nach  sich  zieht.  Es  miissen  also  in 
diesem  Falle  die  p  in  der  ersten  Gruppe  der  Trans  formationsformeln 
(497)  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  Plt  ...,Pn  sein,  wahrend 
die  q  der  zweiten  Gruppe  homogen  nullter  Ordnung  in  den  Pl}  .  .  .,  Pn 
werden  miissen.  Daher  bezeichnet  man  diese  Transformationen  ge- 
wohnlich  als  homogene  kanonische  Transformationen. 

Wird  die  Anzahl  k  der  Gleichungen  (508)  gleich  n,  so  lassen 
sich  aus  den  n  Gleichungen  die  alten  Ortskoordinaten  q  als  Funk- 
tionen  der  neuen  Ortskoordinaten  Q  berechnen: 

(510a)  ff?=^(ft,.",ft,), 

und  die  kanonische  Transformation  artet  in  eine  erweiterte  Punkttrans- 
formation  aus.  Es  sind  dann  nach  (509)  die  neuen  und  alten  Impuls- 
komponenten  durch  die  linearen  Beziehungen 


(510b)  P  = 

? 

verkniipft  [vgl.  auch  in  Nr.  29  die  Formeln  (431)]. 


423)  Von  dieser  Bedingung  fiir  die  kanonische  Transformation  geht  E.  Ma- 
thieu,  Memoire  sur  les  equations  differentielles  canoniques  de  la  mecanique,  J. 
de  math.  (2)  19  (1874),  p.  265  aus.  Er  gibt  anschlieBend  den  Bedingungen 
auch  eine  allgemeinere  Gestalt,  indem  er  ein  vollstiindiges  Differential  hinzufugt, 
ohne  doch  bis  zu  der  allgemeinen  Form  (493)  durchzudringen.  Es  ist  das  in- 
sofern  merkwiirdig,  als  er  bei  der  Anwendung  auf  die  Storungsrechnung  durchaus 
von  der  bilinearen  Kovariante  ausgeht,  die  er  von  Lagrange  ubernimmt.  Statt 
des  allgemeinen  Falles  dei-  k  Beziehungen  (508)  betrachtet  er  nur  den  Fall,  daB 
k  =  1  ist. 


768     IV  12  u.  13.  G.  Prange.  Die  allg.  Integrationemethoden  d.  analyt.  Mechanik. 

33.  Bedingungen,  damit  eine  Transformation  kanoniscb.  1st.  Soil 
eine  Transformation 

ri»f—  9>f(*i»  •••»*„,&,...,  w, 
H-  *«(*i,...,  P.,  ft,..  .,«.) 

je^es  kanonische  System  wieder  in  ein  kanonisches  System  iiberfiihren, 
so  muB  nach  den  Ausfiihrungen  der  vorigeri  Nummer  die  (verkiirzte) 

n 

bilineare  Kovariante  des  neuen  Systems  ^>v(dP0dQ  —  dP  dQ  )  durch 

i 
die  Transformation  aus  der  bilinearen  Kovariante  des  urspriinglichen 

n 

Systems  ^j/(dp  dq  —  dp  dq0]  hervorgehen.  Nun  gilt  vermoge  (511) 

i 
die  Beziehung 

(512) 


- 


Damit  die  rechte  Seite  gleich 

i 

die  drei  Klassen  von  Grleichungen 

I'd  y,j  dtyo  _  3  V>o 


(513) 


—  dP(,dQ^  wird,  miissen 


befriedigt  sein.424)    Die  Sum  men   sind   aber  gerade  die  in  Nr.  12  ein- 
gefiihrten  Lagrangeschen  Klammern  der  Funktionen  (511),  so  daB  man 


424)  Die  beiden  ersten  sind  fiir 


Identitaten. 


33.  Bedingungen,  damit  eine  Transformation  kanonisch  ist. 
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die  Bedingungen  (513)  unter  Heranziehung  der  in  (96)  definierten  Be- 
zeichnungsweise  in  der  Gestalt 


(5 13  a) 


[Qa,  &]  - 


schreiben  kann.424a) 

Statt  durch  die  Lagrangeschen  Klammern  kann  man  die  Be 
dingungen  auch  durch  die  Poissonschen  Klammern  ausdriicken.  Man 
braucht  dazu  nur  zu  beacbten,  da6  sich  nach  den  Uberlegungen  der 
Nr.  26  die  mit  zwei  beliebigen  Funktionen  gebildete  Poissonsche 
Klammer 


kontragredient  zu  der  bilinearen  Differentialform^y  (dp  dq0  —  dp  dq  ) 
transformiert.    Gilt  daher  fur  die  Transformation  (511) 


424  a)   Hieraus    folgt   unmittelbar,    daB   die   Funktionaldeterminante   einer 
kanonischen  Transformation  (511) 


D  = 


ft/  'VQmWn  'dVn 

stets  von  Null  verschieden  ist.   Denn  es  ergibt  sich  leicht 


Vgl.  die  entsprechende  Rechnuiig  in  342),  wo  statt  der  Lagrangeschen  die  Poisson- 
schen  Klammern  eingefiihrt  sind. 
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so  muB  auch,  wena  die  Transformation  (511)  die  Funktionen 

G(Pl,  ...,pntqlt..  .,  qn) 


in 


iiberfiihrt,  die  Beziehung 

(515)  (F,  (?)  -  (F,  G) 

gelten  425)7  d.h.  die  Transformation  (511)  muB  den  Poissonschen.  Klammer- 
ausdruck  (514)  zweier  beliebiger  Funktionen  in  den  Poissonschen 
Klammerausdruck  der  transformierten  Funktionen  iiberfiiliren.  Da  nun 


~  —    .  -  ~  —    .  —  _ 

a  ^     a  ^  a  p          1   aK  a^;     aPt  a^    a  P  a  Q9     a  ^ 

^  S 


_ 

a  QQ     a  QQ  a  P 

ist,  so  folgt;  wenn  durch  Summation  nach  Q  die  Poissonschen  Klammern 
der  Funktionen  (511)  eingefiihrt  werden, 

/Ri«  \  /ST   TTX        "         i'dF  dG        dFcG 

(616.) 


aT,  ~  aT,  a 
] 

Soil    hier    die    rechte    Seite    auf  den   Pozssowschen    Ausdruck   (F,  6r) 
zuriickkommen,  so  miissen  die  Beziehungen 


gelten426),    die    die    Bedingungen    dafiir,    daB    (511)    eine    kanonische 
Transformation  ist,  mit  Hilfe  der  Poissonschen  Klammern  ausdriicken. 

425)  Vgl.  hierzu  auch  S.  Kantor,   Uber   einen  neuen  Gesichtspunkt  in  der 
Theorie  des  Pfaffschen  Problems  .  .  .,  Wien  Sitzungsber.  110  (1901)  IIa,  p.  1147, 
insbes.  p.  1161fF.    Umgekehrt  folgt   aus  der  Beziehung  (515)  auch   die  Invarianz 
der  bilinearen  Kovariante. 

426)  Vgl.  E.  Bour,   Sur  1'integration   des   equ.  diff.  part,  du  premier  et  du 
sec.  ordre,  J.  fie.  Polyt.  22,  cah.  39  (1862),  p.  149,  insbes.  p.  156  ff. 
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ID  dieser  Form  sagen  sie  aus,  daB  die  Funktionen  <p0,  ty  die  kano- 
nische  Basis  einer  Funldionengruppe  (vgl.  Nr.  28)  sind.  Wenn  daher 
eine  Anzahl  von  Funktionen  cp0  und  if>fj)  etwa 

(518) 

gegeben  sind,  die  den  Bedingungen  (517)  geniigen,  so  lassen  sich 
(n  —  v)  Funktionen  cp  und  n  —  ^  Funktionen  ^  dazu  bestimmen, 
die  zusammen  mit  den  gegebeuen  Funktionen  (518)  eine  kanonische 
Transformation  bilden.427) 

Tritt  an  die  Stelle  von  (511)  die  allgemeinere  Transformation 

«—   ty(P».-M  P.,   &,-..,<?.,  0, 


(519) 

'...,  P., 

so  kommt  man  unmittelbar  auf  die  eben  erreichten  Ergebnisse  zuriick, 

wenn   man  sie   als  eine  Transformation  in   2(n  -f-  1)  Veranderlichen 

auffaBt,  indem  man  entsprecnend  (500)  zu  den  urspriinglichen  Koordi- 

naten  pp,  q^  noch 

(520)  fc+i-*,    A+1--1T 

und  analog  zu  den  neuen  Koordinaten  noch 

(520a)  Qn  +  i==T=t  =  qn+i}     Pn+i=      ,K} 

hinzunimmt.    Dann   lassen   sich  die  Transformationsformeln  (519)  er 
setzen  durch 


(521) 


=Pn+1 


worin  die  Funktion  E(Plt...,  Pn,  Qlf...,  Qn,  t)  entsprechend  (494  b) 
neu  hinzugefugt  ist.  Fur  diese  Transformation  muB  dann 

n 

(522)       2(dpQdq^-dpQdqQ)  —  (SHdt  -  dHdt) 

n 

Q    -  (dKdt  -  dKdt), 


427)  Solche  Erweiterungen  unvollstandig  gegebener  kanonischer  Transfor- 
mationen  zu  vollstandigen  behandelt  E.  Schering,  1.  c. 4"),  namentlich  Werke  I, 
p.  257  ff. 


772  IV  12  u.  13.  G.  Prange.  Die  allg.  Integrationsmethoden  d.  analyt.  Mechanik. 
d.  li. 

«+  1  n+l 

(522a)      ^(dp^-dpdq^  ^^(SP^dQ-dPSQ] 

i  i 

gelten. 

Mit  Hilfe  der  Poissonschen  Klammern  driicken  sieh  die  Bedin- 
gungen  fur  das  Erfiilltsein  dieser  Beziehung  in  folgender  Weise  aus. 
Es  miissen  einmal,  da  Pn  +  1  nur  in  der  Funktion  qp.ft  +  1  auftritt,  fur 
die  Poissonschen  Klammem  der  Funktionen  (519)  die  Beziehungen 
(517)  giiltig  bleiben.  Andererseits  treten  die  weiteren  Bedingungen 

I(<PQ,  9>n  +  i)  =  °;     0/V  9>«  +  i)  =  0, 
(<V*.+1)-o,  (^,^fl)  =  o,     (*  = 
(y.+ljlfwl)—  1 

hinzu,  wo  die  Poissonschen  Klammern  mit  den  2  (n+l)  Verander- 
lichen  gebildet  zu  denken  sind.  Von  diesen  sind  uach  (521)  die  der 
zweiten  und  dritten  Zeile 

(524)  (gp^ra+1)  =  0,     (^,^  +  1)  =  o,     (g>.+1,  *.+,)--  1 

identisch  erfiillt  und  brauchen  daher  nicht  besonders  erwahnt  zu 
werden.  Dagegen  ergeben  die  Gleichungen  der  ersten  Zeile  die  zu 
(517)  hinzutretenden  Bedingungen428) 

(525)  ^-(9,,E),     ?a^  -(*„«).  ,, 

worin  die  Poissonschen  Klammern  jetzt  wieder  mit  den  2w  Verander- 
lichen  P1,...7Pn,  Q^,...,  Qn  gebildet  zu  denken  sind. 

Wahlt  man  fiir  die  Bedingungen  statt  der  Poissonschen  die  La- 
grangeschea  Klammern,  so  treten  zu  den  Bedingungen  (513  a),  die  un- 
verandert  fiir  die  Funktionen  (519)  gelten,  die  weiteren  Beziehungen 


8E 


C\  m       /]  

aJ     L^'*J 

(526) 

^T/3qpo  CljJq  d^Qd^\ rp       ,-,  _ 

s2f\dpa  dt  ~~dpa~dt)-  L^'?J 


hinzu429 


Sind  nicht  alle,  sondern  nur  einzelne  der  Funktionen  gpp,  ^  und 
evtl.  die  Funktion  E  gegeben,  so  miissen  sie  diejenigen  der  Bedingnngs- 
gleichungen  (517),  (525)  befriedigen,  die  man  mit  ihnen  bilden  kann. 


428)  Vgl.  E.  Schering,  1.  c.412),  vgl.  insbes.  Werke  I,  p.  237. 

429)  Vgl.  E.  Schering,  1.  c.412),  insbes.  Werke  I,  p.  239. 
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Dann  und  nur  dann  lafit  sich  das  Funktionensystem  zu  dena  einer 
vollstandigen  kanonischen  Transformation  erweitern.430) 

34.  Zusammenhang  der  kanonischen  Transformationen  mit  den 
Beruhrungstransformationen.  S.  Lie*31}  hat  bereits  sehr  friih  die  Be- 
ziehung  der  kanonischen  Transformationen  zu  den  von  ihm  syste- 
matisch  studierten  Beruhrungstransformationen  erkannt  [vgl.  Ill  D  7 
(H.  Liebmann),  insbes.  Nr.  6,  wo  bereits  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  kanoniseher  Transformation  und  Beriihrungstransformation 
hingewiesen  ist].  Um  die  Verbindung  beider  Gebiete  vor  Augen  zu 
fiihren,  konnte  man  von  dem  Sonderfall  (497)  der  kanonischen  Trans 
formationen  ausgehen  und  in  Erweiterung  der  von  W.  R.  Hamilton 
(vgl.  Nr.  13)  entwickelten  Gedanken  die  Beruhrungstransformationen 
der  besonderen  Form,  die  hier  ins  Spiel  tritt,  in  der  folgenden 
Weise  erklaren.  In  dem  Rn  der  (qi}  ..  .,  gj  versteht  man  unter  einem 
Element  die  Verbindung  eines  Punktes  (<?i,  •••><?„)  mit  einem  zu  ihm 
gehorigen  Vektor  (p1}  .  .  .,  jon).  Ein  solches  Element  liegt  nach  Lie  mit 
seinem  Nachbarelement  (qt  -)-  dq1}  .  .  .,  qn  -j-  dqn  und  pl  -j-  dp1}  .  .  ., 
Pn  ~f~  dPn)  vereinigt,  wenn  sich  eine  Belegung  0(<?i,  •..,#«)  des  Rn 
der  (#,  ,  ...,  qn)  angeben  lafit,  die  die  Vektoren  in  den  beiden  Nachbar- 
punkten  als  Gradienten  besitzt,  d.  h.  wenn 

(527)  Pi  dql  -\  -----  \-  pn  dqn  =  dz 

ist.  Betrachtet  man  nun  eine  Transformation  der  Elena  ente  (pQ,  g?)  in 
die  entsprechend  definierten  Elemente  [Punkt  (Q1}  .  ..,  Qn)  und  Vektor 
(Plf...,PJ\  eines  Rn  der  (&,...,&): 

(528)  p9=9f}(P1,...,Pn,Ql,...,Qn),    qQ=^(Pl}...)Pn,Qi,...,QJ, 
so  ist  diese  Transformation  dann  und  nur  dann  eine  Beriihrungstrans 
formation,  wenn  sie  zwei  vereinigt  liegende  Elemente  in  zwei  Elemente 
iiberfuhrt,  die  wieder  vereinigt  liegen,  d.  h.  in  zwei  Elemente  (Qlt  ...,  Qn, 


deren  Vektoren  Plf  .  .  .,  Pn  bzw.  Pl  -f  dP^  .  .  .,  Pn  +  dPn  als  Gra- 
dienteu  einer  Belegungsfunktion  Z(Qly  ...,  ^J  des  Rn  der  (Q1,  ...,  Qn} 
angesehen  werden  konnen.  Aus  (527)  rnuB  also  vermoge  (528) 

PidQi+--  +  Pm*Q.  —  *Z 

folgen,  bzw.,  was  auf  das  Gleiche  hinauslauft,  die  Transformation  (528) 

mufi  die  Gleichung 

(529)    dZ~(PldQ1  +  .   •  +  PndQn) 


430)  E.  Sobering,    Verallgemeinerung    der    Poisson-Jacobischen    Storungs- 
formeln  .  .  .,  Werke  I,  p.  258. 

431)  S.  Lie,  Die  Storungstheorie  und  die  Beruhrungstransformationen,  Arch. 
for  Math,  og  Naturvid.  2  (1877),  p.  129  =  Werke  III,  p.  295. 
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zu  einer  Identitat  machen,  wobei  Q  zunachst  erne  Funktion  der  (2w-|-  1) 
Veranderlichen    e,  pl}  .  .  .,pn,  qlf  .  .  .,  qn   sein  konnte.    Da  indessen   die 
Transformationsformeln  (528)  von  z  frei432)  sind,  so  folgt,  daB  Z  als 
Funktion  von  8,  PL,  ...,pn,  q1}  ...,  qn  die  Gestalt 
(530)  Z=Ae  +  U(pl,...,pn,ql,...,qn) 

besitzen  mu6,  wobei  sich  A,  das  mit  Q  identisch  1st,  als  eine  Konstante 
ergibt.432a)  Man  kann  ohne  weiteres  diese  Konstante  A  gleich  1  setzen, 
weil  das  nur  darauf  hinauslauft,  Az  an  Stelle  von  z  und  entsprechend 
Apo  an  Stelle  von  p^  einzufuhren,  so  daB  (529)  in 
(530a)  P,dQ,  +  •     •  +  PndQn  =  Pldq,  -f  •  •  •  +  Pltdqn 

+  dU(pl,...,pn,q1,...,qn) 

iibergeht.  Das  ist  aber  gerade  die  Beziehung,  die  nach  Nr.  32  [vgl. 
Gl.  (488)]  die  kanonischen  Transformationen  des  Sonderfalles  definiert, 
bei  dem  die  Zeit  ungeandert  bleibt  und  in  die  Transformation  der 
(SqiPif)  nicht  eingelit.  Also  sind  diese  kanonischen  Transformationen 
(497),  wenn  man  noch  die  Beziehung 


hinzufiigt4826),  nach  Lies  Terminologie  Beriihrungstransformationen  in 
(x,  p).  Dabei  wird  man  dann  mit  S.  Lie  die  GroBe  z  nicht  als  Be- 
legung  des  En  der  (&,...,<?„),  sondern  als  eine  den  qlf...,qn  gleich- 
artige  Koordinate  anbprechen  und  fiir  die  Deutung  der  Transforma 
tion  den  En  +  l  der  (0,  qlf  .  .  .,  qn]  zugruude  legen.  Das  einzelne  Element, 
dem  jetzt  die  Koordinaten  z,  qlt  ...,  qn,p1}  ...,pn  zukommen,  bestimmt 
in  diesen  Rn  +  1  einen  Punkt  mit  hindurchlaufender  ebener  MH)  und 
zwei  Mannigfaltigkeiten  beriihren  sich  in  einem  Punkte,  wenn  sie  dort 
ein  Element  gemein  haben.  Der  Name  Beriihrungstransformation  soil 
entsprechend  zum  Ausdruck  bringen,  daB  zwei  Mannigfaltigkeiten,  die 
ein  Element  gemein  haben,  durch  die  Transformation  stets  in  zwei 
Mannigfaltigkeiten  iibergefiihrt  werden,  die  das  transformierte  Element 
gemein  haben.  In  diesem  Sinne  zeigt  die  angestellte  Uberlegung,  daB 
sich  eine  kanonische  Transformation  in  2n  Veranderlichen  wie  (497) 

432)  S.  Lie  (vgl.  Theorie  der  Transformationsgrappen  II,  Leipzig  1890,  p.  125) 
verwendet  fur  diese  besonderen  Beruhrungstransformationen  den  Namen  nBe- 
riihrnngstransformationen  in  x,  pu.  Er  bezeichnet  namlich  die  Koordinaten  des 
Punktes  statt  mit  q(>  mit  Xn. 

Vgl.  auch  die  Darstellung  von  L.  P.  Eiserihart,  Contact  transformations, 
Annals  of  math.  (2)  30  (1929),  p.  211. 

432  a)  Vgl.  S.  Lie,  1.  c.  ""). 

432  b)  Wobei  W  aus  (—  U)  in  (530)  durch  die  Transformation  (528)  ent- 
standen  zu  denken  ist. 
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als  erne  spezielle  Beruhrungstransformation  eines  En  +  l  auffassen  laBt, 
und  da6  man  auch  umgekehrt  eine  Beriihrungstransformation  in  (x,p) 
in  einem  -Rn  +  1  als  eine  kanonische  Transformation  in  2n  Verander- 
lichen  deuten  kann. 

Auch  die  allgemeine  Beruhrungstransformation,  wie  sie  durch  (529) 
festgelegt  ist,  lafit  sich  als  eine  Jcanonische  Transformation  deuten, 
allerdings  nicht  als  eine  solche  in  2n  Veranderlichen.  Man  muB  viel- 
mehr  fiir  ihre  Deutung  zu  (2w  -(-  2)  Veranderlichen  iibergehen,  indem 

man  die  Beziehung  (529)  mit  —  rnultipliziert,  wobei  A  eine  neue  Ver- 
anderliche  vorstellen  soil.  Setzt  man  dann  uoch432c) 


so  geht  (529)  in 
PodQo  +  Pi*Qi  -\  -----  h  PndQn=P0dq0  +  p.dq,  +  .  -  -  +  Plldqn 

iiber,  und  man  sieht,  daB  man  eine  homogene  Jcanonische  Transformation 
in  (2n-f-2)  Veranderlichen  vor  sich  hat.  Daraus  folgt  umgekehrt,  daB 
sich  die  kanonische  Transformation  (497)  dann  und  nur  dann  als  eine 
Beruhrungstransformation  in  dem  En  der  (q1}  .  .  .,  gj  auffassen  laBt, 
wenn  sie  eine  homogene  kanonische  Transformation  ist. 

DemgeniaB  stellt  auch  die  allgemeine  kanonische  Transformation 
(477),  bei  der  die  Zeit  mit  transformiert  wird,  im  allgemeinen  keine 
Beruhrungstransformation  des  En  +  1  der  (qj}  .  .  .,  qnf  f]  vor.  Nur  wenn 
in  der  Beziehung  (485  b)  dW=0,  also  wenn  die  Funktion  W  eine 
Konstante  ist,  hat  man  eine  Beruhrungstransformation  des  _Rn  +  1.433) 
Denn  dann  kann  man  (485  b)  die  Gestalt 


dt- 
geben,  und  das  wird  mit  (529)  identisch,  wenn  man 


nimmt  und  pQ  durch  ^,  PQ  durch  ^    ersetzt.    Wie   C.  Caratheodory 

zeigt,  lafit  sich  die  allgemeine  Transformation  (477)  leicht  auf  die  be- 
sondere,  fiir  die  identisch  W  =  Const,  ist,  zuriickffihren.    Denkt  man 

432  c)  Es  ist  stets  p  =j=  0. 

433)  C.  Caratheodory,  Les  transformations  canoniques  de  glissement  et  leur 
application  a  1'optique  geometrique,  Rom  Line.  Rend.  (6)  12*  (1930),  p.  353. 
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sich  namlich  die  Losung  des  kanonischen  Systems  (483)  bestimmt, 
die  fiir  t  =  t*  die  Werte  p(>  =p*,  q0  =  q*  annimmt: 

{T)  —    --^       V)          (  /  'J')  ')')  ^/  ^7  1 

*s*  ^s  ^  ?  *  1 J  *"*?  -iyi  J  -Z 1  J  *  "  *  7  j  n  /  ) 

„    —  „  (f   n*  „*    „*  0*\ 

2?  —  qQ\l>Pi)  •  •  ')P»t  (ID  •  ••)  v« )> 

und  fiigt  man  ihnen  die  zunachst  ganz  willkiirliche  Beziehung 
(531  a)  t  =  tp(t*,pf)  •  •  -)Pn>  2*>  •  •  •>  2*) 

hinzu,  so  erhalt  man,  wenn  man  die  letztere  m(531)einfuhrt?  eine  kanonische 
Transformation  /  ^* 

(532) 

die  das  einzelne  Element  (q*,t*,p*)  in  das  Element  (q9,t,p9)  iiber- 
fiihrt,  indem  sie  es  langs  der  Extremalen  des  Variationsproblems  ver- 
schiebt,  das  dem  kanonischen  System  (483)  zugehort.  Wegen  dieses 
Entlanggleitens  der  Elemente  an  der  Extremalen  bezeichnet  C.  Cara- 
the'odory  diese  besonderen  Transformationen  als  Gleittransformationen. 
Fiir  sie  gilt,  wenn  S  die  Prin/dpalfunktion  des  in  Frage  stehenden 
Variationsproblems  ist,  die  Beziehung 

(532a)      ^}p«dq(J  —  Hdt  =  ]>}p*dq*  —  (H}*dt*  +  dS. 


Die  Gleittransformationen  sind  also  gewifi  kanonische  T-ransformationen. 
Aus  den  beiden  kanonischen  Transformationen  (477)  und  (532) 
leitet  sich  eine  kanonische  Transformation  ab,  die  p*,  q*,  t*  und 
PQ,  Qy,  T  miteinander  verkniipft  und  fur  die  man,  wenn  (532  a)  von 
(485  b)  subtrahiert  wird, 


"  \         /     "  \ 

fpfdq*  -  (H)*dt*j  »  \^P9dQi  -  ZdT)  -  d(W  -  S) 

erhalt.  Man  braucht  daher  nur  die  willkiirliche  Funktion  h  in  (532)  so 
vorzugeben,  daB  dauernd 


ist,  so  hat  man  die  Beziehung 
/     n 

*    i 

die  aussagt,  daB  die  Transformation 

(tt^a}  J  n*  —  W  (P  P 

(^«JOO  d)  \     tfn    -        -i-^^X  1?  .  .  .,    X  „, 
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eine  Beruhrungstransformation  1st.  Die  allgemeine  kanonische  Trans 
formation  (477)  entsteht  also  durch  Zusammensetzung  einer  Gleittrans- 
f  or  motion  des  kanonischen  Systems  (483)  mit  einer  Beriihrungstrans- 
formation.1*9*') 

Die  Eingliederung  der  kanonischen  Transformationen  in  die  von 
Lie  systematisch  ausgebaute  Theorie  der  Beriihrungstransformationen 
lenkte  den  Blick  auf  die  Eigenschaft  der  kanonischen  Transformationen 
in  ihrer  Gesamtheit  eine  unendliche  Gruppe  von  Transformationen 
zu  bilden.  VVenn  Lie  nun  aus  dieser  unendlichen  Gruppe  eine  ein- 
gliedrige  Gruppe  herausgreift  und  deren  infinitesimale  Transformation 
aufsucht,  so  zeigt  sich,  da8  fur  den  einfachsten  Fall  der  Beruhrungs- 
transformationen  in  x,p,  wie  sie  die  Transformationen  (528)  zusammen 
mit  (530  a)  vorstellen,  die  Differentialgleichungen,  die  diese  infinitesi 
male  Transformation  festlegen,  gerade  kanonische  Gestalt 

f     A  d&    &  £&     * 

/Ro,,\  <jg_o  =  ^—  OK,    Ojpo  =  —  K—  da, 

(534)  op,,  d  #,, 


besitzeu.  Umgekehrt  definiert  jedes  solche  kanonische  Gleichungssystem 
mit  einer  beliebig  gewahlten  Funktion  &(p1}  .  .  .,  pn,  q1}  .  .  .,  gn)  eine 
eingliedrige  Gruppe  von  Beruhrungstransformationen  in  (xtp)  bzw. 
kanonischer  Transformationen  in  2n  Veranderlichen,  deren  infinitesi 
male  Transformation  es  vorstellt. 

Jede  endliche  Beriihrungstransformation  kann  man  umgekehrt 
nach  Lie  durch  ,,unendlich  haufige  Wiederholung"  einer  geeigneten 
infinitesimalen  Transformation  entstanden  denken,  d.  h.  die  P(J,  Q0,  in 
die  die  urspriinglichen  GroBen  p^,  g^  durch  die  endliche  Beriihrungs- 

433a)  Die  kanonische  Transformation  (492),  die  gegeniiber  dieser  allge- 
meinen  kanonischen  Transformation  dadurch  ausgezeichnet  ist,  da8  die  Zeit  un- 
transformiert  bleibt  (t  =  T),  laBt  sich  naturlich  auch  in  der  eben  angegebenen 
Weise  als  die  Zusammensetzung  einer  Gleittransformation  und  einer  Beruhrungs 
transformation  deuten.  Da  indessen  dabei  in  der  Beriihrungstransformation  die 
Zeit  mittransformiert  werden  miiBte,  hat  man  von  einer  solchen  Deutung  keinen 
Gebrauch  gemacht.  Vielmehr  pflegt  man  in  dieser  Transform,!  tion  t  als  einen 
Parameter  anzusehen,  der  ungeandert  bleibt.  Dann  hatte  man  an  Stelle  von  (491) 
die  Beziehung 


'.dqo  -jf  I\,dQ(>  =d*W 
i 

(wobei  das  Differential  d*  sich  nur  auf  die  Veranderlichen  J^*,  Q*  bezieht),  und 
man  erkennt  aus  der  Analogic  mit  (530  a),  daB  bei  dieser  Auffassung  die  Trans 
formation  nach  der  Lieschen  Ausdrucksweise  eine  Beruhrungstransformation  in 
x,  p  ist. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.  IV  1,  ir.  51 
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transformation  iibergefiihrt  werden,  sind  diejenigen  zu  einem  geeig- 
neten  Parameterwert  cc  =  a  gehorigen  Losungen  von  (534): 

(534  a) 

die  fiir  a  =  0  die  Werte  p^  bzw.  qQ  annehmen.434)  Sind  in  diesem  Sinne 
fiir  a  =  a  die  Beziehurigen  (534  a)  mit  den  Trans  form  ationsform  ein 
(528)  identisch,  so  muB  die  Funktion  U  in  (530  a)  durch  die  Funktion  5i 

(534)  bedingt  sein  und  umgekehrt.    Man  erhalt  diesen  Zusammenhang 
unmittelbar,  wenn  man  die  Prinzipalfunktion  (vgl.  Nr.  16) 

(535)  V(ql,...,qn,Ql,...,Qn) 


0 

des  zu  dem  kanonischen  System  (534)  gehorigen  Variationsproblems 
bildet435),  wodurch  die  Beriihrungstransformation  (534  a),  in  der  a  =  a 
zu  setzen  ist,  zunachst  die  Darstellung 

(535  a)  P«  =  W9'    P*  =  ~~W,  (^  —  !>  •••»») 

erhalt.  Lost  man  die  n  zweiten  dieser  Gleichungen  nach  Ql}...,  Qn 
auf436)  und  fiihrt  die  erhaltenen  Werte 

Qq  =  h(>(a,  plf  .  .  .,pn,  qlt  .  .  .,  gj      -' 

d  V 
in   V  bzw.  -x-pr-  ein,   so  erhalten   die  n  ersten  dieser  Gleichungen  die 

0  Vo 

p,-f,  («.ft,  ...,  P.,  9l>.  ..,«„). 

Gleichzeitig  geht  die  mit  (535  a)  gleichbedeutende  Beziehung 


434)  Damit  ist  die  Transformation,   die  an   sich  als   eine  passive  Transfor 
mation  (Einfiihrung  neuer  Ver'anderlicher)  aufzufassen  ist,  in  eine  aktive  Trans 
formation  umgedeutet,   die  einem  Element  p,,,  q,,  ein  neues  Element  P,,,  Q,,  zu- 
ordnet.    Aber   dies   dient  naturlich  nur  zur  Veranschaulichung   des   Zusammen- 
hangs  der  endlichen  und  infinitesimalen  Transformationen.  Man  hat  immer  fest- 
zuhalten,  daB  die  Transformation  hier  an  sich  zur  Einfiihrung  neuer  Koordinaten 
(bei  unveranderten  Integralkurven)  dienen  soil. 

435)  Die  Funktion  V  in   (533)  genugt,   wie   beiliiufig   bemerkt  werde,   den 
beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

"  c'  a  ~      '  '  ' 


'  '  •'  ~      '  "  •  •  " 

436)  Was    der  Einfachheit    halber   als  moglich  vorausgesetzt  werde.    Man 
kann  sich  von  dieser  Voraussetzung  leicht  befreien. 
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in  die  Beziehung  (530  a)  iiber.  Fur  die  Anderung  von       epodqo  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  (534)  erhalt  man  entsprechend 


wo  auf  der  rechten  Seite  das  Differential  des  Integranden  des  Varia- 
tionsproblems  steht,  das  zu  dem  kanonischen  System  (534)  gehort 
und  dessen  Prinzipalfunktion  die  Funktion  V  ist. 

Ganz  analoge  Uberlegungen  sind  in  dem  Falle  anzustellen,  daB 
in  die  Transformation  auch  die  unabhangige  Veranderliche  t  eingeht; 
nur  erhalt  dann  die  Bedingung  (530  a)  die  Gestalt 

(536)     Pl(*ft  +  .    •  +  P,dQ.=p1dql  +  -       +  p,dq. 


weil  bei  der  Transformation  t  als  ein  konstant  zu  haltender  Parameter 
anzusehen  ist.  Denkt  man  sich  im  Sinne  von  Lie  eine  endliche  Be- 
ruhrungstransformation  wieder  erzeugt  durch  unendlich  haufige  Wieder- 
holung  der  infinitesimalen  Transformation  einer  eingliedrigen  Gruppe, 
so  ist  auch  weiterhin  deren  infinitesimale  Transformation  durch  ein 
kanonisches  System 

(537)  dq»  =  j—  dec,     dp9  =  —  ^-  da 

gegeben,   nur   da8  jetzt   in   &  =  &(p1}  .  .  .,  pn,  ql7  .  .  .,  qn,  f)  auch  der 
(bei  der  Transformation  konstant  zu  haltende)  Parameter  t  auftritt.437) 
Eine   zugehorige   endliche  Beriihrungstransformation  wird  wieder 
durch  die  Losungen  des  kanonischen  Systems  (537) 


(538) 

9  =    9a, plf 

dargestellt,   in   denen  man  K  =  a    zu  setzen  hat.    Andererseits   kann 
man  zu  ihrer  Darstellung  die  Prinzipalfunktion 

(539) 


437;  Hie  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  in  dem  Phasen-_R2ra  +  1 
der  (PI,  .  .  .,pn,  gt, . . .,  qn,  t),  die  aus  einem  Integral  der  Bewegungsgleichungen 
entspringt  (vgl.  Nr.  25),  sind  hiernach  Beriihrungstransformationen  in  dem  En^1 
der  (2l,...,2s,t)  [vgl.  Nr.  18  c]. 

51* 
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des  zu  dem  kanonischen  System  (537)   gehorigen  Variationsproblems 
heranziehen,  vermoge  der  sie  in  der  Gestalt 

dV  dV 

?  =  2lV    P"~      ~d%> 

erscheinen.    Dies  sind  2n  Formeln,  die  man  in  die  Beziehung 
(539  b)  ^PQd  QQ  —2P9  dq(>  =  dV—d-^dt 

zusammenziehen  kann.    Die  in  (536)  auftretende  Funktion 


ergibt  sich  aus  V(Qlf  .  .  .,  Qn,  qlf  •  •  •,  qn,  £),  wenn  man  die  zweite 
Gruppe  der  Gleichungen  (539  a)  nach  Qlt..>,  Qn  auflost  und  die  ge- 
fundenen  Werte  in  V  einfiihrt.  Addiert  man  zu  (539  b)  die  Identitat 


wobei  H  aus  H  durch  die  Transformation  (539  a)  enstanden  sein  moge, 

so  ergibt  sich 

(540) 


und  man  sieht  erneut,  daB  die  Funktion  K(Pl,...,Pn,  Qlt--  ,  Qn,t) 
des      transformierten      kanonischen      Systems      mit      der      Funktion 
.-;pnt<lif't<lHify  des  urspriinglichen  kanonischen  Systems  durch 


(540a) 


O  "IT 


verknupft  ist.438)    1st  andererseits        ,   wenn  man   darin  die  qQ  durch 
Pe,  Qy,  t  ausdriickt, 

(540b)  Jt-  =  ~  E(P»--->  P»>  ft>  -»»  ^»0, 

so  geniigt  die  Fanktion  V(qlt  ...,?,,  Qi,->,  <?«»  0>  wie  man  aus  ( 
entnimmt,  der  partiellen  Differentialgleichung 


(540c)  +  E(       ,-,         ,  ft,  .-,«.,'-  0, 

aus   der   man  sie  bei  gegebenen  E  bestimmen  kann.439)   Daraus  folgt 


438)  In  der  Storungsthe-rie  wvirde  hier  offeubar  SI  die  Hamiltonscke  Funk 
tion  der  ungestorten  Bewegung  sein,  walirend  K  die  Storungsfunktion  vorstellt. 
Sind  die  Transformationsformeln  wie   in   (528)   von  t  unabhangig,   so    ist  K  die 
Funktion,  die  aus  H  selbst  durch  die  Transformation  entsteht. 

439)  Vgl.   auch   G.  Morera,  Sulla  trasforma^ione   delle  equaz.  diff.  di  Ha 
milton,  Nota  I,  Rom  Liuc.  Rend.  (5)  12  '  (1903),  p.  113,  vgl.  insbes.  p.  118. 
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aber,  daB  eine  von  t  abhangige  kanonische  Transformation 


d.  h.   eine   Schar   kanonischer  Transform  ationen  mit   dem   Scharpara- 
meter  t,  eine  Losung  des  kanonischen  Systems 

d  dE       dp  dE 


vorstellt.4S9a) 

Bisher  war  die  Beriihrungstransformation  durch  die  Funktion  W 
(bzw.  V  oder  IT)  bestimmt  gedacht,  womit  sich  dann  die  Funktion  K 
aus  H  berechnete.  Nun  hatte  aber  S.  Lie  bereits  in  seinen  friihesten 
Untersuchungen  eine  Beriihrungstransformation  in  x,p  durch  Heran- 
ziehen  der  Poissonschen  Klammern  dahin  kennzeichnen  konnen,  daB  die 
Transforrnationsfunktionen  die  kanonische  Basis  einer  Funktionengruppe 
bilden.440)  Das  kommt  ihm  zu  statten,  wenn  er  die  Aufgabe  so  fafit, 
daB  er  W  nicht  vorgibt,  sondern  verlangt,  eine  kanonische  Transfor 
mation  anzugeben,  die  ein  kanonisches  System  mit  vorgeschriebener 
Funktion  H 


dt         dj0o '       dt  8q0 

in  ein  anderes  kanonisches  System  mit  vorgeschriebener  Funktion  K 

dt   ' ~  d~Pq '      dT  '       ~  dQp 

iiberfiihrt.  Besonders  einfach  liegt  diese  Aufgabe,  wenn  in  den  beiden 
Funktionen  H  nnd  K  die  unabhangige  Veranderliche  t  nicht  auf- 
tritt.  Man  erhalt440a)  namlich  dann  eine  solche  Beriihrungstransfor- 
mation,  wenn  man  zwei  kanonische  Funktionengruppen  (vgl.  Nr.  28) 
bildet  —  einmal  die  Funktionengruppe 

/£>,      N  I   •"!>  -"8>  '  •  ')  •"»>  -""  ==  -"-()\Pl)  •  •  •fPn)  $1>  •  •  •>  $n) 

(541  a)         \r    r          n         r  .-n(  a"\ 

\  (TJ,  Cr2,  . .  .,  Lrn,         (TO  =  &$(&!,  •  •  -,P,,,  <li>  •  •  •)  <ln)i 
worin  H±  mit  der  Funktion  H  in  (541)  zusammenfallt441),  andererseits 

439  a)  Diese  Auffassung  bei  S.  Lie,  1.  c.  4S1),  §  2  =  Werke  III,  p.  303. 

440)  Kurzes   Resume  mehrerer  neuer  Theorien,   Christiania   Forhandlingar 
1873,  p.  24  =  Werke  III,  p.  1. 

440  a)  Vgl.  S.  Lie,  1.  c.  431),  insbes.  Werke  III,  p.  302. 

441)  Offenbar  sind  dann  wegen 

(H  ,  H0)  =  (H  H  )  =  0      (H    G  )  —  (H  G0}  —  0      (p  =  2, . . . ,  ri) 

die  Funktionen  Ht, . .  .,  Hn,  G%, . . .,  Gn  Integrale  des  kanonischen  Systems  (541). 
Neben  Hv  =  H=  Const,  hat  man  als  letztes  Integral  G1  —  t  =  Const. 
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die  Funktionengruppe 

(542a)     I  £  £     ''^L*'       L*  ~  LQ^      '  pn|  ^'     ^  g" 
wobei  K±  =  K  sein  soil448)  —  und  dann 


setzt.448) 

Wenn  in  den  kanonischen  Systemen  (541)  und  (542)  die  unab- 
hangige  Veranderliche  t  in  den  Funktionen  H  bzw.  K  explizit  auf- 
tritt,  so  kann  man  in  der  gleichen  Weise  vorgehen,  sofern  man  nur 
das  kanonische  System  (541)  durch  Einfiihrung  der  neuen  Grofien 


)H*(p1,...,pn,v,q1,...,qn,u)=     -v  +  H(pl,...,pn,ql,...,qnu) 


n 

q(,_dH*       dp,, 


, 

l>  •••>"< 


dt      '    du  >      dt  ~        ~    2v     ~ 
umformt444)   und   entsprechend    das   kanonische    System    (542)   durch 


442)  Daher  eind  Jf,,  ...,Kn,  L^,  .  .  .  ,  Ln,  Lt  —  t  neben  K^  (=  K)  Integrate 
des  kanonischen  Systems  (542). 

443)  Denn  betrachtet  man  r, 

Pq=H<!(Pi,  ••••,?»*  «ii---i2»).     «?  =  ^(Pi,  •••.P»i  9i,.  •-,«„) 
als  eine  Koordinatentransformation,  so  ist  diese  selbst  eine  kanonische  bzw.  eine 
Beruhrungatransformation,  und  zwar  fiihrt  sie  das  System  (541)  in 


(544) 


q   _          <_n 
dt  ~  dt~ 


__  _ 

dt  =      '      d«" 


iiber.    Ebenso  ist 

eine  Beriihrungstransformation,  die  das  System  (642)  in 

/   dQl 

(544  a)  { 

I    u  yg  a  x-^i  .    . 

viberfuhrt.    Die  Transformation 

»* P*      a*  =  0* 

fuhrt  aber   das  kanonische  System  (544)  in  das  kanonische  System  (644  a)  iiber. 
444)  Vgl.  G.  Morera,   Sulla  trasformazione   delle   equaz.  diflF.   di  Hamilton, 
Nota  I,  Rom  Line.  Rend.  (5)  121  (1903),  p.  113,  insbes.  p.  119. 
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Einfiihrung  der  neuen  GroBen 

fF-.jrc^,...,  P.,  «!,...,«.,  IT),       u=t, 

(546)    \E*(P^...,Pn,Vy  &,...,  Qm,  U) 


n 


n 

( 
d  F        dK*       dU  _       _  dK*  .       1  , 

dT  =  =  TU>      dt   ~~  FT 

umsetzt.    Man  hat  dann   die   beiden  kanonischen  Funktionengruppen 

(547)  Ht,...,Hn,H*,    Qlt...,Qn,     G*(=u} 
bzw. 

(548)  Kl7...,Kn,K*,     Li7...}Ln,    L*(=  U) 

zu  bilden,  wobei  die  H^.-^H^  G^,...,Gn  von  v  bzw.  die  Klf...,Knf 
Ll,...,Ln  von  V  unabhangig  sein  miissen.445)  Die  Transformation  wird 
danach  durch  den  Ansatz 

(  E9(pi,  .  .  .,  pn,  ql}  .  .  .,  qn,  t)  =  K9(Plt  ...,Pn,Q1}..  .,  Qn,  f), 

(549)  |  G9(plt...,pn,  qlt  -.,  qn,  0  =  L9(Plf...,  Pn,  «„...,  <?n,  0 
I  (9  =  1,...;») 

gegeben,  worin  bereits 

(549a)  u=U=t 

berticksichtigt  ist.   Zu  ihnen  tritt  dann  die  Beziehung 


bzw. 

(549b)       -  v  -f 

hinzu.446) 


445)  Beriicksichtigt  man,  dafi 


ist  (die  Potssowschen  Klammern  sind,  wenn  in  ihnen  H*  auftritt,  mit  (2w-}"^) 
unabhangigen  Veranderlichen  zu  bilden),  so  entnimmt  man  aus  der  kanonischen 
Gestalt  der  Funktionengruppe  die  Beziehungen 


d.  h.  diese  Funktionen  J3«,  <yo  bestimmen  ein  System  von  2n  Integralen 

HQ  =  ce  ,    6??  =  r?  (e  =  i,  .  •  .,  »*) 

des  kanonischen  Systems  (541).    Das  Gleiche  gilt  natiirlich  von  den  Kp,  LQ  hin- 
sichtlich  des  kanonischen  Systems  (542). 

446)  Vgl.  auch  8.  Lie,  1.  c.4S1),  insbes.  Werke  III,  p.  308. 
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Diese  Uberlegungen  machen  erneut  [vgl.419)]  deutlich,  da6  sich 
die  Aufgabe  der  Integration  eines  kanonischen  Systems  auch  als  Problem 
der  kanonischen  Transformation  auffassen  laBt.  In  der  Tat  ist  ja  die 
Integration  des  vorgelegten  Systems  (541)  vollzogen,  wenn  es  sich 
uberfuhren  laBt  in  ein  kanonisches  System  (542),  dessen  Funktion  K 
von  den  P1}  ...,  Pn,  Qlf  .  ..,  Qn  nicht  abhangt,  also  entweder  identisch 
konstant  oder  eine  Funktion  allein  der  Veranderlichen  t  ist.  Denn 
dann  nimmt  das  System  (542)  die  Gestalt 

(550)  ^-0,     ^  =  0 
an.447) 

Um  schlieBlich  zu  zeigen,  daB  die  allgemeinste  Transformation, 
die  ein  einzelnes  vorgelegtes  kanonisches  System  wieder  in  ein  ka 
nonisches  System  iiberfiibrt,  keine  Beriihrungstransformation  ist448), 
kniipft  S.  Lie  ebenfalls  an  die  relativen  Integralinvarianten  an.  Es  ist 
nach  wie  vor 

(551)  J  2p<}dq<} 

eine  relative  Integralinvariante  des  urspriinglichen  Systems,  sowie  auch 
(552) 

eine  relative  Integralinvariante  des  transformierten  Systems.  Nur  ent- 
springt  jetzt  (552)  nicht  mehr  durch  die  Transformation  aus  (55  1)449), 
vielmehr  aus  einer  anderen  relativen  Integralinvariante  erster  Ordnung, 
die  etwa  die  Gestalt 


(553)  J9(L9(plt.  .  .,pn,qlt.  •  .,qj8pQ  +  M9(plt.  .  .,pn,  qlt.  ..,?„)  dqQ} 

besitzen  mag.  Um  nun  die  allgemeinste  Gestalt  dieser  relativen  Inte- 
gralin  variants  (553)  zu  bestimmen,  denkt  sich  Lie*50}  in  das  kano- 
nische  System 


neue  Veranderliche  eingefiihrt,  indem  er  zu  H^  =  H  eine  Funktionen- 

gruppe  mit  kanonischer  Basis*51) 

(555)  H1}...,Hn,     Glt...,Qu  (S,  =  H} 


447)  Vgl.  z.  B.  E.  T.  Whittaker,  Analyt.  dynam.,  p.  310. 

448)  DaB  sie  also,  wenn  man  sie  auf  andere  kanonische  Systeme  anwendet, 
im  allgemeinen  Systeme  von  nicht  kanonischer  Gestalt  erzeugt. 

449)  Das  wurde  auf  die  kanonischen  Transformationen  im  eigentlichen  Sinne 
fuhren. 

450)  S.  Lie,  1.  c.431),  insbes.  Werke  III,  p.  313. 

451)  Deren  Funktionen  also  bis  auf  Gl  Integrals  von  (554)  sind. 
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bestimmt  und  die  Koordinatentransformation 
(555  a)  p*  =  HQ  ,     q*  =  G$ 

ausfiihrt.    So  erhalt  das  kanonische  System  (554)  die  Gestalt 

\   dt  =        '       ~dt  =        ' 
(556)  |*3_0       ^*  =  0  (o  =  2 

\  ~dt  '         dt 

wahrend  die  relative  Integralinvariante  (553)  in 

iibergeht.  Soil  dies  aber  eine  relative  Integralinvariante  des  Systems 
(556)  sein,  so  muB  es  eine  Funktion  ®(p*,  . .  .,p*,  qf,  •  •  -,  ^)  geben, 
so  daB 

wird,  d.  h.  es  miissen  die  Funktionen  L*  bzw.  Mf  in  der  relativen 
Integralinvariante  (557)  die  Gestalt 

L*  = 

(557  b) 


M*  =f  ||  <*£  +  iw/j)*  .  .  .,  p*  j 


f,  .  .  ., 


besitzen.  Da  man  nun  aus  der  so  bestimmten  Integralinvariante  (557) 
durch  ruckwartige  Ausfiihrung  der  Transformation  (555  a)  die  rela 
tive  Integralinvariante  (553)  erhalt,  so  sieht  man  unmittelbar,  daB 
diese  nicht  die  Gestalt 


zu  besitzen  braucht.  Denn  da  die  Transformation  (555  a)  eine  Beruh 
rungstransform  ation  ist,  so  miifite  in  diesem  Falle  auch  die  relative 
Integralinvariante  (557)  die  Gestalt 


1 

besessen  haben,  d.  h.  es  miiBte 

r*  __  o&        M*=  ?&   _i_  „* 

^  •  ~  GP:,>  d% 

gewesen  sein,  wahrend  nach  (557  b)  die  L*,  Mf  nicht  diese  spezielle 
Gestalt  zu  besitzen  brauchen.452) 

452)  Analogs   Betrachtungen    auch    bei    G.  Morera,    Sulla   trasformazione 
delle  equaz.  diff.  di  Hamilton,  Note  II,  Rom  Line.  Rend.  (5)  121  (1903),  p.  149. 
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H.  Aquivalenzprofoleme  und  Yerwandtes. 

35.  Transformation  eines  mechanischen  Problems  in  ein  anderes. 
Begriff  der  Aquivalenz.  Zwei  mechanische  Systeme  mit  der  gleichen 
Anzahl  von  Freiheitsgraden,  fiir  die  die  Integration  ihrer  Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen  eine  gewisse  Verwandtschaft  besitzt,  pflegt  man 
als  analytisdi  aquivalent  zu  bezeichnen.  Freilich  steht  dieser  Begriff 
der  Aquivalenz  zweier  mechanischen  Probleme  nicht  ganz  fest.  Am 
engsten  scheint  ihn  P.  Stackel^3)  zu  fassen,  der  verlangt,  da6  die  Be 
wegungsgleichungen  beider  Systeme  -  -  sie  mogen 


bzw. 

fttQ\  d  (d%*\          d%*          O* 

5i(aSf)--^"°f  (e  -I,-,") 

sein  -  -   durch  eine  Transformation  der  Ortskoordinaten 

(56°)  ^  =  ^(«i,---,O  (p  =  !,...,») 

auseinander  hervorgehen.    Stackel  beschrankt  sich  dabei  auf  den  Fall, 
da6  in  beiden  Problemen  die  Koeffizienten  der  kinetischen  Energie 

(561)        T-^'Wrtfi     bzw"     Z*  = 

die  Zeit  t  nicht   explizit  enthalten,    sondern  nur  von  den  Ortskoordi 

naten  abhangen, 

(561a)          9in  =  ffir(Zi,~;  «„),       9L  =  9*,  (it,  ..-,  qj, 
so  daB  es  im  Sinne  von  Nr.  6  sinnvoll  erscheint,  die  raumlichen  Mn 
der   (g1!,...,^)   bzw.    der   (q17...,qn)   als  Eiemannsche  Baume  aufzu- 
fassen,  deren  Bogenelemente 

(561  b)   d8*=^Lngifidqidqft   bzw.   rf**1  —J^gJ^rfq.^ 

sind,  und  die  mechanischen  Probleme  dann  kurz  mit 

(561  c)  (<*«,  #e)     bzw.     (rf«*D*) 

zu  bezeichnen.  Auch  die  Komponenten  der  eingepragten  Krafte  denkt 

Stackel  als  Funktionen  allein   der  Ortskoordinaten,   doch   erscheint  es 

bisweilen   notwendig,   eine   Abhangigkeit   von    den    Geschwindigkeits- 

komponenten  zuzulassen,   wahrend  man   ein   explizites   Auftreten  der 

Zeit  im  allgemeinen  hier  auszuschlieBen  pflegt.454)  Zu  einem  Vergleich 

453)  P.  Stackel,  Uber  die  Differentialgleichungen  der  Dynamik  und  den  Begriff 
der  analytischen  Aquivalenz  dynamischer  Probleme,  J.  f.  Math.  107  (1891),  p.  319. 

454)  Fiir  die  Transformation   der  Kraftkomponenten   ist   zu   beachten,    daB 
die  virtuelle  Arbeit 

2Q,,SqQ     bzw.     ^O^dq* 
eine  Invariante  ist. 
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der  Bewegungsgleichungen  (558)  und  (559)  erscheint  es  zweckmaBig, 
in  (559)  vermoge  der  Transformationsformeln  (560)  die  q0  an  Stelle 
der  q0  einzufiihren,  wodurch  die  Gleichungen  (559)  in 

/R-n    \  d  /d£\          ££          n 

(5o9  a)  -j-.  (  —  )  —     -  =  jQ 

at  \cJ         c_o 


iibergehen  mogen,  und  dann  (558)  und  (559  a)  in  die  Gestalt 
(562)  g,, 


(563)  g(J 

umzurechnen,   wobei  die  die  Christoffelschen  Dreizeigersymbole 

des  Bogenelements  ds  und  |  die  des  Bogenelements  d%  sind.  Da- 

mit  beide   mechanischen  Probleme   analytisch   Equivalent   im   Stdckel- 
schen  Sinne  sind,  ist  dann  notwendig  und  hinreichend455),  daB 


(564) 

ist.   Die  linke  Gruppe  dieser  Gleichungen  (564)  zieht  im  allgemeinen 
die  Beziehung 

(565)  9,-*  =  Cfftk 

nach  sich,  unter  c  eine  Konstante  verstanden.456)   Daraus  folgen  dann 

455)  Vgl.  P.  StacM,  1.  c.  45S),  p.  326. 

456)  P.  Stdckel,  1.  c.  453),  p.  337.  Das  Wort  nim  allgemeinen"  bedeutet  hier, 
es  solle   der  Riemannsche  Krummungstensor  der  quadratischen  Differentialform 
ds*  den  Rang  (n  —  1)  haben.    Hat  er   einen   niedrigeren  Rang,    so  liegen  Aus- 
nahmefalle  vor.    Sind  beispielsweise  die  Koeffizienten  g^     von  ds1  konstant,  d.  h. 
verschwindet  der  Riemannsclae  Kriimmungstenaor  identisch,   so  reicht  es  fiir  die 
Aquivalenz   aus,  wenn   die   g^u  ebenfalls  konstante,  aber  im  iibrigen   ganz  be- 
liebige  Werte  haben,  die  von  denen  der  g}     ganz  verschieden  sind.  Dies  erscheint 
gegeniiber  (565)  als  der  Fall  weitestgehender  Ausartung.  In  den  dazwischen  lie- 
genden  Fallen  spalten  sich  die  ql  ,  .  .  .  ,  qn  in  m  Abteilungen,  so  daB 


j?iR*fc** 

i 
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weiter  fiir  die  kovarianten  Kraftkomponenten457)  aus  jQe  =  Q?  die  Be- 

ziehungen 

(566)          JD,  = 


Gegeniiber  dieser  engen  Fassung  des  Hegriffs  der  Aquivalenz  zweier 
mechanischen  Probleme  lag  erne  Erweiterung  Date.  Statt  zu  verlangen, 
die  Raumeeitlinien  der  Bewegung  sollen  durch  die  Transformation  (560) 
ineinander  ubergefuhrt  werden,  beschrankte  man  sich  auf  die  Forde 
rung,  nur  die  Bahnkurven  des  einen  mechanischen  Problems  sollen 
durch  die  Transformation  (560)  in  die  des  anderen  ubergehen.458)  Da 
jedes  der  beiden  Gleichungssysteme  (558)  bzw.  (559)  2n  —  1  von  der 
Zeit  freie  Integrale  besitzt,  driickt  sich  diese  Forderung  dadurch  aus, 
es  sollen  2w  —  1  von  t  freie  Integrale  der  Gleichungen  (559)  durch  die 
Transformation  (560)  in  2n  —  1  entsprechende  Integrale  von  (558) 
ubergefuhrt  werden.  Es  empfiehlt  sich  dabei  noch,  um  hervorzuheben, 
daB  die  einzelnen  Punkte  zweier  einander  so  zugeordneten  Bahnkurven 
von  (558)  und  (559)  zu  ganz  verschiedenen  Zeiten  erreicht  werden,  in 
(559)  fiir  die  Zeit  einen  anderen  Buchstaben  als  in  (558)  zu  benutzen 
und  entsprechend  die  Gleichungen  (559)  durch 


r>* 

--aqr 

zu  ersetzen459),  worin  jetzt 

a  =^8 
ist  ^        di 


wird,  wobei  die  g^  nur  von  den  qn  .  ,  .  .  .  ,  q     abh'angen  (wt  -j-  n2  -|  -----  \-  nm  =  ri). 

Vgl.  G.  Fubini,  Ricerche  gruppali  sulle  equazioni  della  dinamica,  Nota  III,  Rom 
Line.  Rend.  (6)  122  (1903),  p.  145,  insbes.  p.  146. 

457)  Fiir  Qf]  =  0  ist  also  auch  O0  =  0,  was  in  Ubereinstimmung  damit  ist, 
daB  die   geodatischen  Linien   der  beiden   Bogenelemente  ds  und  d§   nach   (666) 
identisch  sind.  Stackel  betrachtet  als  Beispiel  die  Aquivalenz  der  Bewegung  einer 
materiellen    Geraden    auf   eiuer    geradlinigen    Flache    mit    der   Bewegung   eines 
Punktes  auf  einer  geradlinigen  Flache. 

458)  Im  Sinne  dieser  Forderung  liegt  es,  wenn  man,  wie  oben  angegeben, 
festsetzt,  es  sollen  die  eingepragten  Krafte  nur  von  den  Ortskoordinaten  abhangen. 

459)  Vgl   z.  B.  P.  Appell,  Sur  des  transformations  de  mouvements,  .1.  f.  Math. 
110  (1892),  p.  37.  Bereits  vorher  hatte  P.  Appell  den  Sonderfall  eines  Punktes  in 
einer  Ebene  mit  den  Bewegungsgleichungen 


behandelt  und  hierauf  projektive  Transformation 

_     *  =  g' 

"  '  " 


___  _ 

a"a;-f  b"y  +  c"  '  a"  x  -f-  V  y  +  c" 


35.  Transformation  eines  mechanischen  Problems  in  ein  anderes.  789 

ZweckmaBig  wird  man  auch  hier  die  Transformation  (560)  dazu 

verwenden,  in  (567)  die  q,;  durch  die  q^  zu  ersetzen  und  diesen  Glei- 
chunen  die  Gestalt 


(568)  Ji 

&.  •-  tifi'     °'  =  £¥«»•••'  9.) 


zu  geben.  Es  miissen  dann  im  Sinne  der  gestellten  Forderung  in  dem 
En  der  (ql}...,qn)  die  Bahnkurven  der  beiden  mechanischen  Probleme 
mit  den  Bewegungsgleichungen  (558)  bzw.  (5(58)  identisch  sein460)  Der 
einzelnen  dieser  Bahnkurven  gehort  nun,  je  nachdem  man  sie  als  eine 
Bahnkurve  der  Gleichuugen  (558)  oder  der  Gleichungen  (568)  an- 
sieht,  die  Bogenliinge  ds  bzw.  d$  zu.  Da  man  andererseits  aus  den 
Bewegungsgleichungen  fur  jedes  der  beiden  Probleme  auf  der  Bahn 
kurve  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  als  Fuiiktion  der  Bogenlange 
kennt  (vgl.  Nr.  6),  so  wird  den  einzelnen  Punkten  der  Bahnkurve  die 
Zeit,  zu  der  sie  erreicht  werden,  durch  Beziehungen  der  Gestalt 

(569)  dt  =  if>(s)ds 
bzw. 

(570)  di  =  xWdZ 

zugeordnet.461)  Damit  hat  man  zugleich  eine  Zuordnung  der  Differen- 
tiale  der  Zeit  dt  bzw.  dt  fur  die  eiuzelneu  Bahnkurven  erreicht.  Wenn 
man  andererseits  beachtet,  daB  die  einzelne  Bahnkurve  immer  be- 
stimmt  ist,  sobald  man  einen  ihrer  Punkte  und  die  ihm  zugehorende 
Geschwindigkeit  vorgibt,  so  erkennt  man,  daB  diese  Zuordnung  die  Form 

(571)  di  =  -          -2L- 

/  (2i  .  •  •  •  ,  2«  .  <Zi  .  •  •  •  -  2») 

haben  muB.462)    Offenbar  muB   diese  Transformation  der  Zeit  die   Be- 
angewendet  mit  der  Zeittransformation 
JMt- 


(a"aj -f  6"y -f- c")s 

Vgl.  P.  Appell,  De  Thomographie  en  mecanique,  American  J.  of  raath.  12  (1889), 
p.  103  und  13  (1890),  p.  153.  Weitere  Literatur  fiber  die  Entwicklung  in  der  zu- 
erst  zitierten  Arbeit  (J.  f.  Math.  110). 

4(50)  Vgl.  P.  Painleve,  Memoire  sur  la  transformation  dea  equations  de  la 
dynamique,  J.  de  math.  (4)  10  (1894),  p.  5.  Painleve  bezeichnet  solche  Systeme 
als  cor  respond  ants. 

461)  Zu    einer    Bahnkurve    gehoren,    da    die    Zeit    nicht    explizit    auftritt, 
oo1  Eaum-Zeitlinien.    (Vgl.  Nr.  6.) 

462)  Vgl.  T.  Levi-Civita,   Sulle  trasformazioni   delle  equazioni  dinamiche, 
Ann.  di  mat.  (2)  24  (1896),  p.  255,  insbes.  p.  268. 

Statt  der  Geschwindigkeitskomponenten  £1 1  •  •  •  >  2n  konnte  man  in  f  auch 
die  Richtung  der  Bahnkurven  dql  :  •  •  • :  dqn  und  die  geodatische  Kriimmung  Kg 
eingefiihrt  denken  (vgl.  Nr.  6). 
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wegungsgleichungen  (568)  in  die  Bewegungsgleichungen  (558)  iiber- 
ftihren. 

Ein  selir  einfacher  Fall  soldier   Gleichbahnigkeit  zweier   Systeme 
(ds,  Qo)  und  (d%,  £X,)  liegt  vor,  wenn 

(572)  ds  -  dZ  (d.  h.  gik  =  9ii),     D,  =  c  ^ 
gilt,  da  man  dann  ja  nur 

(572a)  dt  =    ^-d* 

yc 

zu  setzen  braucbt,  um  die  Bewegungsgleichungen  (568)  in  (558)  tiber- 
zufiibren.  Gleichwobl  bat  dieser  triviale  Fall  eine  gewisse  Bedeutung. 
Denn  wablt  man  z.  B.  c=  —  1,  d.  h.  andert  man  die  Richtung  der 
eingepragten  Krafte,  so  folgt 

di  =  idt, 

d.  h.  nach  Nr.  6:  Die  wahre  Bewegung  des  einen  Problems  ist  die  kon- 
jugierte  des  anderen  Problems.463)  Im  allgemeinen  besitzt  nun  ein 
mecbaniscbes  Problem  (ds,  Q^)  nur  gleicbbahnige  Probleme,  die  sicb 
von  diesem  trivialen  Pall  wenig  unterscbeiden.  Die  einzigen  gleicb- 
babnigen  Probleme  sind  namlicb  die  Probleme 

(573)  d$*=Cds2,     ^  =  cQ9     und  somit     dt  =  y^-dt, 

die  P.  Painleve  daber  als  correspondants  ordinaires  bezeicbnet464)  (Tri 
viale  Korrespondenz).  Dabei  ist  allerdings  Vorausse'tzung,  dafi  die 

463)  Vgl.  P.  Appell,  Sur  une  interpretation  des  valeurs  imaorinaires  du  temps 
en  mec.,  Paris  C.  E.  87  (1878),  p.  1074,  der  eine  Anwendung  auf  das  ebene  Pendel 
gibt,  wobei  er  die  imaginare  Periode  des  auftretenden  elliptischen  Integrals  ver- 
anschaulichen  kann. 

464)  Hierunter  fallt  die  mechanische  Almlichkeit   zweier  Bewegungen   [vgl. 
IV  6  (P.  Stackel),  Nr.  8].    Ist  namlich  I  das  Verhiiltnis   der  Langen,   p  das  Ver- 
haltnis    der   Massen,    so    gilt,    wenn    (fr,...,^   als    dimensionslose    Grb'Ben    ein- 
gefiihrt  sind, 

C-ftl1, 
so  daB  (573  a)  zu 

dt  =]/—  Idt 
wird  und  die  Beziehung 

(674)  Cr2  =  M-^s 

die  mechanische  Ahnlichkeit  wiedergibt,  worin  T  das  Verhiiltnis  fiir  die  Zeitmes- 
sung  ist.  Sind  die  q0  dimensionslos,  so  haben  die  $,,  die  Dimension  [Kraft  •  L'ange], 
so  daB,  wenn  y  das  Verhiiltnis  der  Krafte  bezeichnet, 

c  =  yA 
ist  and  (574)  in  die  bekannte  Formel  der  mechanischen  Ahnlichkeit 

(574  a)  yr*=ui 

iibergeht. 
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Kraftkomponenten  QQ  bzw.  Q?  der  beiden  gleichbahnigen  mechanischen 
Probleme  einerseits  nur  von  den  Ortskoordinaten  abhangen,  andererseits 
nicht  aus  eiiiem  Potential  entspringen. 

Das  Verschwinden  der  Kraftkomponenten  des  einen  Problems 
hat  also  im  Falle  dieser  trivialen  Korrespondenz,  wie  auch  bereits 
P.  Appell^^}  zeigt,  das  Verschwinden  der  Kraftkomponenten  des  an- 
deren  Problems  zur  Folge.  Bei  zwei  kraftefreien  mechanischen  Pro- 
blemen  sind  aber  die  Bahnkurven  nichts  anderes  als  die  geodatischen 
Linien  der  beiden  Bogenelemente  ds  bzw.  d§>,  und  die  Frage  der  Gleich- 
bahnigkeit  der  mechanischen  Probleme  wird  hier  einfach  die  Frage, 
wann  zwei  verschiedene  Bogenelemente,  die  man  einer  Mn  aufpragt,  zu 
den  gleichen  geodatischen  Linien  fiihren,  bzw.  wann  zwei  Riemannsche 
Mn  so  aufeinander  abgebildet  werden  konnen,  daB  die  geodatischen 
Linien  der  einen  in  die  geodatischen  Linien  der  anderen  iibergehen. 

o  o 

Diese  Frage  ist  zunachst  fur  n  =  2  in  der  Differentialgeometrie  der 
Flachen  des  gewohnlichen  Rs  behandelt  [vgl.  Ill  D  6  a  (A.  Vofi),  Nr.  9J 
und  von  da  auf  allgemeines  n  iibertragen  (vgl.  auch  Nr  36).  Haben 
nun  zwei  Bogenelemente  ds  und  d%  die  gleichen  geodatischen  Linien, 
so  kann  man  auch  eine  nicht  triviale  Korrespondenz  zweier  mecha- 
nischer  Probleme  mit  Kraften  angeben.  Denn  zu  jedem  System  der 
eingepragten  Krafte  QQ  (ql  ,  .  .  .  ,  #n)  des  Problems  mit  dem  Bogen- 
element  ds  laBt  sich  ein  System  eingepragter  Krafte  D^g^,  .  .  .,  <?J 
des  anderen  Problems  mit  dem  Bogenelement  d%  so  hinzubestimmen 
(vgl.483)],  da6  die  beiden  Probleme  gleichbahnig  werden.466)  Wichtig 
ist,  da8  in  diesem  Falle  die  Zeitzuordnung  (571)  die  vereinfachte 
Gestalt 
(575)  dt 


besitzt,  in  der  nur  die  Ortskoordinaten467)  (vgl.  Nr.  36)  auftreten. 


465)  P.  Appell,  1.  c.  459),  insbes.  p.  40. 

466)  Vgl.  P.  Painleve,  1.  c.  46°),  p.  52.    Umgekehrt  gilt,  wie   Painkve   dort 
zeigt   (wenigstens  fur  w>2),   dafi   die  Bogenelemente   ds  und   d§   die   gleichen 
geodatischen  Linien  besitzen  mussen,  wenn  zwei  mechanische  Probleme  (ds,  Qy) 
und  (dg,  O0)  bei  Beibehaltung  der  Bogenelemente  fiir  zwei  verschiedene  Systenie 
eiiigepragter  Krafte  §,',  Q,j  bzw.  Q'£,  O/j  gleichbahnig  sind. 

467)  LaBt   man    zu,    daB    die    eingepragten    Krafte    (X,   bzw.  O0    auch   von 
den   Geschwindigkeitskomponenten    abhangen,    so   kann   man   bei   beliebig   vor- 
geschriebenen  Bogenelementen  ds  und  d§  zu  einem  System  eingepragter  Krafte 
Q{>  (2u  •  •  •>  2B i  2i  i  •  •  -i  2n)  stets  ein  System  eingepragter  Krafte  O(J (ql , . . . ,  qn,  q*  , . . .,  q*) 
so    bestimmen,    daB    die   Bewegungsgleichungen   beider    mechanischen    Probleme 
durch  die  vorgeschriebene  Zeittransformation  (575)  ineinander  iibergefuhrt  werden. 
Vgl.  P.  Appell,  1.  c.  4S9),  p.  38. 
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Besonders  zu  behandeln  ist  eigentiimlicherweise  der  Fall,  daB  die 
eingepragten  Krafte   Q^  aus  einem  Potential  entspringen: 


(576) 

Nach  Nr.  10  besitzen  dann  die  Bewegungsgleichungen  das  Energie- 
integral 

(577)  T  +  <P  =  k 

und  die  Bahnkurven  lassen  sich  zu  je  oo2"~2  in  naturliche  Familien 
zusammenfassen,  deren  einzelne  durch  den  Zahlwert  von  k  gekenn- 
zeichnet  wird.  Die  Bahnkurven  einer  solchen  Familie  lassen  sich  dahei 
auffassen  als  die  geodatischen  Linien  des  Bogenelementes 

(578)  ds*  =  y2(jT-^W)  ds  . 

Hier  gilt  nun,  wie  G.Darloux*68)  gezeigt  hat,  daB  mit  einem  mechani- 
schen  Problem  (ds,  $}  die  Probleme  (d&,  *&)  gleichbahnig  sind,  fiir  die 

(579)  d9=V^$~+(lds,     V=7Kl  +  dp 
ist.469)   Denn  man  hat 


wenn  man 


noch 


setzt.  Diese  Darboux  -  Trans  formation  liefert  hier  die  correspondents 
ordinaires  des  vorgelegten  mechanischen  Problems  (ds,  3»),  sie  ver- 
tritt  im  Falle  der  Existenz  eines  Potentials  die  Stelle  der  trivialen 
Korrespondenz. 

36.  Geod'atische  Abbildung  zweier  Mn.  Korrespondenz  der  Bogen- 
elemente  und  allgemeine  Korrespondenz  mechanischer  Systeme  mit 
eingepragten  Kraften.  Die  Untersuchuug  der  nichttrivialen  Korrespon 
denz  zweier  mechanischen  Probleme  hat  mit  der  Betrachtung  Jcrafte- 

468)  G.  Darboux,   Paris  C.  R.  108  (1889),  p.  449,  sowie  auch   P.  Painleve, 
1.  c.  *60),  p.  10  u.  35. 

469)  Die  zugehorige  Zeitzuordnucg  ist 


dt~ds 
oder,  wenn  man  k  mit  Hilfe  des  Energieintegrals  (577)  eliminiert, 


yp7  —  a8  dt  =  (a  $  -f 
Sie  hat  also  die  Gestalt  (571). 
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freier  Systeme  begonnen.  Hier  handelt  es  sich  um  die  Korrespondenz 
zweier  Bogenelemente,  d.  h.  um  eine  Abbildung  zweier  Eiemannschen 
Mn  mit  den  Bogenelementen 

(580) 
und 

(580  a) 

bei  der  die  geodatischen  Linien  der  einen  Mn  in  die  geodatischen 
Linien  der  anderen  iibergehen.  Die  Zeitzuordnung  (571)  hat  dabei  die 
vereinfachte  Gestalt  47°) 

(581)  dt=      —— 

P&I--M&)' 

und  zwar  ist,  wenn  man  mit  G  bzw.  ($  die  Diskriminanten  der  beiden 
quadratischen  Formen  (580)  bzw.  (580  a)  bezeichnet, 

(581  a) 

unter  C  eine  Konstante  verstanden.  Als  Bedingungen  fiir  die  Korre 
spondenz  von  (580)  und  (580  a)  ergeben  sich  unter  Heranziehung  der 
Christoffehchen.  Dreizeigersymbole  die  Gleichungen  *71) 


(582) 


rs* 


irs\ 

'\j}» 

lrs\ 
'   '  lr  r- 

f  r  r  i  *  _   frr) 
\  r  I       Mr/ 


Sie  erhalten  eine  vereinfachte  Gestalt,  wenn  man  die  kovarianten  Ab- 
leitungen  des  J?im-Kalkiils  [vgl.  Ill  D  10  (R  Weitaenbodc) ,  2.  Tell, 
Nr.  19]  von  (f*8gi/t)  in  bezug  auf  die  Differentialform  (580)  einfiihrt. 
Dann  lauten  sie  einfach472) 

und  sagen  aus,  daB 

t — i 

„.  ,,^.,^,,  =  Const, 
bzw. 


470)  Vgl.  T.  Levi-Civita,   Sulle  trasf.  delle  equ.  din.,   Ann.  di  mat.  (2)  24 
(1896),  p.  266,  insbes.  p.  273. 

471)  Vgl.  T.  Levi-Civita,  1.  c.  47°),  p.  270. 

472)  T.  Levi-Civita,  1.  c.  47°),  p.  276. 
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ein  erstes  Integral  der  Differentialgleichungen  der  geodatischen  Linien 
des  Bogenelementes  (580)  ist.473)  Die  Existenz  eines  korrespondieren- 
den  Bogenelementes  zieht  also  die  Existenz  eines  quadratischen  Inte 
grals  (vgl.  Nr.  29)  nach  sich474),  wie  bereits  U.  Dini  fur  n  =  2  ge- 
zeigt  hatte  [vgl.  Ill  6  a  (A.  Vofi),  Nr.  9].  Fiir  n  =  2  hatte  U.  Dini  zu- 
gleich  die  Bogenelemente  aller  Fliichen  bestimmt,  die  sich  aufeinander 
im  Sinne  der  Korrespondenz  der  Bogenelemente  abbilden  lassen,  d.  h. 
so,  daB  die  geodatischen  Linien  der  einen  Flache  in  die  der  anderen 
iibergehen.475)  In  Verallgemeinerung  dieser  Uberlegungen  bestimmt 
T.  Levi-Civita  die  Gestalt  der  korrespondierenden  Bogenelemente  mit 
den  Methoden  des  JRicci-Kalkiils.476)  Unter  Einfuhrung  geeigneter 
Orthogonalsy steme  von  Kurvenkongruenzen  [vgl.  Ill  D  1 1  (L.  Berwalct), 
Nr.  20]  mit  den  Richtungskosinus 477)  AWr  lassen  sich  ganz  allgemein 


473)  Der  Satz  zuerst  bei  P.  Painlevc,  1.  c.  48°),  p.  43,  der  zeigt,  daB 

G  © 

und 


n  +  l  n+l 

(ds)  2  (d$)  2 

sowohl  fiir  die  Gleichungen  der  geodatischen  Linien  von  ds  wie  fiir  die  von  d§ 
Jacobiache  Multiplikatoren  (vgl.  Nr.  22)  sind. 
Natiirlich  ist  auch  umgekehrt 


(584a) 

ein  Integral  der  Gleichungen  der  geodatischen  Linien  des  Bogenelements  d§.  In 
(584)  und  (584  a)  kann  man 


eingefiihrt  denken. 

474)  Das  quadratische  Integral  fallt  nur  dann   mit  dem  trivialen  qnadra- 
tischen    Integral  ^?  g-t  It  q^  qfi  =  Const,  zusammen,    wenn    8;.p  =  c^p  iBt,  d.  h.  im 
Falle  der  trivialen  Korrespondenz. 

475)  Vgl.  die  Darstellung  bei  G.  Darboux,   Theorie   des   surfaces,   Bd.  Ill, 
Buck  6,  Kap.  3,  insbes.  p.  49  ff.    Die  Bogenelemente  der  beiden  Flachen  sind 


bzw. 


Sie  haben  also  die  sog.  Liouvillesche  Gestalt  (vgl.  Nr.  19). 

476)  T.  Levi-Civita,  1.  c.  47u),  p.  280. 

477)  Die   i(/,      bzw.    >£.    sind    kovariante    bzw.    kontravariante   Eichtungs- 
kosinus  in  bezug  auf  das  Bogenelement  ds. 
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die  Koeffizienten  gat  b/w.  Qai.  zweier  Bogenelemente  in  der  Form 


(585) 


ia>)r> 


ausdriicken,  wobei  die  Invarianten  Qh  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(585  a)  !fl«  — PSW   =0 

sind.    Mit  Hilfe   einer    solchen   Darstellung  erhalten   dann  die  Bedin- 
gungen  fiir  die  Korrespondenz  der  Bogenelemente  die  Form 

PA  —  P,-)  Yhu  =  °>  (k>  *>  J  verschieden) 


(586) 


o —  A(i)  •> 
dqr 

wobei   die  >yhij  die  Rotationskoeffizienten   [vgl.  Ill  D  11  (L.  BerwalcT), 
Nr.  20]  des  orthogonalen  Kurvensystems  sind. 

Sind  die  n  Wurzeln  Qh  der  Gleichung  (585  a)  samtlich  voneinander 
verschieden,  so  besteht  das  orthogonale  Kurvensystem  aus  den  Schnitt- 
kurven  von  n  Systemen  wechselseitig  orthogonaler  Mn_lf  so  daB  bei 
Benutzung  der  Parameter  der  Schar  als  Koordinaten  die  beiden  Bogen 
elemente  die  Gestalt 


(587)  ds* 

erhalten,  wobei 

(587  a) 


und 


ft 


Qa  = 


c 


^ff(gff) ' 


ist  und  der  Strich  an  II  andeutet,   daB  in   dem  Produkt  der  Multi- 
plikationsbuchstabe  T  den  Wert  6  nicht  annehmen  darf.478)  Zwei  korre- 

478)  T.  Levi-Civita,  1.  c.  47°),  p.  286.  In  Sonderfallen  waren  bereits  R.  Liou- 
ville,  Sur  les  equ.  de  la  dynamique,    Acta  math.  19  (1895),  p.  251,   sowie  G.  di 

52* 
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spondierende    Bogenelemente    lassen    sich   danach    in    leichter   Verall- 
gemeinerung  auf  die  Gestalt 


(588) 


c 


/ n 

+c  (fl,  \  *<  - 

x 


bringen,  unter  c  eine  Konstante  verstanden.  Man  hat  dann  nach  (584) 
fur  die  geodatischenLinien  desBogenelements  ds  das  quadratische  Integral 


und  da  diese  Beziehung  identisch  in  c  bestehen  mu6;  ergeben  sich 
daraus  n  quadratische  Integrate. 

Sind  die  Wurzeln  von  (585  a)  nicht  alle  verschieden,  so  hat  man 
in  dem  Sonderfall,  daB  (n  —  m)  einfache  Wurzeln  QI,  .  .  -,Qn_m  und  eine 
m-fache  Wurzel  on  vorhanden  sind,  nur  (n  —  in)  Scharen  von  M 

\  /  n  —  1" 

die  sich  wechselseitig  orthogonal  schneiden.  Indessen  kann  man 
m  Scharen  von  Mn_1  hinzufiigen,  die  zu  den  (n  —  m)  ersten  Scharen 
orthogonal  sind.  Allerdings  konnen  diese  nicht  unter  sich  orthogonal 
sein.  Das  Bogenelement  erhalt  dann  die  Form 

(590)  ds2  = 

^^^— 

1  n — m+ 1 

wahrend  das  Bogenelement  d%  die  Gestalt 


(590  a) 


annimmt.  Als  Bedingungen  fiir  die  Korrespondenz  treten  an  die  Stelle 
der  Beziehungen  (587  a)  die  Gleichungen479) 


(591) 


Pirro,  Sulle  trasformazioni  delle  equazioni  della  dinamica,  Palermo  Rend,  del 
circ.  mat.  9  (1895),  p.  169,  eowie  10  (1896),  p.  241  und  G.  Picciati,  Sulla  traa- 
formazione  delle  equazioni  della  dinamica  in  alcuni  casi  particolari,  Venedig 
Atti  dell'  istit.  (7)  7  (1896),  p.  175  zu  dieser  Darstellung  des  Bogenelements  ge- 
kommen. 

479)  T.  Levi-Civita,  1.  c.  47°),  p.  293. 
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woraus  man  dann 


(592) 


gewinnt,  so  daB  die  Bogenelemente,  wenn  man  Fa(<2ff)  in  gff  aufnimmt, 
die  Form 


(593) 


i/*> 


71  —  W+l 


erbalten.    Aus  dem  in  c  identiscb  geltenden  quadratiscben  Integral 

n  —  m  n  —  m 

^     1  1 

n  —  m  n 

7>a..>  =  Const. 


— 

+-C  n  j  ^  - 


n  —  m  +  1 


ergeben  sich  dann  (n  —  m  -f-  1)  quadratische  Integrale.480) 

Von  hier  aus  ist  der  Fall,  daB  die  Gleichung  (585  a)  beliebige  viel- 
fache  Wurzeln  hat,  leicht  zu  iiberblicken. 

Auch  die  Untersucbung  der  nichttrivialen  Korrespondenz  zweier 
mechanischen  Probleme  mit  eingeprayten  Krdften  ist  erfolgreich  in  An- 
griff  genommen,  wenn  sie  aucb  nocb  nicbt  so  weit  gefordert  ist  wie 
die  der  kraftefreien  Bewegung.  Zunacbst  konnte  man  feststellen,  daB 
die  Beziebung  (571)  zwiscben  den  zwei  Zeitdifferentialen  dt  und  dt, 
in  die  bier  auch  die  Gescbwindigkeitskomponenten  eingehen,  die 
Gestalt481) 
(595)  dt*  =  -  ~^~- 

' 


baben  muB,  und  daB  die  darin  eingebende  Funktion  fi  die  Beziebung 


480)  T.  Levi-Civtta,  1.  c.  47°),  p.  297. 

481)  P.  Painleve,  1.  c.  46°),  p.  13  u.  59,  sowie  T.  Levi-Civita,  1.  c.  47°),  p.  272. 
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zwischen  den  Komponenten  der  eingepragten  Krafte  beider  Systeme 
vermittelt,  die 

(596)  D?  =  p*  Q? 

lautet.  Der  Klammerfaktor  in  (595)  fiihrt  andererseits  zu  einem  qua- 
dratischen  Integral  der  Bewegungsgleichungen  (558),  und  zwar  1st 
_s  _  2  n 

(597)  (|-^f)n+8(f-*)8==  (I  ^2)"  +  3^  (l  -  -]£'>crfqrq^  =  Const. 

i 

dieses  quadratische  Integral.482)  Eine  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  die 
linke  Seite  identisch  konstant  werden  sollte.  Dann  miiBten  aber  die 
crs  =  0  sein,  und  man  hatte  nach  (582) 


f==c-\® 

was  nach  (58 la)  bedeutet,  daB  die  beiden  Bogenelemente  ds  und 
die  gleichen  geodatischen  Linien  haben.483) 

Haben  die  eiugepragten  Krafte  ein  Potential 


so  kann  das  quadratische  Integral  (597)  mit  dem  Energieintegral 
(599a)  T  +  $=  Const. 

zusammenfallen.484)  Tritt  dies  ein,  so  laBt  sich  durch  eine  Darboux- 
Transformation  das  Problem  (ds,  (£»)  in  ein  anderes  (da*,  W]  iiber- 
fuhren,  so  daB  das  Bogeneleraent  ds*  dieses  neuen  Problems  und  das 
Bogenelement  d§>  des  mit  (ds,  <Z>)  gleichbahnigen  Problems  die  geo 
datischen  Linien  gemein  haben.  Die  geodatischen  Linien  von  d$  ent- 
sprechen  also  nach  (579  a)  einer  der  naturlichen  Familien  ftfei-  Bahn- 
kurven485)  von  (ds,  3>). 


482)  Natiirlich  1st  entsprechend 
8 

© 


/©     l\ 

(a?) 


=  Const- 


ein  quadratisches  Integral  der  Bewegungsgleichungen  (568).  P.  Painleve,  1.  c.  46°), 
p.  65. 

483)  Man   sieht  dann  aus  (596)  unmittelbar,   wie  sich   in   diesem  Falle  zu 
jedem  System  eingepragter   Krafte  Q(J  ein   System   eingepragter  Krafte  O?  be- 
stimmt,  far  das  die  beiden  mechanischen  Problerue  gleichbahnig  werden. 

484)  P.  Painleve,  1.  c.  46°),  p   67. 

485)  Entspringen  die  Kratte  beider  mechanischen  Probleme  aus  einem  Po 
tential,  so  kann  man  von  jedem  durch  eine  Darboux-  Transformation  so  zu  einem 
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Die  Aufgabe,  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafiir  aufzustellen,  daB  zwei  mechanische  Probleme  mit  eingepragten 
Kraften  gleichbahnig  sind,  hat  J.  E.  Wright*85)  in  Angriff  genommen, 
der  sich  nach  dem  Vorbild  von  T.  Levi-Civita  des  Ricci-Kalknls  bedient. 
In  Sonderfallen  bestimmt  er  die  Gestalt;  die  die  Bogenelemente  und  die 
eingepragten  Krafte  zweier  gleichbahnigen  Systeme  haben  miissen.486a) 

37.  Mechanische  Probleme,  deren  Bahnkurven  bei  Transforma- 
tionsgruppen  in  sich  ubergehen.  Eine  Transformation 

(600)  qQ  =  fyfa,  ••-,  qj  (Q  =  1, . . .,  n) 

fiihre  die  Bewegungsgleichungen  eines  mechanischen  Problems 

IdT^ 
dr 

in  die  neuen  Gleichungen 

~di 

iiber,  die  P.  Painleve  homolog  zu  (601)  nennt.  Soil  nun  die  Transfor 
mation  (600)  die  Bahnkurven  von  (601)  in  sich  transformieren,  so  muB 

anderen  ubergehen,  daB  die  beiden  neuen  Bogenelemente  die  gleichen  geoda- 
tischen  Linien  haben.  Bei  den  beiden  ursprunglichen  Problemen  entspricht  also 
einer  bestimmten  natiirlichen  Familie  des  einen  Problems  eine  bestimmte  natur- 
liche  Familie  des  anderen  Problems.  Das  Energieintegral  eingerechnet,  haben 
die  beiden  mechanischen  Probleme  je  drei  quadratische  Integrale.  Ubrigens  gibt 
es,  wenn  es  sich  nicht  um  Dar&ouic-Transformationen  handelt,  nicht  mehr  als 
eine  natfirliche  Familie  von  Bahnkurven  des  ersten  Problems,  die  einzeln  in 
eine  natiirliche  Familie  des  zweiten  Problems  ubergeht. 

486)  /.  E.  Wright,  Corresponding  dynamical  systems,  Ann.  di  mat.  (3)  16 
(11(09),  p.  1.  Vgl.  auch  J.  E.  Wright,  Invariants  of  quadratic  differential  forms, 
Cambridge  tracts  9  (1908),  insbes.  p.  80  tf. 

486  a)  Auf  Grund  einer  Bemerkung  von  P.  Stdckel,  Uber  Transfer mationen 
von  Bewegungen,  Gott.  Nachr.  1898,  p.  157  hat,  an  T.  Levi-Civitas  Forscbungen 
anschlieBend,  A.  Malipiero,  Sulla  trasform.  delle  equ.  della  din  ,  Venedig  Atti  del 
ist.  (n)  38  (=  602)  (1901),  p.  469  untersucht,  wann  zwei  Eiemannscbe  Mn  so  auf- 
einander  abgebildet  werden  kSnnen,  daB  eine  Schar  von  oo2re~s  geodiitischen 
Linien  der  einen  Mn  in  eine  Schar  von  oc2""3  geodatischen  Linien  der  anderen 
MH  ubergeht 

Diesen  Uberlegungen  verwandt  ist  die  Frage  nach  solchen  mechanischen 
Problemen,  die  eine  Anzahl  von  Integralen  gemein  haben,  vgl.  Nr.  25*  am  SchluB. 
Die  dort  [vgl.  889)  und  S91)J  zitierten  Bertrandschen  Arbeiten  hat  J.  Drach,  Sur 
les  integrates  communes  a  plusieurs  problemea  de  mecan.,  Paris  C.  R.  157  (1913), 
p.  1516  v..m  Standpunkt  der  rationellen  Integrationstheorien  aus  [vgl.  IIA4b 
(E.  Vessiot),  Nr.  38j  nea  durchdacht  und  erweitert  Eine  andere  Art  der  Behand- 
luag  gibt  G.  Pennachietti,  Sugl1  integral!  delle  equ.  della  din.,  Catania  Atti  dell' 
ace.  Gioenia  (4)  2  (1890),  sowie  in  einigen  anderen  Arbeiten. 
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das  hoinologe  mechanische  Problem  (602)  mit  dem  Problem  (601) 
gleichbahnig  sein,  oder,  in  Painleves  Sprechweise:  Eine  Transforma 
tion  (600)  fiihrt  die  Bahnkurven  eines  mechanischen  Systems  in  sich 
fiber,  wenn  das  von  ihr  erzeugte  mit  (601)  hornologe  Gleichungs- 
system  (602)  gleichzeitig  ein  zu  (601)  korrespondierendes  Gleichungs- 
system  ist.487) 

Von  besonderer  Bedeutung  wird  das.  wenn  man  in  (600)  nicht 
eine  einzelne  Transformation,  sondern  eine  ein-  oder  mehrgliedrige 
Gruppe  von  Transformationen  vor  sich  hat,  da  man  dann  AnschluB 
an  die  Uberlegungen  von  S.  Lie  gewinnt,  die  aus  der  Existenz  solcher 
Gruppen  Vorteile  fur  die  Integration  der  Gleichungen  herleiten  [vgl. 
II  A4b  (E.  Vessiof),  Nr.  13  u.  18].  Lie™*}  selbst  hat  bereits  unter- 
sueht,  wann  die  geodatischeii  Linien  einer  Flache  des  dreidimeusionalen 
Euklidischen  Raumes  durch  eine  Transformationsgruppe  in  sich  iiber- 
gefiihrt  werden,  und  G.  Fubmi*s9)  hat  entsprechende  Untersuchungen 
fur  eine  allgemeine  Riemannsche  Mn  mit  dem  Bogenelernent 

(603)  ds 

angestellt.   Ist  hier 

(604)  Xf=  ?(qlt  . .  ,  qm)  ££  +  -  -    +  i«fo,  . . .,  gj  ^ 

das  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation490),  so  sind  die  Ande- 
rungen,  die  die  geschweiften  Christoffelschen  Dreizeigersymbole  I 

des  Bogenelementes  (603)  bei  dieser  infinitesimalen  Transformation 
erfahren,  durch 

a*^  tfvl 

\ 


487)  P.  Painleve,    Sur  les   mouvements   des   systemes   dont  les  trajectoires 
admettent  une  transformation  infinitesimale,  Paris  C.  R.  116  (1893),  p.  21. 

488)  S.  Lie,  Untersuchungen  fiber  geodatische  Kurven,  Math.  Ann.  20  (1882), 
p.  357. 

489)  G.  Fubini,  Sui  gruppi  di  trasformazioni  geodetiche,  Turin  Mem.  della 
Ace.  d.  sc.  (2)  53  (1903),  p.  261.    Einen  Uberblick  uber  alle   seine    einschlagigen 
Qntersuchungen   gibt   G.  Fubini,  Applicazioni   della   teoria  dei   gruppi    continui 
alia  geom.  diff.  e  alle  equ.  di  Lagrange,  Math.  Ann.  66  (1908),  p.  202. 

490)  Die    £''  sind    mit    oberen  Indizes    versehen,   um    den    kontravarianten 
Charakter  von  41,  •••,£"  hervorzuheben.    Man  muB  im  folgenden   beachten,    daB 
auch  dql,...,dqn  die  Komponenten  eines  kontravarianten  Vektors,   daB  sie  also 
-falsch"  indiziert  sind. 
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gegeben,  und  die  Bedingungen  dafiir,  daB  die  infinitesimale  Transforma 
tion  (604)  die  geodatischen  Linien  von  ds  in  sich  uberfiihrt,  lauten491) 


(606)  2  =  (#;  +  dl 

(    Q    l 

Kennt  man  solche  infinitesimale  Transformationen,  so  vereinfacht  sich 
die  Integration  der  geodatischen  Linien.492) 

Es  lag  sehr  nahe,  diese  Uberlegungen  auf  mechanische  Probleme 
zu  ubertragen.  Wenn  man  sich  dabei  auf  solche  Probleme  beschrankt, 
in  denen  die  eingepragten  Kraffce  aus  einem  Potential  entspringen, 


(607)  0, 
und  also  das  Energieintegral 

(608)  T  +  <D  =  k 

gilt,  so  wird  der  Blick  von  selbst  auf  die  einzelnen  durch  den  Zahl- 
wert  von  k  gekennzeichneten  naturlichen  Familien  der  Bahnkurven 
gelenkt,  und  die  Analogic  zum  Problem  der  geodatischen  Linien  wird 
dadurch  noch  enger,  daB  man  (vgl.  Nr.  10)  die  Bahnkurven  der  einzelnen 
naturlichen  Familie  als  die  geodatischen  Linien  des  Bogenelements 

ansprechen  kann.493) 

Entsprechend   stellte   sich  0.  Staude  zunachst494)   fiir  n  =  2  und 
dann495)  fiir  n  =  3  die  Frage,  wann  eine  eingliedrige  Transformations- 

491)  Vgl.  G.  FuUni,  1.  c.  489),  p.  267.    In  (606)  ist  in  bekannter  Weise 
$'  = 


gesetzt. 

492)  Fiir  n  =  2  vgl.  8.  Lie,  1.  c.  488),  p.  431. 

493)  Man  muB  dabei  iibrigens  beacbten,  daB  in  der  Frage  der  Korrespondenz 
die  Analogic  zwiscben  dem  geodatiscben  Problem   des  Bogenelements  (609)  und 
dem   entsprecbenden   mecbaniscben  Problem    (ds,  3>)  versagt.    Bin   zu  ds*  korre- 
spondierendes  Bogenelement  d$*  kann  namlicb  niemals  ein  zu  (ds,  <&)  korrespon- 
dierendes  mecbaniscbes  Problem  (d8,  W)  liefern.  Vgl.  P.  Painhve,  1.  c.  46°),  p.  77. 

494)  0.  Staude,  Uber   die  Babnkurven  eines    auf  einer   Oberfliicbe  beweg- 
licben  Panktes,  welcbe  infinitesimale  Transformationen  zulassen,  Leipzig  Bericbte 
44  (1892),  p.  429. 

Unter  Ankniipfung  an  (609)  bebandelt  die  Frage  A.  Kneser,  Das  Prinzip  der 
kleinsten  Aktion  und  die  infinitesimale  Transformation  der  dyn.  Probl.,  Dorpat 
Sitzungsber.  d.  naturforscb.  Ges.  10  (1894),  p.  501. 

495)  0.  Staude,  Uber  die  Babnkurven  eines   in  einem  Raume  von  drei  Di- 
mensionen  beweglicben  Punktes,  welcbe  infinitesimale  Transformationen  zulassen, 
Leipzig  Ber.  45  (1893),  p.  511. 
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gruppe  jede  einzelne  natiirliche  Familie  von  Bahnkurven  in  sich  iiber- 
fiihre.  Fiir  allgemeines  n  behandelt  die  gleiche  Aufgabe  P.  Stackel**6} 
Aus  Nr.  35  folgt  nun  sofort,  daB  eine  Transformation,  die  jede  natiir 
liche  Familie  in  sich  tiberfiihrt,  das  mechanische  Problem  (T,  3>)  in 
eines  seiner  Dar6oMa;-Transformierten  iiberfiihren  muB.  Ja  dasselbe 
gilt  nach  Nr.  35  auch.  noch,  wenn  man  die  Aufgabe  dahin  verallgemei- 
nert,  daB  man  nicht  mehr  verlangt,  jede  einzelne  naturliche  Familie 
solle  in  sich  ubergehen,  sondern  allgemein  zulaBt,  die  Transformation 
diirfe  die  einzelnen  natiirlichen  Familien  als  Ganzes  untereinander 
vertauschen.497)  Nach  (579)  muB  daher  die  infinitesimale  Transforma 
tion  (604)  das  Bogenelement  ds  in  ]/a<2>  -{-fids  iiberfiihren,  also 

(610)  X^g^dq.dqJ  =  (tfcp  +  r^g^dq^ 


sein,  wahrend  andererseits  3>  in  eine  gebrochene  lineare  Funktion  von 
0  ubergehen  muB7  was  die  Beziehung 

(611)  X(<2>)  =  /I  +  (i0  +  v& 

zur  Folge   hat,    unter    A,  ^,  v  Konstante  verstanden498),    wobei    ins- 

besondere  noch 

(611  a)  0  +  v  =  Q 

gilt.499)  Soil  nun  jede  einzelne  der  natiirlichen  Familien  invariant 
bleiben,  so  muB,  da  sich  nach  (579)  und  (579  a)  die'  Funktion  0 
kogredient  mit  k  transforrniert,  auch  CP  invariant  bleiben,  also 

(612)  X(0>)  =  0,     d.  h.     A  =  p  =  i/=^6 


496)  P.  Stackel,  Uber  dynamische  Probleme,  deren  Differentialgleichungen  eine 
infinites.  Transf.  gestatten,  Leipzig  Ber.  45  (1893),  p.  331.    Vgl.  auch  A.  Kneser, 
1.  c.494). 

497)  Das   tut    P.  Stackel,   Anwend.  von  Lie's  Theorie  der  Transformations- 
gruppen   auf  die  Differentialgleich.  d.  Dynamik,   Leipzig   Ber.  49   (1897),  p.  411. 
Nach  (579  a)  kann  es  dabei  hochstens  zwei  naturliche  Familien  geben,  die  in  sich 
transformiert  werden  (k*  =  k). 

498)  Vgl    G.  Fubini,   Ricerche  gruppali   relative  alle  equazioni  della  dina- 
mica,  Nota  I,  Rom  Line.  Rend.  (5)  12  '  (1903),  p.  502. 

499)  Denn  nach  den  Eigenschaften  der  .Dar&owr-Transformation  mu6 


sein,  wahrend  andererseits  nach  (610)  und  (611) 

X($  ds1}  =  (X  +  (i  $  -f  v  0>2)  ds*  +  $  (a  3>  +  r)  ds* 
1st. 


37.  Mech.  Probl.,  deren  Bahnkurven  bei  Transformationsgr.  in  sich  iibergehen.    803 

sein500),  und  da  dann  auch  6  =  0  ist,  vereinfacht  sich  (610)  zu 

(613)  X(ds*~)  =  r  •  ds\ 

d.  h.  das  Bogenelement  multipliziert  sich  bei  der  Transformation  mit 
einer  Konstanten.  Urn  die  Bedingungsgleichungen  dafiir  aufzustellen, 
dafi  bei  der  infinitesimal  en  Transformation  (604)  jede  einzelne  Familie 
der  Bahnkurven  in  sich  iibergeht,  fiihrt  P.  StackeHwv)  den  kontra- 
varianten  Vektor 

(614)  •f 
und  die  Ausdriicke 


ein  502)   und  bildet   dann  entsprechend  (605)  die  r    j  ,   indem  er  auf 

der  rechten  Seite  von  (605)  die  {  •  •  •  }   durch  (•  •  •)  ersetzt.    Dann  er- 
halten  die  Bedingungen  die  zu  (606)  analoge  Gestalt 


Eine  kontinuierliche  Gruppe,  die  die  Bahnkurven  in  sich  iiberfuhrt, 
ist  endlich  und  zwar  eine  hochstens  n(n  -j-  2)-gliedrige  Gruppe.503) 
P.  Stdckel  hat  Normalformen  fur  die  dynamischen  Probleme  mit  ein- 
und  zweigliedrigen  Gruppen  bestimmt  und  die  infinitesiinalen  Trans- 
formationen  der  Gruppen  angegeben.504)  Durch  eine  Umgestaltung  der 


500)  Die  tiberffihrungskurven   der  von   der  infinitesimalen  Transformation 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  verlaufen  also  auf  der  Mannigfaltigkeit  3>  =  Const. 
Fur  n  =  2  fallen  sie  mit  den  Hohenlinien  des  Potentials  auf  der  Flache  zusammen, 
wie  0.  Staude,  1.  c.  494)  bemerkt.    Er  zeigt  auch,  da8  diese  Hohenlinien  die  Hu'll- 
kurven  je  einer  einparametrigen  Schar  der  oo8  Bahnkurven   der  naturlichen  Fa 
milie  sind  und  also  auch  selbst  als  Bahnkurven  auftreten  konnen. 

Vgl.  hierzu  auch  A.  Kneser,  1.  c.494),  §  4. 

501)  P.  Stdckel,  1.  c.  496),  p.  336. 

502)  Fur  c  =}=  p  ,  r  =)=  Q  sind  das  die  geschweiften  Dreizeigersymbole  I       1 

I  Q  J 
des  Bogenelements  ds*  aus  (609).   Allgemein  ist 


503)  Die  Gruppe  der  kanonischen  Transformationen  war  dagegen  eine  un- 
endliche  Gruppe.  Dies  verwechselt  E.  Schuntner,  Uber  die  Aquivalenz  und  Klassi- 
fikation  dynaruischer  Probleme,  Ann.  di  mat.  (4)  9  (1931),  p.  307  nebst  Nachtrag 
Ann.  di  mat.  (4)  10  (1932),  p.  83,  dessen  Ausfuhrungen  demnach  vollig  verfehlt  er- 
scheinen.  Vgl.  dazu  die  Kritik  von  W.  Wirtinger,  Wien  Monatsh.  39  (1932),  p.  241. 

504)  P.  Stdckel,  1.  c.  496). 
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Betrachtungsweise  konnte  G.  Fubini505}  fur  n  =  3  eine  Bestimmung 
aller  Gruppen  durchfiibren  und  auch  den  Fall  eines  allgemeinen  n  be- 
reits  in  Angriff  nehmen.506)  P.Painleve™)  schlieBlicb  macht  einige  Be- 
merkungen  iiber  die  Struktur  der  Gruppe  fiir  allgemeines  n,  wobei  er 
auch  in  Betracht  ziebt,  daB  die  eingepragten  Krafte  nicht  aus  einem 
Potential  entspringen,  und  weist  auf  die  Integrationsvorteile  bin,  die 
fiir  die  Bewegungsgleicbungen  mit  der  Existenz  einer  solchen  Gruppe 
verbunden  sind. 


505)  G.  Fubini,  Ricerche  gruppali  Bulle  equazioni  della  dinamica,  Nota  II, 
Rom  Line.  Rend.  (5)  12*  (1903),  p.  60. 

506)  G.  Fubini,  Ric.  gr.,  Nota  III,  Rom  Line.  Rend.  (5)  12*  (1903),  p.  145. 

507)  P.  Painleve,  1.  c.  487). 


Die  Fahnenkorrektur  haben  die  Herren  G.  Hamel  und  C.  Caratheodory 
mitgelesen.  Herr  Hamel  hat  zum  ersten  Teil,  Herr  Caratheodory  zum  ganzen 
Artikel  eine  Reihe  wertvoller  Bemerkungen  beigesteuert,  fiir  die  der  Ver- 
fasser  zu  Dank  verpflichtet  1st. 


(Abgeschloseen  im  Dezember  1933.) 


